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A SZERZOKTOL

Kedves Hetedikesek!

Most elkezditek egy 1) tantargyl — a mértan (geomet-
ria) tanulmanyozasat. Figyeljétek meg, hogy a geografia
és a geometria szavakban ko6zos a geo el6tag, ami gorogil
foldet jelent. Azonban amig a 6. osztalyban a foldrajzora-
kon valéban a fold leirasaval foglalkoztatok (grafia gérogil
leirast, rajzot jelent), gy a mértanérakon nem kell fold-
méréssel foglalkozni (metreo gorogil — mérni).

A mértan az egyik leg6sibb tudomany. Az elnevezését
azzal lehet magyarazni, hogy a mértan kialakulasa és fej-
16dése szorosan Osszefiigg az ember sokoldali gyakorlati
tevékenységével: a foldteriiletek hatarainak kijelolésével,
utak, ontoz6csatornak és egyéb létesitmények épitésével,
vagyls ahogyan ilyen esetben mondjak, alkalmazott
tudomany volt. Fokozatosan, 1épésrél-1épésre Osszegylt
az emberi tudas és a mértan szép és tokéletes, szigoru
és kovetkezetes matematikai elméletté valt. Ezzel a tudo-
mannyal és a megszerzett tudasotok gyakorlati alkalma-
zasaval fogtok foglalkozni a mértandrakon.

A mértan ismerete rendkiviil fontos. Valéban, nézzetek
korill — mindeniitt jelen van a mértan, pontosabban a mér-
tani alakzatok: szakaszok, haromszogek, téglalapok, de-
rékszogd paralelepipedonok (téglatestek), gombdok stb.

Elmélytlt mértani ismeretek nélkil nem késziilhettek
volna bonyolult épitészeti szerkezetek (1., 2. abra), hajok
és repiildgépek (3. abra) még a gyerek-épitGjatékok elemei
és a himzések mintai sem (4. abra). A mintak létrehozasa
megkoveteli a népmiivésztdl azt, hogy legyen elképzelése
a szimmetria és a parhuzamos eltolas mértani fogalmakrol.
A mértan ismerete nélkiil senkibél sem lehet tervezé6mérnok,
esztergalyos, asztalos, tudds, épitész, dizéjr}er, divattervezd,
szamitogépes grafikai szakember stb. Altalanossagbhan
a mértani ismeretekl — az emberi kultira fontos 6sszetevoi.



4 A szerzéktél

1.abra 2. abra
a - Szaljut Hotel (Kijev) Szineci tv-torony Kijev
b - kozigazgatasi épllet (London)

A mértan egy nagyon érdekes tantargy. Reméljuk,
hogy errdl rovidesen meggyo6zodtok, amiben segit majd ez
a tankonyv is. Ismerkedjetek meg a szerkezetével.

A tankonyv négy fejezetre van bontva, amelyek mind-
egyike leckékbdl all. A leckékben talalhaté az elméleti
anyag. Ezt tanulmanyozva forditsatok kiulonos figyelmet
a vastag bettivel, a vastag délt betiivel és délt betiivel
szedett szovegre; a konyvben igy jelolik a meghatarozaso-
kat, szabalyokat és a legfontosabb matematikai allitaso-
kat.

3.abra Gépgyartasi szerkezetek
al - hajé a mikolajivi hajogyar dokkjaban;
bl - AN-225-0s (Mrija) repuldgép
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Rireeeeatas T L SEanas
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4.abra
Mértan a mindennapokban: al - gyerek-épit6jaték; bl - himzésminta

Az elméleti anyag kifejtése altalaban mintafeladatok
megoldasaval zarul. Ezek a megoldasok a feladatok egyik
lehetséges kidolgozasat adjak meg.

A leckékhez kitlizott feladatokat onalléan oldd meg,
az elméleti rész elsajatitasa utan. A feladatok kozott van-
nak konnyl és kozepes nehézségi szintlek, illetve bonyo-
lult feladatok is (kiilonosen a csillaggal (*) jelzettek).

Minden lecke Figyeljétek meg, rajzoljatok, szerkessze-
tek, képzeljétek el rovattal zarul. Ide olyan feladatokat
gyljtottink O6ssze, melyek megoldasahoz nincs sziikség
specialis geometriai ismeretekre, csak jézan észre, talalé-
konysagra és oOtletességre. Ezek a feladatok olyan haszno-
sak, mint a vitaminok: fejlesztik a ,mértani latast” és az
intuiciot.

A Ukranul helyesen mondjuk és irjuk rész példakat
tartalmaz a helyes ukran matematikai kifejezésekre.

Ezenkivil a Ha elkésziiltél a hazi feladattal részben
érdekes torténeteket olvashattok a mértan torténetébdl,
kilonosen az ukran tudésok hozzajarulasarol e tudomany
fejlédéséhez.

Hajra, elére! Sok sikert!



6 A szerzéktél Q@

Tisztelt kollégak!

Az altalanos iskola keretein beliil lehetetlen megvaldsita-
ni a geometria-tantargy felépitésének formalis-logikai elvét:
axiomarendszert alapozni, majd deduktivan kifejteni, azaz
axiomak és a korabban bizonyitott tételek alapjan szigordan
logikailag bizonyitani a tételeket. Ez azzal magyarazhato,
hogy korlatozott a deduktiv gondolkodasra hajlamos tanu-
16k szama. Valdjaban a legtébb ember vizualis-figurativ gon-
dolkodasu. Ezért egy gyermek szamara a nyilvanvalésagra
valé hivatkozas teljesen természetes és indokolt.

A fentiekre tekintettel ez a tankonyv a vizualis-deduk-
tiv elvre épiil, a részleges axiomatizalassal kombinalva.

ﬁgy gondoljuk, hogy az iskolai geometria tanulasanak
nem csak a logikus gondolkodas és a bizonyitasi képes-
ség fejlesztése a célja. A tankonyv szerzoi szélesebb célt
tliznek ki: pontositani a tanuldk elképzelését az elemi
mértani alakzatokrol (haromszog, kérvonal, téglalap stb.),
fejleszteni benniik a bizonyitas igényét, vagyis lerakni
a deduktiv és a heurisztikus gondolkodas alapjait, a leg-
fébb pedigl — megtanitani a tanulokat a mértani alak-
zatok tulajdonsagainak alkalmazasara a gyakorlati
és elméleti feladatok megoldasa soran. Bizunk benne,
hogy Onok ugy értékelik majd ezt a tankényvet, mint
olyat, amely elGsegiti a kijelolt célok megvaldsitasat.

A koényvbe nagy és valtozatos didaktikai anyag kerilt
be. Azonban egy tanév alatt lehetetlen megoldani az 6sz-
szes feladatot, ez nem is sziikséges. Ezzel egylutt sokkal
kényelmesebb a munka, amikor jelent6s tartalék feladat
all rendelkezésre. Ez lehet6vé teszi a szintek alapjan tor-
téné differenciacié megvaldsitasat és az egyéni hozzaallast
a tanulas soran.

A hazi feladathoz ajanlott feladatok szama kék-
kel, a szbbeli vizsgahoz ajanlott feladatok szama pedig
magentaval van jelolve.
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Egyes bekezdésekben a széveg egy része szines hattér-
re keriilt. Ez azt az anyagot hivatott kiemelni, amelyet On
valaszthatonak tekinthet.

Tehat alakitsuk at kézosen a mértan iskolai tanfolya-
mat érthet6 és vonzé tantarggya.

Alkotéi ihletet és tirelmet kivAnunk Onéknek.

EGYEZMENYES JELEK
(o)

n az elemi és kozepes tanulmanyi eredményi szinteknek
megfeleld feladatok;

n’ a megfelel6 tanulmanyi eredményi szintnek megfeleld
feladatok;

n a magas tanulmanyi eredményi szintnek megfeleld
feladatok;

n* matematikai szakkoroknek és fakultativ oraknak

megfeleld feladatok;
O kulcsfontossagu feladatok, amelyek eredménye
mas feladatok megoldasa soran is felhasznalhato;
® egy olyan tétel bizonyitasa, amely megfelel
a tudomanyos teljesitmény megfeleld szintjének;
® egy olyan tétel bizonyitasa, amely megfelel a magas
szintd tanulmanyi eredménynek;
® egy olyan tétel bizonyitasa, amely nem sziikséges
a tanulashoz;
() a tétel bizonyitasanak befejezése;
<

a feladat megoldasanak befejezése;

az Ukranul helyesen mondjuk és irjuk rovat;

@ Ha elkésziiltél a hazi feladattal cimi rovat.

Az abrakon az egyenld szakaszok azonos szamu vo-
nalkakkal, az egyenl6 szogek pedig azonos szamu ivekkel
vannak jelolve, kivételt képeznek azok a szakaszok és szogek,
melyeket meg kell hatarozni.
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BEVEZETES

Mit tanulmanyoz a mértan?

Habar a mértan 4j tantargy a szamotokra, azon-
ban a matematikadérakon mar megismerkedtetek ennek
a bolecs tudomanynak az alapjaival. igy, az 5. abran lat-
hat6é 6sszes mértani alakzat jél ismert a szamotokra.

P
a A B M N 9 i M
a egyenes AB szakasz MN félegyenes POM sz6g (£ POM)
D B
B L B C
A A -
b A c 4 D
ABCDEF térottvonal ABC haromszog ABCD téglalap
Korvonal Korlap
Bl Cl
1
[}
A, !
i D,
1
i
Jmmm ----JC
//
//
A D
ABCDA,B,C,D, Sokszdgek
téglatest

5.abra
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Q@J @

6.abra 7.abra

Vonalz6 segitségével szakasszal tudtok 0sszekotni két
pontot (6. abra), korzo segitségével korvonalat tudtok
szerkeszteni (7. abra), egyenes és derékszogl vonalzo se-
gitségével merdleges és parhuzamos egyeneseket tudtok
rajzolni (8. abra). Meg tudjatok mérni a szakasz hosszat
és megadott hosszusagu szakaszt tudtok rajzolni milli-
méteres beosztasu vonalzd segitségével (9. abra), meg
tudjatok hatarozni a szog mértékét és megadott mértékd
szoget tudtak rajzolni szégmérd segitségével (10. abra),
osztalyozni a haromszogeket (nézd az el6zéklapot).

8.abra

P K
TWII|
0 1 2

9.abra
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10.abra

Azonban az alakzat ,kinézetének” felismerése, vagy
az egyszerd szerkesztések elvégzésének képességel — csu-
pan a mértani alakzatok tulajdonsagardl sz6l6 tudomany,
vagyis a mértan alapismereteit jelentik.

A mértan szisztematikus tanulmanyozasa soran foko-
zatosan, bizonyos sorrendben fogjatok megismerni a mér-
tani alakzatok tulajdonsagait, a mar ismertekét is és azo-
két is, melyekkel most fogtok megismerkedni.. Ez azt
jelenti, hogy meg kell tanulnotok az alakzat egyes tulaj-
donsagai alapjan meghatarozni, és ami a legfontosabb,
bebizonyitani mas tulajdonsagait.

A mértan iskolai tanfolyamat hagyomanyosan plani-
metriara (sikmértanra) és sztereometriara (térmér-
tanra) osztjak. A planimetria sikbeli alakzatokat tanul-
manyozza (planum latinbél forditval — sik), a sztereo-
metria pedig a térbeni alakzatokat (sztereosz gordghdl
forditval — térbeni).

Tehat elkezdjik a sikmértan tanulmanyozasat.



LEGEGYSZERUBB MERTANI 1 §
ALAKZATOK ES EZEK
TULAJDONSAGAIK

Ebben a paragrafusban az el6z6 osztalyokbol jol ismert alakzatokkal fogunk
foglalkozni, mint példaul: pontok, egyenesek, szakaszok, félegyenesek
és szogek.

Jobban megismerkedtek ezeknek az alakzatoknak a tulajdonsagaival.
Ezen tulajdonsagok koziil néhanyat megtanultok be is bizonyitani.
A meghatarozas, tétel, axioma szavak szamotokra ismeréssé, érthet6vé
és gyakran alkalmazotta valik.

1. Pontok az egyenesek

A pontl — a legegyszertibb mértani alakzat. Ez az egyet-
len alakzat, amely nem bonthat6 részekre. Példaul
a 11. abran lathaté alakzatok részekre vannak bontva.
Mig a 12. abran lathaté alakzatrél, amely két pontbdl all,
elmondhaté, hogy két részbdl all: az A és a B pontbdl.

O

11.abra 12.abra 13.abra

A 13. dbran az a egyenes és két, A és B pont lathato.
Ugy mondjak, hogy az A pont az a egyeneshez tartozik,
vagy az A pont az a egyenesen fekszik, vagy az a egyenes dt-
halad az A ponton, vagy az A pont illeszkedik az egyenesre
és ennek megfeleléen, a B pont nem tartozik az a egye-
neshez, vagy a B pont nem fekszik az a egyenesen, vagy
az a egyenes nem halad at a B ponton vagy a B pont nem
illeszkedik az a egyenesre.

Az egyenesl — meghatarozott tulajdonsagokkal rendel-
kezé mértani alakzat.



12  18. Legegyszerlibb mértani alakzatok és ezek tulajdonsagaik Q@

Alapigazsag az egyenesrol. Barmely két ponton
at egyenest lehet huzni, méghozza csak is egyet.

Miért tartjak agy, hogy ez az egyenes alaptulajdonsaga?
Legyen egy bizonyos vonalrél csak az ismert, hogy
atmegy az A és a B ponton. Ahhoz, hogy elképzeljik,
hogyan is néz ki ez az alakzat, ez az informacié szemmel
lathatéan hianyos. Hiszen az A és
a B pontokon at sok kiilonb6zd6 vo-
nalat lehet meghtzni (14. abra).
Az egyenest egyértelmlien megha-
14.abra tarozza ez a két pont. Eppen ebben
rejlik az egyenes alapigazsaganak

a lényege.

Ez az alapigazsag lehetdvé teszl az egyenes megjeldlé-
sét két tetszlleges pontja altal. Igy az M és az N pontokon
at meghuzott egyenest MN egyenesnek (vagy NM egye-
nesnek nevezik).

A mértani alakzat alapigazsagat még axiomanak (az
axiomakrol részletesebben a 6. pontban tanultok majd)
1s nevezik.

Ha meg kell magyarazni valamely fogalom (szakkifeje-
zés) értelmét, akkor a meghatarozasokat alkalmazzuk.
Példaul:

1) 6ranak nevezik az 1d6 mérésére szolgalé miszert;

2) a mértanl — a matematika azon része, amely az alak-
zatok tulajdonsagait tanulmanyozza.

A meghatarozasokat a mértanban is alkalmazzak.

Meghatarozas. A kozos ponttal rendelkez6 két
egyenest egymast metszoknek nevezik.

A 15. abran az a és b egyenes lathatd, amelyek az O
pontban metszik egymast.

Gyakran egy tény igaz voltat logikai megfontoldsok se-
gitségével allapitjak meg.
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15.abra 16.abra

Vizsgaljuk meg a kovetkezd feladatot. Ismert, hogy
a Mértan utca 0sszes lakdjal — matematikus. Jené a Mér-
tan u. 5-ben lakik. Jen6 matematikus?

A feladat feltétele szerint Jend a Mértan utcaban lakik.
Mivel pedig ennek az utcanak az 6sszes lakdja matemati-
kus, igy Jendl — matematikus.

A felhozott logikai megfontolasokat azon allitas bizo-
nyitasanak nevezziik, miszerint Jenél — matematikus.

A matematikaban az olyan allitasokat, amelyeknek
az igaz voltat bizonyitas segitségével allapitjak meg, téte-
leknek nevezzik.

1.1. tétel. Barmely két egymast metszé egyenesnek,
csak egy k6zo6s pontjuk van.

Bizonyitas. © Legyen az egymast metszo6 a és b egyene-
seknek a ko6zos A pontjukon kiviil még egy kozos pontjuk,
a B (16. abra). Akkor az A és a B pontokon két egyenes
megy at. Ez pedig ellentmond az egyenes alapigazsaga-
nak. Tehat a feltételezés az a és b egyenesek masik met-
széspontjanak a létezésérdl hibas.®

m 1. Melyik alakzatot nem lehet részekre bontani? 2. Fogalmazzatok
meg az egyenes alapigazsagat! 3. Az egyenes mely tulajdonsaga teszi
lehetévé azt, hogy két pontja megnevezésével jeldljik? 4. Mi célbdl
alkalmazzak a meghatarozasokat? 5. Milyen két egyenest neveznek
egymast metszének? 6. Hogyan nevezik azt az allitast, amelynek
az igaz voltat bizonyitassal allapitjiak meg? 7. Fogalmazzatok meg a két
egymast metsz6 egyenes tételét!
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IE.;/- L GYAKORLATI FELADATOK IS

1.° Huzzatok egy egyenest, jeloljétek m-el. Jeloljétek meg
az A és B pontokat melyek illeszkednek az m egyenesre,
illetve a C, D, E pontokat, amelyek nem illeszkednek ra!
2.° Jeloljétek meg az M és a K pontokat, és huzzatok raj-
tuk keresztil egyenest. Ezen az egyenesen jeloljétek meg
az E pontot, irjatok le a kapott egyenes 6sszes lehetséges
megnevezését!

3.° Huzzatok meg az a és a b egyeneseket ugy, hogy
metsszék egymast. Metszéspontjukat jeloljétek C betiivel.
A C pont hozzatartozik-e az a egyeneshez?, a b egyeneshez?
4.° Vegyetek fel harom pontot ugy, hogy azok ne illeszked-
jenek egy egyenesre és minden egyes pontparon at huzza-
tok egyenest! Hany egyenes keletkezett?

5.° Jeldlj 4 pontot Ggy, hogy semelyik 3 pont ne illeszked-
jen egy egyenesre!

6. Huzzatok harom egyenest ugy, hogy koziilik minden
par paronként metssze metsszék egymast! Jeloljétek meg
ezeknek az egyeneseknek a metszéspontjait a metszéspon-
tokat! Hany metszéspontot kaphatunk?

7.° Vegyetek fel négy pontot tgy, hogy barmely két ponton
keresztil meghiizott egyenesek szama: 1) egy legyen; 2) négy
legyen; 3) hat legyen! Huzzatok meg ezeket az egyeneseket!

N
WGYAKORLATOK |

8.° A 17. abra felhasznalasaval:

1) allapitsatok meg, hogy az a és az MK egyenesek met-
szik-e egymast;

2) nevezd meg azokat a megjelolt pontokat, amelyek illesz-
kednek az a egyenesre; illeszkednek az MK egyenesre;

3) tiintessétek fel az Gsszes megjelolt pontot, amely nem
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illeszkedik az a egyenesre; MK egyeneshez;
4) nevezzétek meg az 6sszes megjelolt pontot, amely illeszkedik
az a egyenesre, de nem illeszkedik az MK egyenesre!

n \/a

E
B E F
* p U n B D
\\If _
C . ¢
° P p k
17.abra 18.abra

9. A 114. abra alapjan nevezd meg:

1) a megjeldlt pontok koziil azokat amelyek illeszkedik a p
egyenesre, és azokat amelyek nem;

2) mely egyenesekre illeszkedik az A pont; a B pont; a C
pont; a D pont; az E pont;

3) mely egyenesek mennek at a C ponton; a B ponton,;
az A ponton;

4) mely pontban metszik egymast a k és p egyenesek;
az m és n egyenesek;

5) mely pontban metszi egymast a négy abrazolt egyenes
kozil harom?

10.* A C pont az AB egyenesre illeszkedik. Kiilonboznek-e
az AB és az AC egyenesek? A valaszt indokoljatok meg!

11.° Meghuztak négy egyenest, amelyek paronként metszik
egymast, méghozza minden metszésponton at csak két
egyenes megy at. Hany metszéspont keletkezett ek6zben?

12.”* Hogyan kell elhelyezni hat pontot Ggy, hogy azok hat
egyenest hatarozzanak meg?
13." Egy adott egyenest négy egyenes metszi. Hany
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metszéspontjuk keletkezhet ezeknek az egyeneseknek
az adott egyenessel?

14.” Négy egyenest huztak, amelyek kézil mindegyik
metsz egy masikat. Hany metszéspont keletkezhet?

15. Ot egyenest htztak, amelyek paronként metszik
egymast. Mennyi ezen egyenesek metszéspontjainak leg-
kisebb lehetséges szama? Maximalisan hany metszéspont
keletkezhet?

16.* Fel lehet-e venni hat egyenesen 11 pontot Ggy, hogy
minden egyenesre 4 pont illeszkedjen?

17.* A sikon harom egyenest huztak. Az els6 egyenesen 6t
pontot jeléltek meg, a masodikonl — hét pontot, a harma-
dikon pedig harom pontot. Mennyi a megjelolhetd pontok
legkisebb lehetséges szama?

18.* Meg lehet-e jel6lni néhany pontot és meghtzni né-
hany egyenest Ugy, hogy minden egyenesen pontosan
harom megjelolt pont illeszkedjen és minden ponton pon-
tosan harom egyenes menjen at?

% MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT IS

19. A vonalzé egyik éle mentén hizzatok egy vonalat két
ponton keresztil. Ezutan forditsatok meg a vonalzoét,
és huzzatok egy masik vonalat ugyan azokon a pontokon
at a vonalz6 ugyanazon éle mentén. Ha a vonalak egybees-
nek, akkor a vonalzo6 j6l van elkészitve. Mondd el miért!

a'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,

0O SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
20. Rakjatok ki néhany, a 19. abran lat-
haté alakzatbdl, egy négyzetet!

19.abra
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2. A szakasz és a hossza

A 20. abran az a egyenes lathato, amely atmegy az A és
a B pontokon. Ezek a pontok hataroljak az a egyenes piros
szinnel jelolt részét. Az egyenesnek ezt a részét, beleértve
az A és a B pontokat is, szakasznak nevezik, az A és B
pontokat pedig e szakasz végpontjainak.

e MA X B
C——L0——0

20.abra 21.abra 22.abra

Barmely két pont esetében egyetlen olyan szakasz
létezik, amelynek ezek a pontok a végpontjai, vagyis
a szakasz a végpontjai dltal egyértelmiien meghatdrozott.
Ezért a szakaszt a végpontjal megnevezése altal jeloljik.
A 21. dbran lathat6 szakaszt példaul igy jelolik: MN vagy
NM (igy olvassuk: MN szakasz vagy NM szakasz).

A 22. abran az AB szakasz és a szakaszra illeszkedd
X pont lathatd, amely azonban nem esik egybe egyik vég-
ponttal sem. Az X pontot az AB szakasz bels6 pontja-
nak nevezik. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az X
pont az A és a B pontok kozott fekszik.

fgy tehat az AB szakasz az A és a B pontokbol, valamint az AB
egyenes 0sszes, A és B pontja kozott fekvo dsszes pontjabal all.

Meghatarozas. Két szakaszt egybevagonak nevez-
nek, ha egymasra helyezéssel fedésbe hozhatok.

A 23. abran két azonos hosszisaga AB és a CD szakasz
lathato.

Ezt igy irjuk: AB = CD.

Tudjatok, hogy minden sza- A B
kasznak bizonyos hossza van
és a megméréséhez egységsza- C D

kaszt kell valasztani. Egységként

barmely szakasz szolgalhat. 23.4bra
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24.abra

Tekintsiik a 24. abran lathaté MN szakaszt egységnek.
Ezt a tényt igy irjuk le: MN = 1 egység. Akkor ugy tekint-
juk, hogy az AB szakasz hossza harom egység, ezt igy
irjuk: AB = 3 egység, alkalmazzak az AB = 3 jelolést, ezt
igy olvassuk: az AB szakasz hossza 3-mal egyenld.

A CD szakasz esetében: CD = g

A gyakorlatban a leggyakrabban ezeket az egységsza-
kaszokat hasznaljak: 1 mm, 1 ¢cm, 1 dm, 1 m, 1 km.

A hosszegység kivalasztasatél fiiggden valtozik a sza-
kasz hosszanak méroszama. Példaul, a 120. abran adé-

dik: AB =17 mm vagy AB = 1,7 cm vagy

A B AB= 0,17 dm stb.

25.3bra A termelésben és a mindennapokban

sokféle eszkozt hasznalnak a szakaszok

hosszanak a meghatarozasara (26. abra):

beosztassal ellatott vonalzot, mérdszalagot, tolomércét,
mikrométert, terepkorzot.

Az egybevago szakaszoknak egyenlé a hosszuk és meg-
forditva, ha a szakaszok hossza egyenld, akkor maguk
a szakaszok is egybevdgok.

Ha az AB szakasz hossza nagyobb, mint az MN sza-
kaszé, akkor azt mondjak, hogy az AB szakasz nagyobb,
mint az MN és igy jelolik: AB > MN. Ugyanigy mondhat-
juk, hogy az MN szakasz kisebb, mint az AB, ezt igy irjuk:
MN < AB.
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Beosztassal ellatott vonalzd

Tolémérce Mikrométer Terepkorzd
26.abra

A tovabbiakban ,a szakaszok 6sszegérdl” szolva e sza-
kaszok hosszanak 6sszegére gondolunk.

A szakasz hosszanak alapigazsaga. Ha a C pont
az AB szakasz bels6 pontja, akkor az AB szakasz
egyenl6 az AC és a CB szakasz 6sszegével (27. abra),
vagyis

AB = AC + CB.
A C B A C B
AB=AC+ CB
27.abra 28.abra

Meghatarozas. Az A és a B pontok kozotti tavol-
sagot az AB szakasz hosszanak nevezziik. Ha az A és
a B pontok egybeesnek, akkor ugy tekintjiik, hogy
a koztiik 1évo tavolsag nulla.

Meghatarozas. Az AB szakasz felez6pontjanak,
ennek a szakasznak azt a C pontjat nevezziik,
amelyre nézve AC = CB.

A 28. abran a C pont az AB szakasz felezépontja.

Gyakran, a ,Hatarozzuk meg a szakasz hosszat!” he-
lyett, ,Hatarozzuk meg a szakaszt!” mondunk.
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Feladat. Az A, B, és C pontok egy egyenesre illeszked-
nek, AB = 8 cm, az AC szakasz 2 cm-el hosszabb a BC-nél.
Hatarozzatok meg az AC és a BC szakaszokat!

Megoldas. A feltételben nincs kikotve, milyen az adott
pontok kolesonos helyzete. Ezért megvizsgalunk harom
lehetséges esetet.

1) A B pont az AC szakasz bels6 pontja (29. abra). Ak-
kor az AC szakasz az AB szakasznyival, vagyis 8 cm-el
hosszabb a BC szakasznal. Ez ellentmond a feltételnek.
Tehat ez az eset nem lehetséges.

2) A C pont az AB szakasz belsé pontja (30. abra). Eb-
ben azesetben AC + BC = AB. Legyen BC = x cm, akkor
AC = (x + 2) cm. Adodik:

XxX+2+x=8;
x=3.

Tehat, BC =3 cm, AC = 5 cm.

A B C A C B B A (0]

29.abra 30.abra 31.abra

3) Az A pont a BC szakasz belsé pontja (31. abra). Eb-
ben azesetben AB + AC = BC, és akkor AC < BC. Ez el-
lentmond a feltételnek. Tehat ez az eset nem lehetséges.

Felelet: AC =5 cm, BC =3 cm. <4

m 1. Hanyolyan szakasz |étezik, amelyek végpontjai két megadott pont?
2. Milyen két szakaszt neveznek egybevagdnak? 3. Lehet-e barmely
szakaszt egységszakasznak tekinteni? 4. Mit mondhatunk az egybe-
vago szakaszok hosszarél? 5. Mit mondhatunk azokrol a szakaszokrdl,
amelyek hossza megegyezik? 6. Fogalmazzatok meg a szakasz hosz-
szanak alapigazsagat. 7. Mit neveziink két pont k6z6tti tavolsagnak?
8. Mely pontot nevezik az AB szakasz felezbpontjanak?
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B yKpalHCBHKIM MOB1 y CJI0BAX Ha O3HAUEHHS JOBKI-
HU, CKJIAJ0BOI0 YACTUHOI SAKHUX € CJ0BO «MeTpP», HATOJIOIIYEMO
OCTaHHIN CKRJIAI: MIALMemp, canmumemp, oeyumemp. A ot y Ha-
3BaxX BUMIPIOBAJLHUX IIPUJIAJIB HATOJIOC Iagae Ha IepegocTaH-
HIN CRJIAI: 6apomemp, chidomemp, mepmomemp, MIKPOMemp.

m‘\ GYAKORLATI FELADATOK I

21.° Vegyetek fel a sikon egy A és egy B pontot, és huzza-
tok rajtuk keresztiil egy egyenest! Jeloljétek meg az AB
szakaszhoz tartoz6 C, D és E pontokat, valamint az F, M
és K pontokat, amelyek nem tartoznak az AB szakaszhoz,
de hozzatartoznak az AB egyeneshez!

22. Hazzatok egy egyenest, és vegyetek fel azon harom
pontot. Hany szakasz keletkezett?

23.° Jeloljétek meg az egyenesen az A, B, C és D pontokat
ugy, hogy a C pont az A és B pont kozott, a D pont pedig
a B és C pont kozott legyen!

24.° Vegyetek fel egy egyenesen az A, B és C pontokat ugy,
hogy teljestiljon az AC = AB + BC egyenlGség!

@GYAKORLATOK |

25. Nevezzétek meg a 32. abran lathat6 6sszes szakaszt!

K P

A 0

32.abra
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26.° Irjatok le a 33.4brdn lathat6 osszes szakasz nevét!
A N E P
K
\ lé g
a b

33.abra

27.° Hatarozzatok meg a 34. abran lathaté osszes sza-
kasz hosszat, ha az egységszakasz egyenl6 az: 1) AB sza-
kasszal; 2) MN szakasszal!

= XN Ew®
i

.—.N

C.—.D

34.abra

28.° A 35. ébr}én jelolt pontok kozil melyik van a masik
kettd kozott? Irjatok fel a megfelelé egyenldséget, amely
a szakaszhossz alapigazsagabdl kovetkezik!

29.° Mely pontok kozott fekszik a B pont (36. dbra)? Min-
den esetben irjatok le a megfeleld egyenlGséget, amely
a szakasz hosszanak alaptulajdonsagabdl kovetkezik!

P

35.abra 36.abra
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30.° A D pont az ME szakasz belsé pontja. Hatarozzatok
meg:
1) az M és E pont kozotti tavolsagot, ha MD = 1,8 dm, DE
= 2,6 dm;
2) az MD szakasz hosszat, ha ME = 42 mm, DE = 1,5 cm!

31.°Az A, B és C pontok egy egyenesre illeszkednek
(37. abra). Melyik allitas lesz igaz:
1) AB +BC = AC,; 2) AC +AB = BC?

A B C

37.abra

32.° A K pont az MN szakasz felezépontja. Fedésbe hoz-
hatdk-e

1) az MK és KN szakaszok;

2) az MK és MN szakaszok?

33.° A K pont az MN szakasz felez6pontja, az E pont pedig
a KN felezépontja, EN = 5 cm. Hatarozzatok meg az MK,
ME és MN szakaszokat!

34.° Egy négyzetracsos lapon az A, B és C pontok vannak
jelélve (38. abra). Hatarozzatok a C pont és az AB szakasz
felez6pontjanak tavolsagat, ha a négyzetacs oldalanak
hossza 5 mm!

38.abra
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35.° Egy négyzetracsos lapon az M, N és K pontok vannak
jelolve (39. abra). Hatarozzatok az M pont és az NK sza-
kasz felez6pontjanak tavolsagat, ha a négyzetacs oldala-
nak hossza 5 mm!

N. N.
M. M.
K. .
K
a b
39.abra

36. ° A C pont a 20 cm hosszisaga AB szakasz belsd pont-
ja. Hatarozzatok meg az AC és BC szakaszok hosszat, ha:
1) az AC szakasz 5 cm-el hosszabb a BC szakasznal,
2) az AC szakasz 4-szer kisebb a BC szakasznal,
3)AC:BC=9:11!
37.° A K pont a 28 cm hosszusagu CD szakaszra illeszke-
dik. Hatarozzatok meg a CK és KD szakaszokat, ha:
1) a CK szak asz 4 cm -rel kisebb a KD szakasznal;
2) a CK szak asz 6-szor nagyobb a KD szakasznal,
3) CK:KD=3:4!
38.° Az AB és a CD szakaszok egyenldk (40. abra). Igazol-
jatok, hogy az AC és BD szakaszok is egyenlGk!

40.abra 41.abra

39.° Az ME és FN szakaszok egyenldk (41.abra). Bizonyit-
satok be, hogy az MF = EN!
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40." A C pont az a hosszusagua AB szakaszt két részre oszt-
ja. Hatarozzatok meg az AC és a BC szakaszok felezGpont-
jai kozotti tavolsagot!

41.° Az A, B és C pontok egy egyenesen fekszenek. Hata-
rozzatok meg a BC szakaszt, ha AB =24 cm, AC = 32 cm.
Hany megoldasa van a feladatnak?

42.° Egy egyenesen feltiintették az A, B és C pontokat
ugy, hogy AB = 15 cm, AC = 9 cm. Hatarozzatok meg
az AB és AC szakaszok felez6pontjal kozotti tavolsagot!
43." Az EF szakasz 12 cm. Hatarozzatok meg az EF egye-
nesen az 0sszes olyan pontot, amelyek mindegyike az EF
szakasz végpontjaitdl mért tavolsagainak 6sszege egyenld:
1) 12 cm, 2) 15 cm; 3) 10 cm!

44." Az A és B pontokon at egyenest huztak. Hol helyez-
kedik el ezen az egyenesen az a C pont amely a B ponttdl
kétszer akkora tavolsagra van, mint az A ponttdl?

45.° A 32 cm hosszi szakaszt harom nem egybevagd sza-
kaszra osztottak . A széls6 szakaszok felezGpontjai kozotti ta-
volsag 18 cm. Hatarozzatok meg a kozépso szakasz hosszat!
46.” Legkevesebb hany belsé pontot kell felvenni az AB
egyenesen az A és B pontok kézott, ahhoz hogy az AB sza-
kasszal egyiitt 6 szakasz keletkezzen?

MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT IS

47. Hasonlitsatok o0ssze szemre az AB és CD szakaszokat
(42 abra). Méréssel ellenérizzétek a sajat kovetkeztetéseteket!

T
C D
cC B D \ / I

a b c
42.abra

>

L3
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48. Haronlitsatok 6ssze az AB és BC szakaszokat (43.
abra)! Méréssel ellendrizzétek a sajat kovetkeztetéseteket!

B

43.abra 44.abra

49. Egy vonalz6 skaldajan egyes beosztasok az lekoptak,
és csak a 0 cm-es, 5 cm-es és 13 cm-es beosztasok maradtak
meg (44. abra). Hogyan lehet ezzel a vonalzoval olyan sza-
kaszt rajzolni, melynek hossza: 1) 3 cm; 2) 2 cm; 3) 1 cm?
50. Egy vonalzé skalajan egyes beosztasok az id6k folya-
man lekoptak, és csak a 0 cm-es, 7 cm-es és 11 cm-es be-
osztasok maradtak meg. Hogyan lehet ezzel a vonalzéval
olyan szakaszt rajzolni, melynek hossza: 1) 8 cm; 2) 5 cm?

C' FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK,
o KEPZELJETEK EL

51. Az 1x1, 1x2, 1x3, ..., 1x13 méretl téglalapokbdl rak-

jatok ki egy olyan téglalapot, amelynek oldalai nagyobbak

egynél!

3. Félegyenes. Szog. Szogmérés

Meghuzzuk az AB egyenest és megjelolink rajta egy
tetsz6leges O pontot. Ez a pont két részre osztja az egye-
nest, amit kilonb6zd szinnel jelél a 45. abra Mindkét
részt, az O pontot is beleértve, félegyenesnek nevezzik.
Az O pontot a félegyenes kezdépontjanak nevezzik.

A 45. abran lathaté két félegyenes mindegyike az O
pontbdl és az AB egyenes 6sszes, az O ponttél azonos ol-
dalra esé pontjabol all.
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Ez lehetové teszi a félegyenest két pontjaval jelolni:
els6ként kotelezGen a félegyenes kezddépontjat nevezik
meg, masodikként pedig barmely, a félegyeneshez tartozo
pontot, igy példaul, az O kezdépontu félegyenest (46. abra)
jelolhetjik OM-mel vagy ON-nel.

N

45.abra 46. abra

Az OA és OB félegyenesek egyenessé egészitik ki egy-
mast (45. abra). Allithatjuk, hogy ezeknek a félegyenesek-
nek az egyesitése — egyenes lesz?

Meghatarozas. Két félegyenest, amelyeknek ko-
z06s a kezdopontjuk és egy egyenesre illeszkednek,
kiegészito (komplementer) félegyeneseknek neve-
zunk.

Péld4ul a BC és BA félegyenesekl — A B C
kiegészitd félegyenesek (47. abra). *
Egyesitésiik az AC egyenes. Megje- 47.abra
gyezzik, hogy a CA és az AC félegye-
nesek egyesitése ugyancsak az AC egyenes. Azonban ezek
a félegyenesek mar nem kiegésziték: nincs kozos kezdo-
pontjuk.

A 48. a abran egy alakzat lathato, amely két, OA és OB
félegyenesbdl all, amelyeknek koézos a kezddpontjuk.
Ez az alakzat a sikot két részre osztja, amelyeket méas-
mas szin jelol. Mindegyik részt, az OA és az OB félegyene-
sekkel egytiitt szognek nevezzik.

Az OA és az OB félegyeneseket a szog szarainak,
az O pontot pedig a sz6g csucsanak nevezzik.
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A

48.abra

Amint latjuk, a 48. a abra szogei kiils6leg jelentGsen
kilénboznek. Ezt a kiilonbséget a kovetkezd tulajdonsag
hatarozza meg. Az OA és OB félegyeneseken kivalasztunk
két tetszdleges M és N pontot (48. b abra). Az MN szakasz
a z0ld szoghoz tartozik, a kék szoghoéz viszont csak a sza-
kasz végpontjai.

A tovabbiakban a szog alatt csak azt értjik, amely
barmely olyan szakaszt tartalmaz, amelynek a végpontjai
a szOg szarain vannak. Azokat az esetek, amikor olyan
szogeket vizsgalunk, amelyekre nézve nem teljesil ez
a feltétel, kiilon kiemeljiik.

A szogek jelolésének néhany modja létezik. A 49. ab-
ran lathat6 szoget jelolhetjik igy: ZMON, vagy Z/NOM,
vagy egyszerien Z0 (igy olvassuk: MON szog, NOM szog,
O sz6g).

49.abra 50.abra

Az 50. abran néhany szog lathato, amelyeknek kozos
a csucsuk. Itt a szog jelolése a csucsa egy betlje altal za-
vart okozhat.
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Ezekben az esetekben a szogeket szamokkal kényelmes
megjelolni: £1, £2, Z3 (ennek megfelelGen olvassuk:
egyes sz0g, kettes szog, harmas szog).

Meghatarozas. Az olyan szoget, amelyek a szarai
kiegészit6 félegyenesek, egyenesszognek nevezziik.

51.abra 52.abra

Az 51. abran az OA és az OB félegyenesek kiegészitd'
félegyenesek, ezért a zold és sarga szinnel kiemelt szogek
egyenesszogek lesznek.

Barmely egyenes a sikot két félsikra osztja, melyek-
nek az adott egyenes a hatarolo egyenesiik (52. abra).
Ugy tekintjik, hogy az egyenes mindkét félsikhoz hozza-
tartozik, amelyeket hatarol. Mivel pedig az egyenesszog
szarai egyenest alkotnak, gy elmondhaté, hogy az egye-
nesszog olyan félsik, amelynek a hatarolé egyenesén meg-
jeloltek egy pontot, a szog csucsat.

Meghatarozas. Két szoget egyen-
l6nek vagy egybevagonak mondunk,
ha egymasra helyezéssel fedésbe hoz-
hatok.

A 53. abran két egyenld szog lathato,
az ABC és az MNK. N.

Ezt igy jelolik: ZABC = /ZMNK.

Erthetd, hogy minden egyenesszog
egyenld.

\ N\

=

53.abra
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A szog felmérés alapigazsaga. Egy adott ABC szog-
re és egy adott B,C, félegyenesre egyetlen olyan A B.C

177171
szog létezik, amely egyenlé az adott szoggel, és a C, pontja

az adott félsikhoz tartozik (54.abra).

B C, A ‘.
A ¢ B B

54.abra 55.abra 56.abra

Az 55.abran az AOB szog lathaté, és az OC félegyenes
a szoghoz tartozik, de kiillonbozik a szog szaraitél. Ebben
az esetben azt mondjuk, hogy az OC félegyenes az AOB
8z0g szdrai kozott megy at és azt két szogre, az AOC —re
és COB -re osztja.

Meghatarozas. A szog szogfelezojének a szog csu-
csabol kiindulo félegyenest nevezik, amely az adott
szoget két egyenl6 szogre osztja.

Az 56. abran az OK félegyenes az AOB sz6g szogfelezd-
je. Tehat LAOK = ZKOB.

Tudjatok, hogy minden szognek bizonyos mértéke
van. A méréséhez ki kell valasztani a mértékegységetl —
az egységszoget. Kivalasztasa a kovetkezoképpen tor-
ténhet. Felosztjuk 180 egyenld részre az egyenesszoget
(57. abra). A két szomszédos félegyenes altal alkotott szo-
get egységnek tekintjiik. Mértékét foknak nevezik és igy
jelolik: 1°.

Példaul az AOB szog fokmértéke (nagysaga) (58. abra)
20° (ezt konnyd szogméro segitségével ellenérizni). Ebben
az esetben azt mondjuk, hogy az AOB szog 20°-o0s, igy je-
Ioljuk: ZAOB=20°.

A szog elfogadott meghatarozasabol kovetkezik, hogy
az egyenesszog fokmértéke 180°.
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B57.abra 58.abra

Az 59. a abran 6si fokmér6 muiszer, az asztrolabium (go-
roghdl _ a csillagokat megragadd) lathaté. Sok évszazadon
at éppen ez a miszer segitett a tengerészeknek megtalalni
az utat, a csillagaszoknak pedig meghatarozni a csillagok
helyzetét. Napjainkban a gyakorlatban szogmérésre hasz-
naljak az asztrolabiumot (59. b abra), valamint egyéb, spe-
cialis rendeltetést muszert: a teodolitot (60. abra) a terepen
végzett mérésekhez, periszképos tajolomiszert (61. abra)
a tlzérségnél, a sextanst (62. abra) a tengerészetnél.

61.abra. periszkopos
tajoldomdiszert

b
59.abra. asztrolabiumot 60.abra. 62.abra.
a- régj; Teodolit Szextans

b- korszeri
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A szogek még pontosabb méréséhez a fokok tortrésze-
it hasznaljak: 1/60 egyenl6 egy szogperccel (1'), vagyis
1° = 60"; a perc 1/60 at szogmasodpercnek nevezik (1"),
vagyis 1'= 60".

Példaul a 23° 15' 11" azt jelenti, hogy a szog fokmér-
téke 23 fok 15 perc 11 masodperc. Léteznek egyéb szog
mértékegységek: a tengerjardk példaul a hajézasi vonast
hasznaljak. 1 hajézasi vonas egyenld 11° 15'.

Meghatarozas. A 90° fokmértékiu szoget derék-
szognek nevezzik . A 90° fokmértéknél kisebb szo-
get hegyesszognek nevezziik. A 90° fok mértéknél
nagyobb, de 180°-nal kisebb szoget tompaszognek
nevezzik.

A 63. abran ez a haromféle szog lathato.

Derékszog Hegyesszog Tompaszog
63.abra

Az egybevdgé szogek mértéke egyenld, és megforditva,
ha szogek mértéke megegyezik, maguk a szogek is egybe-
vagok.

Ha az ABC szég mértéke nagyobb az MNP szogénél,
akkor azt mondjuk, hogy az ABC sz6g nagyobb, mint
az MNP és igy jelolik: LABC> ZMNP. Azt is mondjak,
hogy az MNP szog kisebb, m int az ABC szog, ezt igy irjak:
ZMNP < £ ABC.

A tovabbiakban a szogek 6sszegérdl szolva a szogek
mértékének 6sszegére gondolunk.
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A szogmérés axiomaja. Ha az OC félegyenes az AOB

szoget két szogre, AOC-rc, és COB-re osztja, akkor
ZAOB =/ AO0C+ZCOB (64. abra).

A B C
C \ /
0 V2] A M D
64.abra 65.abra

Feladat. A 65. abran az AMDI — egyenes szog

LZAMC=/DMB, ZBMC=118°. Hatarozzatok meg
az AMB szoget.

Megoldas . Adva van: ZAMC = Z/AMB+ /BMC,
/DMB=/DMC+ /BMC.

Mivel ZAMC = /DMB, ezért LAMB=_./DMC.

Leirhatjuk, hogy:

ZAMB+ /ZBMC+ ZCMD = /ZAMD =180°.

Akkor 2/ZAMB+118°=180°. Ebbdl adddik, hogy

ZAMB =31°.

Felelet: 31Y. 4

1. Milyen két félegyenest neveziink kiegészitoknek? 2. Milyen szdget
nevezlink egyenesszdgnek? 3. Milyen szogeket neveziink egyenl&k-
nek? 4. Mi a szogfelez6? 5. Milyen mértékegységben mérjik a szoge-
ket? 6. Mennyi az egyenesszog fokmértéke? 7. Hogyan nevezik a 90°
mértéki szoget? 8. Milyen szdget nevezink hegyesszognek? Milyen
szOget nevezlink tompaszognek? 9. Mi mondhat6 el az egybevago
sz0gek fokmértékérdl? 10. Mi mondhaté el az azonos fokmértékd
szOgekrdl? 11. Fogalmazzatok meg a sz6gmérés axiomajat!
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IE.;/- L GYAKORLATI FELADATOK IS

52.° Huzzatok két, AB és AC félegyenest tugy, hogy azok
ne legyenek egymas kiegészité félegyenesei. Huzzatok
meg mindkét félegyenes kiegészitdfélegyenesét. Jeloljétek
meg, és irjatok le az 6sszes keletkezett félegyenest!

53.° Hazzatok egy AB szakaszt és két félegyenest, az AB-t
és a BA-t. Kiegészit6 félegyenesei-e egymasnak ezek a fél-
egyenesek? A valaszt indokoljatok meg!

54.° Rajzoljatok egy MNE szoget, és huizzatok meg a sza-
rai kozott az NA és NC félegyeneseket. irjétok le az Osszes
igy kapott szoget!

55.° Huzzatok meg az OA, OB, OC és OD félegyeneseket
ugy, hogy az OC félegyenes az AOB szog, az OD félegyenes
pedig a BOC szog szarai kozott legyen!

56.* Rajzoljatok két félegyenest ugy, hogy a kozos résziik:
1) pont; 2) szakasz; 3) félegyenes legyen!

GYAKORLATOK I

57.° Az EF egyenes metszi az AB és a CD egyeneseket
(66. abra).
Nevezzétek meg:
1) az 0sszes félegyenest, amelyek kezdGpontja az M pont;
2) az Osszes K kezd6pontu kiegészit6 félegyenes-part!

A
B

cC D E

66.abra 67.abra 68.abra
58.° irjétok le az Osszes félegyenest, amely a 67. abran
lathato. Nevezzétek meg, koziilik azokat, melyek az O
kezdépontu kiegészits félegyenesek!
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59.° Lehet-e a 65. dbran lathaté szogeket igy jelolni:
1) LABC; 3) ZADC; 5) ZACE; 7) /BDE;
2) ZACD; 4) /DCA;  6) «BCD; 8) LECD?
60.° irjétok le az Osszes szoget, amelyeket a 165. abran
lathatunk!

D
B B ¢ £ F
C A A
: %
A 7 0 B

69.abra 70.abra 71.abra

61.° A 70.4bran
ZAOB=/B0OC=/2COD = ZDOE = ZEOF.

1) Melyik félegyenes az AOC szog szogfelezdje? A DOF-é

sz6gé? A BOF- é sz6gé?
2) Mely szognek a szogfelezGje az OC félegyenes?
62.° A 71. 4bran az OC félegyenes az AOB szog szogfelezéje.
Fedésbe hozhatok-e:
63.° A BD félegyenes az ABC szioget két szogre osztja. Ha-
tarozzatok meg:

1) az ABC szoget, ha ZABD =54°, Z/CBD =72°

2) a CBD szoget, ha ZABC =158°, LABD =93°.
64.° Az OP félegyenes az MOK szarai kozott halad at. Ha-
tarozzatok meg az MOP szoget, ha ZMOK =172°,
Z/POK =85°.
65.° Egy szog fokmértéke: 1) 28°; 2) 162°. Mekkora
az a szog, melyet a szogfelezd és az adott szég szara
zar be?
66.” Hatarozzatok meg annak a szégnek a mértékét, mely-
nek a szogfelezije és egyik szara 1) 43°-os; 2) 65°-0s szoget
zar be!
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67.° Igaz-e az allitas:

1) barmely, a tompaszégnél kisebb szog az hegyesszog;

2) az egyenesszognél kisebb szog az tompaszog;

3) a tompaszognél 2-szer kisebb szog az hegyesszog;

4) két hegyesszog 6sszege nagyobb a derékszognél,

5) az egyenesszognél 2-szer kisebb szog nagyobb barmely
hegyesszognél,

6) a derékszognél nagyobb szog az tompaszog?

68.° A CEF szog 152°-0s, az EM félegyenes a szarai kozott

megy at, a CEM szog 18°-kal nagyobb az FEM szognél.

Hatarozzatok meg a CEM és FEM szogeket.

69.° Az AK félegyenes a BAD szoghoz tartozik. Hatarozza-

tok meg a BAK és DAK szogeket, ha a BAK szog 7-szer

kisebb a DAK szognél és LBAD ="72°.

70.° A 72. abran korivek jelzik az egyforma szogeket. Ha-
tarozzatok meg az ABC, MKE és STK szogeket, ha az egy-
ségszog: 1) az ABC szog; 2) az MKE szog lesz!

S
M

72.abra

71.° A BOM derékszog cstucsabdl (73.4br) két félegyenest
haztunk az OA-t és az OC-t Ggy, hogy a ZBOC =174°,
ZAOM =62°. Hatarozzatok meg az AOC szoget!

72.° A ACP egyenesszog csucsabol (74.abr) két félegyenest
haztunk az CT-t és az CF-t ugy, hogy a LACF =158°,
ZTCP =134°. Hatarozzatok meg az TCF szoget!

73.° Az A, B és C pontok ugy helyezkednek el az egyene-
sen, hogy AB = 3,2 cm, AC = 4,8 cm, BC = 8 cm. Az AB
és AC félegyenesek kiegészitéfélegyenesek-e?
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B (0] A C P
73.abra 74.abra

74.° A 75. abran az ABC szog derékszog, LABE = /EBF =
=/FBC, a BD és BK félegyenesek pedig megfelelGen,
az ABE és FBC szogek szogfelez6i. Hatarozzatok meg
a DBK szoget!
A D
E » A B, C
K

B C 0]
75.abra 76.abra

75.° A 76. dbran az LAOC =/COD = Z/DOF, a OB és OF
félegyenesek pedig megfeleléen, az AOC és DOF szogek
szogfelezbl. ZBOE =72°. Hatarozzatok meg a AOF szoget!
76.° A 77.abran az ZAOB=/DOC. Ezen az abran vannak
e még mas egyenlo szogek? A valaszotokat magyarazzatok meg!

F M
B C
~ 7 :
T v - ON
77.abra 78.abra

77.° Az FOK ¢s MOF szogek egyenlok (78.abra). Egyenldk-e
az FOM ¢és KOE szogek?
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78.° Az ABC sz0g egyenesszog, a BK

félegyenes szogfelezdje a CBD szog- D
nek, ZABK =146° (79.abra). Hata- K

rozzatok meg a CBD szoget!

79.” Az ABC egyenesszog, a BK fél-
egyenes a CBD szog szogfelezdje,
Z/CBD =54° (79.4bra). Hatarozzatok 79.abra
meg az ABK szoget!

80.° Hany fokkal fordul el egy perc alatt: 1) a percmutato;
2) az 6ramutato?

81." Hatarozzatok meg az 6ra mutatoi altal bezart szoget, ha:
1) 3 orat; 2) 6 orat; 3) 4 orat; 4) 11 orat; 5) 7 6rat mutatnak!
82." Az ABC szog 30°-kal egyenld, a CBD pedig 80°-kal.

Hatarozzatok meg az ABD szoget. Hany megoldasa van
a feladatnak?

83.” Hatarozzatok meg az MOK szoget, ha ZMON =120°,
/KON =43°. Hany megoldasa van a feladatnak?

84." A derékszog csucsabdl huzott félegyenes két szogre
bontja azt. Bizonyitsatok be, hogy a keletkezett szogek
szogfelezbi 45°-0s szoget alkotnak!

85.” Hogyan lehet a 70° -os szog sablonja segitségével 40°-o0s
szoget rajzolni?

86." Hogyan lehet a 40°-0s szog sablonja segitségével olyan
szoget rajzolni, amely 1) 80°- os; 2) 160°- os; 3) 20°- os?
87.” Hogyan lehet 13°-0s szdogsablon segitségével 2°-os
szoget rajzolni?

88." Hogyan lehet 1°-0s szdget rajzolni olyan szégsablon
segitségével, amely egyenld: 1) 19°-kal; 2) 7°-kal?

89.* Huzzatok hat egyenest, melyek egy pontban metszik
egymast. Igaz-e, hogy a keletkezett szogek kozott van —e
31°-0s szognél kisebb szog?
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MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT I

90. A déli szél a kovetkezbkre valtozott: 1) nyugati; 2)
délkeleti. Hatarozzatok meg azt a szoget, amellyel a szél
iranya megvaltozott!

91. Eszaki szél fujt. Ekkor az irdnya: 1) 90°; 2) 45°szogre
valtozott. Milyen iranyu lett a szél ezutan?

O B
C' FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, ° ° °
e SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
92. Anélkiil, hogy felemelnétek a ceruzat * * *
a papirrol, kilenc ponton at (80. abra) huzza- . .

tok négy szakaszt (nem koételezd visszatérni 80.4bra
a kezddépontba)!

4. Mellékszogek és csucsszogek
Meghatarozas. Két szoget mellékszognek nevez-
ziik, ha az egyik szaruk kozos, a masik ketté pedig
kiegészito félegyenesek.
A 81.abran az MOE és az EON szogek mellékszogek
lesznek.

C
E
/)/( A
M O N o) B
81.abra 82.abra

4.1. tétel. A mellékszogek o6sszegel80°-kal egyenlé.

Bizonyitas: © Legyenek az AOC és a COB szogek mel-
lékszogek (82. abra). Azt kell bizonyitani, hogy
ZAOC + ZCOB =180°.

Mivel az AOC és COB mellékszogek, ezért az OA és az
OB félegyenesek kiegészitd félegyenesek. Akkor az AOB
sz0g egyenesszog. LZAOB=180°. A szogmértékének alap-
igazsagabol adodik: ZAOC + LCOB=/A0B=180°.®
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Meghatarozas. Két szoget csucsszognek nevez-
ziik, ha az egyik sz6g szarai a masik sz6g szarainak
kiegészit6 félegyenesei.

A 83. abran az AOB és COD szogek csucsszogek.

Nyilvanvald, hogy amikor két egyenes metszi egymast,
két par csucsszog keletkezik, amelyek nem egyenesszogek.
A 83. abran az AOC és BOD szogek is csucsszogek.

4.2. tetel. A csticsszogek egyenlok.

Bizonyitas: © Ha a cstcsszogek egyenesszogek, akkor
egyenlok. A 84. abran az 1-es és a 2-es szogek cstucsszogek
és kilonboznek az egyenesszogtdl. Be kell bizonyitani,
hogy Z1=/2.

Az 1-es és a 2-es szogek mindegyike a 3-as szog mellék-
szoge. Akkor 1+ /3=180° és £2+ £3=180°. Ebbdl ado-
dik, hogy £1=180°-/3 és £2=180°-43. Azt kaptuk,
hogy az 1-es és a 2-es szogek fokmértéke egyenls, tehat
maguk a szogek is egyenlGk. ®

Feladat. A 85. abran 85 ZABE = ZDCP. Bizonyitsatok
be, hogy ZFBC+ ZBCP =180°.

Megolddas. «DCP+ ZBCP =180°, mivel a DCP és a BCP
szogek mellékszogek. A DCP és az ABE szogek egyenlék
a feltétel szerint. Az ABE és FBC szogek egyenldk, mint

csucsszogek.
Tehat «DCP = /FBC. Ekkor /FBC+ Z/BCP =180°. 4
F
83.abra 84.abra 85.abra

m 1. Milyen két széget neveziink mellékszdgnek? 2. Mennyi a mellék-
szbgek Osszege? 3. Milyen két szdget nevezlink cslcsszognek?
4. Fogalmazzatok meg a cslicsszOgek tulajdonsagarol szolo tételt!
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93.° Rajzoljatok harom szoget: egy-egy hegyes-, derék-
és tompaszoget! Rajzoljatok meg mindegyik mellékszogét!
94.° Rajzoljatok két nem egyenld mellékszoget gy, hogy
a kozos szaruk fluggbleges félegyenes legyen!

WGYAKORLATOK -

95.° Nevezzétek meg a mellékszogeket (86. abra)!

A M b AN\ \V C
D
B K A B E
/ 3 ) /
D c o £ F
6 8 e

a

86.abra
96.° Csucsszogek -e ABC és DBE szogek (87.4bra)?

A A
D C A B D
B /\
B
C C
D E
a 6

87.abra

A C

97.° Hany mellékszog-par lathat6 a 88. ab- 0
ran? Jeloljétek meg Gket! Nevezzetek meg B
mellékszogeket!

88.abra
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98.° Lehet-e a két mellékszog egyenls: 1) 24Y és 156%
2) 63Y és 107Y? A feleletet indokoljatok meg!

99.° Hat4rozzatok meg a kovetkezs szogek mellékszogét:
1) 29% 2) 84 3) 98 4) 135Y.

100.° Alkothathatnak-e mellékszogeket
1) két hegyesszog;
2) két tompaszog;
3) egy derék- és egy tompaszog;
4) egy derék és egy hegyesszog?

101.° A mellékszogek egyike derékszog. Milyen fajtaju
a masik szog?

2
102.° Hatarozzatok meg az ABC szog 1 3
mellékszogét, ha: 1) LZABC =36 i
9) ZABC =102°. ,
89.abra

103.° Hatarozzatok meg a 2-es, 3-as
és 4-es szogeket (89. abra), ha £1=42°.

104.° Hatarozzatok meg a mellékszogeket, ha:
1) az egyik 70°-kal nagyobb a masiknal,
2) az egyik 8-szor kisebb a masiknal;
3) a fokmértékeik aranya 3 : 2!

105.° Hatarozzatok meg a mellékszdgeket, ha:
1) az egyik 17-szer nagyobb a masiknal,
2) a fokmértékeik aranya 19 : 26!

106.° Igaz-e az allitas:
1) minden széghoz csak egy cstucsszog huizhato;
2) minden szoghoz csak egy mellékszog rajzolhato;
3) ha a szogek egyenldk, akkor cstucsszogek;
4) ha a szogek nem egyenldk, akkor nem csticsszogek;
5) ha a szogek nem csucsszogek, akkor nem egyenldk;
6) ha két szog mellékszog, akkor az egyikiik hegyes-

sz0g, a masik pedig tompa;
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7) mellékszogek kozil az egyik nagyobb a masiknal;

8) ha két szog 6sszege 180°, akkor azok mellékszogek;

9) ha két szog Osszege nem egyenld 180°-kal, akkor
azok nem mellékszogek;

10) ha két szog egyenld, akkor a mellékszogeik is egyen-

16k;

11) ha a mellékszogek egyenldk, akkor azok derékszo-
gek;

12) ha két szognek kozos a szara, akkor azok mellék-
szogek?

O-r 107." Bizonyitsatok be, hogyha két szog egyenld,
akkor a mellékszogeik is egyenldk!

108.° Két egyenes metszésekor keletkezett két szog Gssze-
ge 140°. Bizonyitsatok be, hogy ezek a szogek cstcsszogek!

109.° Hatarozzatok meg a két egyenes metszésekor keletkezett
szOgeket, ha:

1) két szog 6sszege 106°;

2) harom szog O0sszege 305°!
110.” Hatarozzatok meg a két egyenes metszésekor kelet-
kezett szogeket, ha kozilik kettd kiilonbsége 64°!

111.° Harom egyenes egy pontban metszi egymast
(90. abra). Hatarozzatok meg: Z1+ £2+ /3.

N/ S
AN

90.abra 91.abra

112.° Az AB, CD és MK egyenesek az O pontban metszik
egymast (91. abra), LAOC =70°, ZLMOB=15°. Hatarozza-
tok meg a DOK, AOM és AOD szogeket!
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O-m 113.° Hatarozzatok meg a mellékszogek szogfelezbi
altal bezart szoget!

O-= 114.° Hatarozzatok meg a csucsszogek szogfelezoi
altal bezart szoget!

115.° Az ABF és FBC szogek mellékszogek, ZABF =80°,
a BD félegyenes az ABF széghtz tartozik, ZABD =30°.
Hatarozzatok meg a DBF és az FBC szogek szogfelezoi
altal bezart szoget!

116." Az AOB és BOC szogek mellékszogek, az OD félegye-
nes az AOB szog szogfelezbje, a BOD szog 18°-kal kisebb
a BOC szognél. Hatarozzatok meg az AOB és BOC szogeket!
117. Hatarozzatok meg az MKE és PKE mellékszogeket,
ha az FKE szo6g 24°-kal nagyobb a PKFE szégnél, ahol a KF
félegyenes az MKE szog szogfelezije!

118.° A 92.4bran az LZMAB+ ZACB=180°. Bizonyitsatok
be, hogy /MAB=/KCB.

A Ay
/[

M A C K bk F

92.abra 93.abra

119.° A 93.4bran az £ZMBC = ZBEF. Bizonyitsatok be,
hogy ZABE +/BED =180°.

120.” Két sngnek kozos a szara, az Osszegik pedig 180°-
kal egyenls. Allithatjuk-e, hogy ezek mellékszogek?

Yy FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,
0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
121. Vagjatok szét két egyenessel a 94. abran
lathaté alakzatot hat részre! 94.abra
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5. Meroleges egyenletek

A 95. abran négy szog lathato, amelyek az a és b egye-
nesek metszésekor keletkeztek. KonnyUd belatni (végez-
zétek el onalléan), hogy amikor az egyik szog derékszog
(példaul az 1-es szog), akkor a 2-es, 3-as és 4-es szogek
1s derékszogek.

Meghatarozas. Két egyenest merolegesnek neve-
zunk, ha metszésiikkor derékszog keletkezik.

A 95. abran az a és b egyenesek merolegesek. Ezt igy
jelolik: a L b vagy b L a.

95.abra

A 96. abran az AD és BC egyenesek nem merdlegesek.
Metszésiikkor egy egyenl6 nagysagu hegyesszog-par, illet-
ve tompaszog-par keletkezett. A keletkezett hegyesszog
mértékét az AD és a BC az egyenesek altal kozbezart
szognek, vagy az egyenesek hajlasszogének nevezzik.

A Cc

B O D

96.abra

Ha az egyenesek merdlegesek, akkor ugy tekintik,
hogy az altaluk bezart szog 90°.

Az elmondottakbdl az kovetkezik, hogy a két egyenes
hajlasszoge nem tobb meg a 90°.

Meghatarozas. Két szakaszt merdlegesnek nevez-
nek, ha azok merodleges egyenesekre illeszkednek.
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A 97. 4brdn az AB és CD szakaszok merdlegesek. Igy
jelolik: AB 1 CD.

97.abra

Ugyanigy megvizsgalhaté két félegyenes merdlegessé-
ge, a szakaszé és a félegyenesé, a szakaszé és az egyenesé.
Példaul a 98. abran az egymasra merdleges CD szakasz
és AB félegyenes lathato.

A 99. abran az a egyenes és a ra meroleges AB szakasz
lathato, amelynek B végpontja az a egyenesre illeszke-
dik. Ebben az esetben azt mondjak, hogy az A pontbol
az a egyenesre AB merolegest bocsatottak. A B pon-
tot az AB meroleges talppontjanak nevezzik

Az AB meroleges hosszat az A pont és az a egyenes
tavolsaganak nevezziik. Ha az A pont az a egyeneshez
tartozik, akkor az A pont és az a egyenes kozotti tavolsag O.

O A A

B B X
98.abra 99.abra 100.abra

Az A pontbdl hizzunk egy AB merdlegest az a egyenes-
re (100.abra). Legyen az X az a egyenes barmely pontja,
mely a B ponttdl kiilonbozik. Az AX szakaszt az A pontbdl
az a egyenesre huzott ferdének nevezzik.
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5.1. téetel. Az egyenes minden egyes pontjaba csak
egy és csakis egy merdleges egyenes bocsathato.

Bizonyitdas. ® Megjeloliink egy tetszdéleges M pontot
az AB egyenesen. Eldszor is megmutatjuk, hogy az M pon-
ton keresztil hiizhat6 az AB egyenesre
merdleges egyenes. Az MB félegyenesre C D
a felmérink egy CMB derékszoget (101.
abra) (ezt a szogek felmérésének alap-

igazsaga alapjan tehetjiik meg). Ekkor 37 /l 1% B
a CM egyenes meroleges az adott AB
egyenesre. 101.abra

Tegyiik fel, hogy az M ponton at egy
masik, a CM egyenestol eltér6 és az
AB egyenesre meréoleges egyenes halad at. Legyen ennek
az egyenesnek a D pontja az AB egyeneshez képest ugyan-
abban a félsikban, mint a C pont (101. abra). Ekkor azt
kapjuk, hogy két CMB és DMB szog, amelyek egyenlck
a derékszoggel, az MB félegyenestol egy félsikban feksze-
nek, ami ellentmond a szégfelmérés alapigazsaganak. ®

m 1. Milyen két egyenest neveziink merélegesnek? 2. Milyen szimbé-
lummal jel6lik a merdleges egyeneseket? 3. Mit nevezlink két egymast
metsz6 egyenes hajlasszogének? 4. Milyen két szakaszt nevezlink
merdlegesnek? 5. Mit neveziink a pont és az egyenes tavolsagnak?
6. Hany merdleges egyenes bocsathatd az egyenes minden egyes
pontjan at?

val

GYAKORLATI FELADATOK I

122.° Rajzoljatok 4t a 102. abrat a fiizetbe! Derékszogii vo-
nalzé segitségével hiuzzatok az M ponton at az a egyenesre
meroleges egyenest!
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DN VA,
a a e
a b c
102.abra 103.abra

123.° Rajzoljatok 4t a 103. 4brat a fiizetbe! Derékszogii vo-
nalzé segitségével hiizzatok az M ponton at az a egyenesre
merodleges egyenest! Az M pontbdl huzzatok két ferdét
1s az a egyenesre!

124.° Huzzatok egy c egyenest, és jeldljetek meg rajta egy
K pontot. Derékszogl vonalzé segitségével huzzatok a K
ponton at meréGlegest a ¢ egyenesre!

125.” Huzzatok egy d egyenest, és jeldljétek meg az egye-
neshez nem tartozé M pontot. Derékszogli vonalz segitsé-
gével huzzatok az M ponton at merdlegest a d egyenesre.
Az M pontbdl hiizzatok két ferdét is a d egyenesre!

126.° Rajzoljatok egy ABK szdget, amely: 1) 73°; 2) 146°!
A BK félegyenesen jeldljétek meg egy C pontot, és htuzzatok
ezen at az AB és BK egyenesekre merdleges egyeneseket.

127.° Rajzoljatok két merdleges szakaszt ugy, hogy:
1) metsszék egymast, és ne legyen ko6zos végpontjuk;
2) ne legyen kozos pontjuk; 3) legyen ko6zos végpontjuk!

128.° Rajzoljatok két merdleges félegyenest ugy, hogy
azok: 1) metsszék egymast; 2) ne legyenek k6zos pontjaik!

@GYAKORLATOK [

129.° 4 104. abran az AC és a DK egyenesek merdlegesek.
Merdlegesek-e:

1) az AB és BK szakaszok;

2) a BC és a DF szakaszok;

3) a BC és a BK félegyenesek;

4) az AB szakasz és az FD félegyenes?
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130.° Lehet-e az egyenesek altal bezart
szog: 1) 1% 2) 80X 3) 90% 4) 92Y.
5) 101Y?

131.° Norbert rajzolt két metszd egye-
nest, szogmérovel megallapitotta, hogy
az egyenesek altal bezart egyik szog 104.abra
egyik szog 110°, és azt mondta, hogy

ezen egyenesek hajlasszoge 110°. Igaza van Norbertnek?
Indokoljatok meg a valaszt!

132.° Az EF és MK egyenesek az A pontban metszik egy-
mast, az LEAK = =142° (105.abra). Hatarozzatok meg
az EF és MK egyenesek hajlasszogét!

14 A B
K
E M,
A
M F M,
B
a b
105.abra 106.abra

133.° A négyzetracs oldalat 0,5 cm-nek tekintve, hata-
rozzatok meg az M pont és az AB egyenes tavolsagat
(106. abra)!
134.° A négyzetracs oldalat 0,5 cm-nek tekintve, hat4-
rozzatok meg az O pont és az CD egyenes tavolsagat
(107. abra)!

107.abra
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135.° Bizonyitsatok be, hogy ha az AOB és BOC szogek
szogfelez6l merdlegesek egymasra, akkor az A, O és C pontok
egy egyenesre illeszkednek!

136.° A 108. abran AB1CD, ZCOK =42°, ZMOC +
+ /BOK =130°. Hatarozzatok meg: 1) a MOK sziget;
2) a MOD szoget!

D
F
K
(0]
C K .
M B C
A 0] B
F A B C
D K
108.abra 109.abra 110.abra

137.° A 109. abran AC L DK, OB1 BF, ZDBO =54°.
Hatarozzatok meg az ABF szoget!

138.° Az ABC szog 160°-0s, a BK és a BM félegyenesek
ennek a szognek a szarai kozott haladnak at, és azokra
merdlegesek. Hatarozzatok meg az MBK szoget!

139.° A 110. abran BF 1 AC, BD 1 BK. Bizonyitsatok be,
hogy ZABD =/FBK.

140.° A 110. abran ZABD =/FBK, ZDBF = /KBC. Bizo-
nyitsatok be, hogy BF 1 AC.

141. A 70°-0s ABC sz6g csucsabol meghuztak a BD
és a BF félegyeneseket ugy, hogy BD 1 BA, BF | BC,
a BD és BC félegyenesek az ABF sz6ghoz tartoznak. Hata-
rozzatok meg a DBF és ABF szogeket!

142.° A 130°-0s ABC szog cstucsabdél meghtuztak a BD
és a BF félegyeneseket ugy, hogy BD 1 AB, BF | BC,
a BF félegyenes az ABC szoghoz tartozik. Hatarozzatok
meg a DBF szoget!

143.% Derékszogd vonalzd és 17°-0s szog sablonja segitsé-
gével rajzoljatok: 1) 5°-0s szoget; 2) 12°-0s szoget!
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144.% Derékszogi vonalzé és 20°-0s szog sablonja segitsé-
gével rajzoljatok 10°-os szoget!

MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT IS

145. A derékszogi vonalzot az egyik, majd a masik oldalra he-
lyezve Marika két merdlegest huzott az A pontbdl az a egye-
nesre (111. abra). Mit lehet elmondani errdl a vonalzorol?

111.abra 112.abra

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK,
0 KEPZELJETEK EL

146. A 112. abran az egyenes metszi a nyolcszog Gsszes
oldalat. Metszheti-e az egyenes egy tizenharomszog Gsszes
oldalat ugy, hogy nem halad at egyik csticsan sem?

6. Axiomak
A korabbi pontokban négy tételt bizonyitottunk. Min-
den esetben, amikor az alakzat j tulajdonsagat bizonyi-
tottuk, a mar korabbrdl ismert mértani allitasokra ta-
maszkodtunk. A csicsszogek tételének bizonyitasa soran
példaul a mellékszogek tulajdonsagat hasznaltuk fel. Ezt
az elvet szem el6tt tartva még sok 1j tételt fogunk bizo-

nyitani. Azonban mar most, a mértan tanulmanyozasa-
nak kezdeti szakaszan felmeril a természetes kérdés: ha
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a mértani alakzatok tulajdonsagaival az 4j a régi alapjan
elv szerint ismerkediink, akkor létezniiik kell az elsddle-
ges, kiindul6 tényeknek, de akkor mire tamaszkodik azok
valédisaganak megalapozasa? Hiszen mindaddig semmi-
féle igaz allitas nem létezett. Ezt a problémat egy modon
lehet feloldani: az els6dleges tulajdonsagok bizonyitas nél-
kil elfogadéasa altal. A matematikusok pont igy cseleked-
nek. Ezeket a tulajdonsagokat axiomaknak nevezziik.

Axidomaként az egyszerd, nyilvanvald, megdonthetetlen
allitasokat valasztjak ki. Hiszen nem hiaba jelenti a gorog
axios szobdl eredd axidéma azt, hogy mélto elismerés.

Egyes axiomakat mar a korabbi pontokban megfogal-
maztunk. Ezeket alapigazsagok neveztiik.

Az axiomak egy részét nem emeltiik ki, hanem csak
egyszertien megfogalmaztuk, mint szemléletesen nyilvan-
valo6 igaz allitasokat. Példaul a 2., 3. pontokban megfogal-
maztuk a kovetkez6 axiomakat:

tetszoleges két pont szamara egyetlen szakasz 1é-
tezik , amelynek ezek a pontok a végpontjai;

minden szakasznak bizonyos hossza van;

minden szognek bizonyos nagysaga van.

Mas igaz allitasokra is tamaszkodtunk, amelyeket
bizonyitas nélkil fogadtunk el, vagyis lényegében ezek
is axiomak, de burkoltan megfogalmazottak. Példaul az 1.
pontban, a 13. abra leirasakor gyakorlatilag ezt az axio-
mat alkalmaztuk:

barmilyen legyen is az egyenes, léteznek olyan
pontok, amelyek hozzatartoznak és olyanok is, ame-
lyek nem tartoznak hozza.

Axiomakat nemcsak a matematikaban alkalmaznak.
Nemritkan a mindennapi életben is axidmaknak neveznek
minden olyan valés allitast, amely nem kovetel alata-
masztast. Példaul azt mondjak: Marcius utan aprilis jon.
Ez axiéma.
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Az axiomak nemcsak a gyakorlat vagy a megfigyelések
alapjan jonnek létre.

Ukrajna minden allampolgara szamara az alkotmanyl —
axiomak listaja. Ezért az axioma torvényként vagy sza-
balyként is értékelhets. Azonban a torvényeket (a jaték-
szabalyokat) elfogadjak, vagyis az emberek egymas kozotti
megallapodasanak eredményeként jonnek létre. Tehat
a mértani axiomakat is jévahagyott szabalyoknak tekint-
hetjik, amelyek alapjan a matematikusok, akarcsak a ké-
muvesek, felépitik a tudomany hazat (113. abra).

113.abra

Ebben az esetben megkérdezhetitek: Val6jaban a mér-
tan jatékként is felfoghaté, mint példaul a sakk? Bizonyos
mértékbenl — igen. Azonban mindekoézben meg kell érteni,
hogy a sakk szabalyai, igy tehat maga a jaték is az emberi
fantazia révén jottek létre. Viszont a mértani szabalyok
(axiémak) a gyakorlatbdl és a megfigyelésekbdl keletkez-
tek. Ezért a mértant, a sakkal ellentétben, nagyon széles-
korten alkalmazzak.
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Ha matematikusok lesztek, teljesen mas geometriak-
kal is megismerkedhettek, amelyek abban kiillonbéznek
az iskolaban tanulttdl, hogy mas axiémakra épiilnek.

@ A MERTAN TORTENETEBOL

Mikor és hol keletkeztek az els6 mértani ismeretek?
A szakért6k erre a kérdésre nem adnak egyértelmi va-
laszt. Egyesek ugy vélik, hogy az uttér6k az egyiptomi
és babiloni foldmérdk voltak, akik 1. e. 4000 évvel ezel6tt
éltek, masok azt feltételezik, hogy a geometria az dkori
Egyiptomban sziiletett 5000 évvel ezelott.

Furcsanak tlinhet, de az a kérdés, hogy a mértan,
mint tudomany, mikor sziiletett meg, nem valt ki vitat.
A torténészek kozos véleményre jutottak: az 1. e. VI. sza-
zadban. Ez az egyhangusag els6 latasra meglepd, hiszen
addig az id6pontig is nagymennyiségli geometriai ismere-
tet halmoztak fel az 6kori vilag népei. Teljesen nyilvanva-
16 példaul, hogy mértani tapasztalat nélkiil az egyiptomi-
ak nem ajandékozhattak volna meg a vilagot a hét csoda
egyikévell — a piramisokkal. Mégis, miért nem egyenérté-
ki a nagyszamu, 6sszegyUjtott geometriai tény a geomet-
ria, mint tudomany létezésével?

A geometria akkor valt tudomannya, amikor az allita-
sai igazsdgat el kezdték levezetni, bizonyitani.

e,

Osi papirusz Egyiptomi piramisok
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A bizonyitasos mértan megjelenése Gsszefiigg a hét
boles els6 tagja nevévell — a milétoszi Thalészével (i. e.
kozel 625-547),1 — aki filozofus, tudos,
kereskedd és allamférfi is volt.

Thalész el6tt sokkal korabban ismert
volt, hogy a csucsszogek egyenldk, az is,
hogy az atméré két egyenls részre osztja
a korlapot. Senki sem kételkedett e té-
nyek valédisagaban. Thalész viszont be-
bizonyitotta azokat, hiressé valva ezzel. Milétoszi
Az 1. e. V I-III. szazadban az 6kori Gorog- Thalész
orszag tudodsainak koszonhetben, k6zot-
tuk volt Puthagorasz, Eudoxosz, Arkhiitasz, Theaitétosz,
Eukleidész, Arkhimédész, a mértan alkalmazott tudo-
manybodl matematikai elméletté valtozott.

Azt a konyvet, amelybdl tobb m int 2000 évvel ezelGtt
a geometriat tanultak, tulzas nélkil kiemelkedének ne-
vezhetjik. A cime Elemek, szerzoje pedig Eukleidész (kb.
1. e. 365-300). Sajnos Eukleidész személyérol keveset tu-
dunk. Ezeket az embereket sok legenda 6vezi, amelyek
egyike nagyon tanulsagos.

I. Ptolemaiosz kiraly megkérdez-
te Eukleidészt, 1étezik-e a geometria
megismerésének egyszerdbb utja, mint
az Elemekben kifejtett. Eukleidész azt
felelte: A geometriahoz nem vezet kira-
lyi at.

Milyen utat is valasztott a geo-
metriahoz Eukleidész az Elemekben?
Az axiomatikus utat. A tudomany
alapjal — a legegyszerilbb tények lista-
ja. Ezeket posztulatumoknak (a latin
postulatuml — kovetelmény szdobol)
Eukleidész és axiémaknak nevezziik.
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Azutan ezekre alapozva, logikai megfontolasok utjan
bizonyitjak a tobbi tulajdonsagotl — a tételeket. Euklei-
désznek 6t posztulatuma volt. Kifejtjik az els6 négyet.

I Sziikséges, hogy minden ponttdl tet-
posztulatum gz8leges masik pontig egyenes vonalat
hizhassunk.
II Es, hogy minden vonalat korlatlanul
posztulatum meghosszabbithassunk.
III Es, hogy barmely kézéppontbél barmi-

posztulatum Jyen sugard kérvonalat rajzolhassunk.

1AY Es, hogy minden derékszog egyenld
posztulatum Jegyen.

Az 6t6dik posztulatumrodl a 48. pont utan szélunk.
Sok évszazadon at Eukleidész Elemek c. mtiivével legfel-
jebb a Biblia vetekedhetett. igy példaul a XIX. szazadban
egy sor eurdpai orszagban még az Elemek egyszerusitett
kiadasa alapjan tanitottak a geometriat.

Az a mértan, amelyet most az iskolaban tanultok,
nagyon sokban koveti Eukleidész elképzeléseit.

Il ELEMENTS |

OF

. Geometry.

Eukleidész Elemek c. miive
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A geometria fejlodéstorténetérsl tobbet tudhattok meg,
ha részt vesztek az ,Euklidész és nagy konyve , Elemek”
és ,,A geometria mint tudomany kialakulasa és fejlodésé-
nek fébb szakaszai” cimd projektmunkakban (lasd 256.
oldal).

Az Euklidész altal alapitott Alexandriai Matematikai
Iskola 700 éve egyesitette a matematika, a fizika, a csilla-
gaszat, a mechanika és a mérnoki teriileteken dolgozo tu-
désokat. A vilaghird tudosok kozé tartoznak, akiknek tevé-
kenysége ehhez az iskolahoz kapcsolodik: Arkhimédész (i. e.
287-212), Eratoszthenész (1. e. 276—
194), Perzsa Apolloniosz (1. e. 260—170),
szamoszi Konon (i. e. 280 korill — Kr.e.
220 koril), Nikomédész (Kr. e. III. sza-
zad), Alexandriai Ktesibius (Kr. e. II-I.
szazad), Alexandriai Heron (kb. 1. sza-
zad), Alexandriai Papp (3. szazad vége),
Alexandriai Diophantus (3. szazad ko-
riil). A tudomanyos koézpontok az Ale-

. . , N . Hiipatia.
xandriai Mizeum (a gorog "museion"l — Jules festménye
"muzsak temploma" szébdl) és az Ale- Maurii:gé:";spar,

xandriai Kényvtar voltak.

Az utolsé ebben a dicsGséges tudosgalaxisban az ale-
xandriai Hiipatia els6 ismert néi matematikus volt, aki
a IV. és V. szazad fordulgjan élt. A hires csillagasz, mate-
matikus és mechanikus, Alexandriai Theon, az Alexandri-
al Konyvtar utolsé vezet6jének a lanya volt. Theon alapos
és atfogd oktatasban részesitette lanyat. 20 éves koraban
Hiupatia Hiipatia segiteni kezdett apjanak, csillagaszatot,
matematikat, filozéfiat tanitott a Muselonban, csatlako-
zott tudomanyos eredményeihez, és a kortarsak szerint
felilmulta apjat.

Halala utan 6 vette at az iskola vezetését, amely
Theon és Hipatia Iskola néven valt ismertté. Hipatia
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nemcsak a Museionban tartott el6adast, hanem nagy
tomegeknek is, akik a haza kapujaban gyultek 6ssze
tanulni. Emellett részt vett a varos politikai életében.

A tudomanytorténészek ugy vélik, hogy Hiipatia tarsszerzdje
volt apjanak olyan tudoméanyos munkéjaban, mint az "Asztronomiai
kanon", Eukleidész "Elvei" és "Optika" kommentarjai, Diophantus
"Aritmetika" és Ptolemaiosz trigonometria tanitasai. Hiipatia
csillagaszati tablazatok kiszamitdsaval foglalkozott, részt vett
mérndki eszkozok létrehozasaban: asztrolabium, hidrométer
(a folyadékok striiségének mérésére szolgald eszkdz). Sajnos
Hiipatia 0sszes munkaja a korai kdzépkorban elpusztult sok mas
okori tudés munkaival egyiitt.

A tudods nét brutalisan meggyilkolta egy keresztény
fanatikus csdceselék. Nem tudni biztosan, mi volt az oka —
vallasi okok, Hupatia politikai szerepvallalasa vagy a so-
tét emberek hozzaallasa a tuddéshoz, mint "boszorkany-
hoz", de 6 lett a kereszténység
egyik elsd torténelmi aldozata.

Hipatia személyisége iranti
érdeklodés a felvilagosodas ko-
raban Gjult meg, amikor a tudo-
many aldozatanak kezdték tekin-
teni. Az els6 tudds nérdl versek,
regények és filmek szilettek (koz-
tik Oles Berdnik ukran iré "Pro-
- ; métheusz" ciml toérténete). Réla
Athéni iskola. kapta a nevét egy krater a Hol-
Freské téredéke don, egy aszteroida és egy bolygd

Rafael Santi a Sarkany csillagképben.
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1. SZ. FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. Hany egyenest hataroz meg harom, nem egy egyenesen fekvg
pont?

A) 2; B) 4; 0 3; D) 1.
2. Hany olyan szakaszt lehet hizni, amelyek két adott pontot
tartalmaznak?

A) 1; B) 2; 0O) 3; D) végtelenil sok.
3. Az M pont a PQ szakasz bels6 pontja. Az alabbi allitasok
kozil melyik igaz?

A) PM + M@ = PQ; C) MQ = PQ + PM,

B) PQ = PM — M@, D) PM = PQ + MQ.
4. Az A ,B é s C pontok ugyanazon az egyenesen fekszenek,
emellett BC = 8 cm, AB — BC = 8 cm. Az alabbi allitasok koziil
melyik igaz?

A) az A pont a BC szakasz felez6pontja;

B)a B pont az AC szakasz felez6pontja;

C) a C pont az AB szakasz felezdpontja;

D) az A és B pont egybeesik.
5. Az AB szakasz hossza 12 cm. Hany olyan pont 1étezik az AB
egyenesen, amelyt6l a tavolsagok Osszege az AB szakasz vég-
pontjaig 14 cm?

A) szamtalan; B) 1; ) 2; D) egy sem.
6. Az AB szakasz hossza 12 cm. Hany olyan pont létezik az AB
egyenesen, amely mindegyike tavolsaganak 6sszege az AB sza-
kasz végpontjaig 12 cm-rel egyenld?

A) egy sem; B) 2; C) szamtalan; D) 1.
7. Két félegyenes kiegészitd, ha:

A) ko6z6s kezdbpontjuk van;

B) egyesitésiik egyenes, és kozos kezdGpontjuk van;

C) egyazon egyeneshez tartoznak;

D) egyesitésiik egyenes.
8. Az abran lathat6 szog megjeldlésel kozil me- M

lyik hibas?
A) 20; C) ZMON; 04

B) ZOMN; D) /NOM. N
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9. Az alabbi allitasok koziil melyik hamis?
A) a mellékszogeknek kozos a cstucsuk;
B) a mellékszogeknek van k6zos szaruk;
C) a mellékszogek koziil az egyik hegyes, a masik pedig
tompaszog;
D) ha az AOC és COB szogek mellékszogek, akkor az OA
és OB félegyenesek kiegészitd félegyenesek.
10. Az alabbi allitasok kozil melyik hamis?
A) a csucsszogek egyenldk;
B) ha a szogek egyenldk, akkor cstucsszogek;
C) a csucsszogeknek kozos a csucesuk;
D) a cstcsszogek szarai két par kiegészit6 félegyenes.
11. Az alabbi allitasok koézil melyik igaz?
A) a merdleges szakaszoknak mindig van kézos pontjuk;
B) a mer6leges félegyeneseknek mindig van k6ézos pontjuk;
C) a meréleges egyeneseknek mindig van koézos pontjuk;
D) a meré6leges félegyenesnek és egyenesnek mindig van
kozos pontja.

AZ 1. PARAGRAFUS 0SSZEFOGLALASA

Az egyenes alapigazsaga
Tetsz6leges két ponton at egyenes huzhatd, méghozza
kizardlag egy.

Egymast metsz6 egyenesek
Két, kozos ponttal rendelkezd egyenest egymast met-
szonek nevezzik.

Két metsz6 egyenes tétele
Barmely két, egymast metsz6 egyenesnek egyetlen ko-
z0s pontja van.

Egybevago6 szakaszok
Két szakaszt egybevagonak neveziink, ha egymasra
helyezéssel fedésbe hozhatodk.
Az egybevagd szakaszok hossza egyenld, és megfordit-
va, ha a szakaszok hossza egyenld, akkor a szakaszok
egybevagok.
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A szakasz hosszanak alapigazsaga

Ha a C pont az AB szakasz belsé pontja, akkor az AB
szakasz egyenld az AC és CB szakaszok Gsszegével,
vagyis AB = AC + CB.

A pontok tavolsaga

Az A és B pont tavolsaganak az AB szakasz hosszat
nevezzik.

Kiegészit6 félegyenesek
Két, kozos kezdGponta félegyenest, amelyek azonos
egyenesen fekszenek, kiegészit6 félegyeneseknek ne-
vezzUk.

Egyenesszog

Azt a szoget, amelynek a szarai kiegészitd félegyene-
sek, egyenesszognek nevezzik.

Egybevagé szogek
Két szoget egybevagonak neveziink, ha egymasra he-
lyezéssel fedésbe hozhatok.

Az egybevago6 szogeknek egyenlé a mértékiik, és meg-
forditva, ha a szogek mértéke egyenls, akkor a szogek
egybevagok.

A szogek felmérésének alapigazsaga

Az adott ABC szogre és az adott B,C, félegyenesre
egyetlen olyan A B, C, szog létezik, amely az ABC szog-
gel egyenl6, és a C, pont a B C, félegyeneshez viszo-
nyitva az adott félsikhoz tartozik.

A szog szogfelezoje
A szog szogfelezGjének azt a szog csucsabdl kiinduld
félegyenest nevezik, amely az adott szoget két egyenld
szogre osztja.
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Hegyesszog, derékszog, tompaszog

A 90°-0s szoget derékszognek nevezziik.

A 90°-nal kisebb sziget hegyesszognek nevezzik.

A 90°-nal nagyobb, de 180°-nal kisebb szbéget tompa-
szognek nevezzik.

A sz6g mérésének alapigazsaga
Ha az OC félegyenes az AOB szoget két szogre, AOC-
re, és COB-ra osztja, akkor ZAOB=/AO0C+ ZCOB.

Mellékszogek
Két szoget mellékszognek neveziink, ha az egyik sza-
ruk kozos, a masik ketts pedig kiegészito félegyenes.
A mellékszogek tulajdonsaga
A mellékszogek 6sszege 180°.

Csucsszogek
Két szoget csucsszognek nevezink, ha az egyik szog
szaral a masik szarainak kiegészitl félegyenesei.

A csucsszogek tulajdonsaga
A csucsszogek egyenldk.

Meroleges egyenesek
Két egyenest merdlegesnek neveziink, ha derékszogben
metszik egymast.

Az adott egyenesre meroleges egyenes tétele

Az egyenes minden egyes pontjan egyetlen, az adottra
meréleges egyenes megy at.



HAROMSZOGEK § 2

Hogyan lehet megallapitani két haromszogrél, hogy egybevago-e, anélkiil,
hogy egymasra helyeznénk? Milyen tulajdonsaggal rendelkezik az egyenld
szarll és egyenl6 oldali haromszog? Milyen egy tétel ,felépitése”? Ezekre
€s mas hasonlé érdekes kérdésekre kaptok valaszt ebben a fejezetben.

7. Egybevago haromszogek.
A haromszog magassaga, sulyvonala, szogfelezoje

Vegylink harom A, B és C pontot, amelyek nem illesz-
kednek egy egyenesre. Kossiik 6ket 6ssze az AB, BC és CA
szakaszokkal. A kapott alakzat egy sikrészt hatarol, ami
a 114. abran zold szinnel van jelolve. A siknak ezt a részét
a szakaszokkal egylitt haromszognek nevezzik. Az A, B
és C pontok a haromszog csucsai, az AB, BC és CA sza-
kaszok pedig a haromszo6g oldalai.

A haromszoget a csucsai hatarozzak meg és a csucsai
alapjan jeloljik meg. igy a 114. abran lathaté haromszog
jelolése: AABC (olvassuk: az ABC haromszog), ABCA ((ol-
vassuk: a BCA haromszog), esetleg PACB és igy tovabb.

B

B

C
V4 ~
114.abra 115.abra

Az ABC, BAC és BCA szogeket (115. abra) az ABC ha-
romszog szogeinek nevezzik.

Az ABC hdaromszégben (115. abra) a B széget az AC
oldallal szembeni szégnek, az A és C szogeket pedig az AC
oldalon lévé szogeknek nevezziik, mig az AC oldalt a B
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szoggel szembeni oldalnak, az AB és AC oldalakat pedig
az A szoget kozbezardé oldalaknak nevezziik.

Meghatarozas. A haromszog keriiletének az olda-
lai hosszanak Osszegét nevezziik.

A kertletet P-vel (vagy K-val) jeloljik. Példaul az MNK
haromszog keriiletét igy jeloljik: P,

Meghatarozas. Egy haromszo6g hegyesszogii, ha
mind a harom szoge hegyesszog.

A haromszoget derékszogiinek nevezziik, ha
az egyik szoge derékszog.

A haromszoget tompaszogiinek nevezziik, ha
az egyik szoge tompaszog. (116.4abra).

.

Hegyesszogl Derékszogl Tompaszogl
haromszog haromszog haromszog

116.abra

Meghatarozas. Két haromszoget egybevagéonak
nevezziik, ha egymasra helyezve kolcsonosen fedik
egymast.

A 117. abran az ABC és A B, C, haromszogek egybeva-
gok. Igy jeléljiikk: AABC = AA, BC Ezeket a haromszoge-

ket ugy helyezhetjiik egymésra, hogy az A és A, cstcs,
a B és B, csucs és a C és C| csucs illeszkedjen egymasra
Igy az LA=/A, ZB= LB ZC=/C, AB=AB,

BC=B,C, CA=C/A,. valamint az AB=A B, BC= B,C,
és CA=CA,.
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Azokat az oldalakat és szogeket, melyek illeszkednek,
ha egymasra helyeziink két egybevagd haromszoget, meg-
felel6 oldalaknak és megfelel6 szogeknek nevezziik.
igy a 117. abran az AC és A C, oldal, valamint az A és Al
szog megfeleld.

Altaldban a rajzokon az egyenld hosszusagu szakaszo-
kat azonos szamu vonallal, az egyenlé fokmérték( szoge-
ket azonos szamu ivvel jeloljik (117. abra).

Megjegyzendd, hogy az egybevago hdaromszogekben
a megfeleld szogekkel szemben megfelelé oldalak vannak
és viszont is, a megfeleld oldalakkal szemben megfelelé
szogek vannak.

B
A L
B,
141 L C,1
117.abra 118.abra

Az egybevagé haromszogek alaptulajdonsaga
(axiomaja). Adott ABC haromszoéggel adott A M
félegyenesre vonatkoztatva létezik az ABC harom-
szoggel vele egybevagé A B ,C, haromszog, melyre
AB = AB, BC=B,C, és AC = A C, az A B, oldal il-
leszkedik az A M félegyenesre és a C| cstuics az adott
félsikban van (118. abra).
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7.1. tétel. Adott egyenesre, az egyenesen kiviil fek-
U6 ponton keresztiil csak egy, az egyenesre meréleges
egyenes huzhato.

Bizonyitas ® Vegylink egy MN egyenest és egy rajta
kiviili O pontot.

El6szor bebizonyitjuk, hogy az O ponton at lehet olyan
egyenest fektetni, amely meréleges lesz az MN egyenesre.

0 Az MN félegyenesre felvessziik
az O MN szoget, amely egyenld
az OMN szoggel. Az O, pontra tel-

M A N jesiiljon az MO = MO, (119.4bra).
A OO, és az MN metszéspontjat
A betivel jeloljuk.

o) Az MA félegyenesre rahelye-
119.abra ziink egy O,MA haromszoget, amely
egybevagd az OMA haromszoggel.
Az AMO, és az AMO, haromszog minden szoge az AMO ha-
romszog szogeivel egyenld, ezért az AMO, és az AMO, szogek
egyenlék. Tehat az O, pont az MO, félegyenesre illeszkedik.
Ezen kiviil az MO, és az MO, szakaszok az MO szakasszal
egyenlék. Tehat az O, és az O, pontok egybeesnek. Vagyis
az AMO, és az AMO, haromszogek is egybeesnek. Az AMO
és AMO, haromszégek egybevagosagabol az OAM és O AM
szogek egyenlosége kovetkezik. Mivel ezek a szogek mellék-
szogek, ebbol kovetkezik, hogy derékszogek lesznek. Tehat

az 0O, egyenes merdleges az MN egyenesre.

Feltételezziik, hogy az O ponton at két OA és OB egye-
nes huzhaté, melyek merélegesek az MN egyenesre 120.
a abra).

Az adott haromszoggel egybevagd haromszog létezésé-
r6l sz6l6 axiéma alapjan, 1étezik egy O,AB haromszog,
amely egybevagé az OAB haromszoggel (120.b abra). Ek-
kor ZOAB=/0,AB=90°. Ebbdl kévetkezik, hogy

0,
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ZOAO, =180°, tehat az O, A és O, pontok egy egyenesre

illeszkednek. De igy az OA és OB egyenesek két pontban
metszik egymastl — az O és O, pontokban, ez ellentmond
a 1.1 tételnek. Tehat, a mi feltételezésiink hibas. Vagyis
az O ponton at csak egyetlen egyenes huzhaté, amely me-
réleges az MN egyenesre. ®

A !
M N
A B
M N T
Al \B
/
a b

120.abra

Bizonyara észrevettétek, hogy az egybevagd szakaszok,
egybevagd szogek és egybevagd haromszogek meghatarozasai
hasonlitanak egymadsra. Ezért célszerl
megfogalmazni az egybevago alakzat

kovetkezd meghatarozasat. F,
Meghatarozas. Két mértani

alakzat egybevago, ha egymasra he-

lyezve kolecsonosen fedik egymast.
A 121. dbran két egybevagé, F,

és F, alakzat lathaté. igy irjuk F, = F,.
Konnyd belatni, hogy két egyenes 121.4bra

(két félegyenes, két pont) mindig egy-

bevago.
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Meghatarozas. A haromszog csucsabol a szem-
kozti oldalra huzott merdlegest, a haromszog ma-
gassaganak nevezzik.

A 122. dbran a BB, és CC, szakaszok az ABC harom-
sz0g magassagai.

B

A C B,

122.abra

Meghatarozas. Azt a szakaszt, amely a harom-
sz0g csucsat és a szemkozti oldal felezopontjat koti
O0ssze azt a haromszog sulyvonalanak nevezziik.

A 123.4bran az AM szakasz az ABC haromszog sulyvo-
nala lesz.

Meghatarozas. A szogfelez6 azon szakaszat,
amely O0sszekoti a harom szog csucsat a szemkozti
oldallal, a haromszog szogfelez6jének nevezziik.

A 124.4bran a BL szakasz az ABC haromszog szogfe-
lez6je. Minden haromszégnek harom magassaga, harom

sulyvonala és harom magassaga van.
B

B

C A L C
123.abra 124.abra
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m 1. Mi a haromszdg, és hogyan jeloljik? 2. Mi a haromszog kerllete?
3. Milyen haromszogeket killonbdztetiink meg szégeik szerint?
4. Melyik harom szog derékszogl? Tompaszogl? Hegyesszogi?
5. Mely haromszogek egybevagbok? 6. Hogyan nevezziik az egybevago
haromszogek azon oldalparjait, szogparjait, melyek illeszkednek, ha
a haromszdgeket egymasra helyezzik? 7. Mely alakzatok egybevagok?
8. Mi a haromsz6g magassaga? 9. Mi a haromszog sulyvonala?
10. Mi a haromszog szogfelezbje? 11. Egy haromszdgnek hany ma-
gassaga, sllyvonala és szogfelezdje van?

m GYAKORLATI FELADATOK I

147.° Rajzoljatok:

1) hegyesszog;

2) derékszog;

3) tompaszogli haromszoget!

Huzzatok minden cstcsabdl magassagot!

148.° Rajzoljatok at a fiizetbe a 125. abrat! Hiuzzitok meg
azt a magassagot, amely egybeesik mind a harom harom-
szogben! Melyik haromszogben esik ez a magassag a ha-
romszogon kiviilre?

B

C | 125.5bra
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149.° Rajzoljatok at a fiizetbe a 126. abrat! Huzzatok meg
mind a harom haromszég mindegyik magassagat!

a b c
126.abra

150.° Rajzoljatok egy tetszdleges haromszoget és rajzolja-
tok meg a sulyvonalait!
151.° Rajzoljatok egy tetszbleges hiromszoget és rajzolja-
tok meg a szogfelezoit!

WGYAKORLATOK |

152.° Rajzoljatok egy tetszéleges haromszoget, jeldljétek a csucsait
M, K és E betlikkel! Nevezzétek meg:
1) az M szoggel szembeni oldalt;
2) az MK oldallal szembeni szoget;
3) a K szoget bezard oldalakat;
4) a KE oldalon 1év§ szogeket!

153.° Irjatok le a CEF haromszog oldalait, cstcsait és szogeit
(127. abra). Nevezzétek meg:

1) a CF oldallal szemben 16v6 < E
szoget; \/

2) a CE oldalon 1év§ szégeket; fa

3) az E szoggel szembeni oldalt; 127.5bra

4) az F szoget bezaré oldalakat!
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154.° Egy hiromszog egyik oldala 6tszor kisebb a mdsik
oldalnal és 25 cm-rel révidebb a harmadik oldalnal. Hata-
rozzatok meg a haromszog oldalait, ha a keriilete 74 cm!

155.° Egy haromszog oldalai Ugy aranylanak egyméshoz,
mint 5: 7 : 11. A leghosszabb és a legrévidebb oldal 6ssze-
ge 80 cm. Szamitsatok ki a haromszog keruletét!

156.° Egy harom szog keriilete 48 cm. Oldalai Ggy arany-
lanak egymashoz, mint 7 : 9 : 8. Mekkorak a haromszog
oldalai?

157.° Az APK és MCE haromszogek egybevagdk, az A szog-
nek a C szog felel meg. PK = 10 cm. Mekkora az ME oldala?
158.° Az ABC és DEF haromszogek egybevagdék, az AB

oldalnak a DE oldal felel meg, a BC oldalnak a DF oldal,
/B =32°. Mekkora a D szoge?

159.” Az ABC és KTM haromszogek egybevagok, az A szog-
nek az M szog felel meg, valamint a B szognek a K szog,
ZC=40° MK =5 cm. Hatarozzatok meg a T szog fokmér-
tékét és az AB oldal hosszat!
160.° Igaz-e az alabbi 4llités:
1) ha két haromszog egybevagd, akkor a keriileteik
1s egyenldk;
2) ha két haromszog keriilete egyenld, akkor a harom-
szogek egybevagok?
161.° Nevezzétek meg a haromszogek kozos elemeit,
a 128.abran!

A
D
c_________ B
A
Ae—p E
FBC
a b c

128.abra
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162.° Az ABC hiaromszoég magassiaga a CH szakasz (129.
abra) Hatarozzatok meg az AHC és BHC szogek fokmér-
tékeit!

B B B
A C A C A D C

129.abra 130.abra 131.abra

163.° Az AM szakasz az ABC haromszodg sulyvonala (130.
abra), BM = 8 cm. Hatarozzatok meg a CM és BC szaka-
szokat!

164.° A BD szakasz az ABC haromszog szogfelezdje (131.
abra), ZABD =42°. Hatarozzatok meg a CBD és ABC sz6-
gek fokmértékét!

165.° A haromszog mely elemeil — szogfelezd, stlyvonal,
magassag— koziil melyik tartozik mindig a haromszoghoz?
166.° A haromszog mely elemeil — szogfelezd, stlyvonal ,
magassag— kozul melyik eshet egybe az egyik oldalaval?
Milyen fajtaja az a haromszog, melynél ez lehetséges?
167.° 1) Hozzatartozhat-e a hAromszoghdz egy magassaga, a mésik
ketté pedig nem?
2) Egy haromszognek csak egy magassaga eshet egybe
az oldalaval?
3) Milyen fajtajid haromszog egyik csicsaban metszi
egymast a harom magassag?
168.° Az ABC haromszog AC oldalan felvettek egy D pon-
tot. A BD szakasz az ABC haromszoget két haromszogre
osztja, amelyek keriilete 32 cm és 36 cm. Hatarozza-
tok meg az ABC haromszog keriiletét, ha BD = 10 cm?

169.” Az M pont az ABC haromszog BC oldalara illeszkedik.
Az ABC, AMC és AMB haromszogek kertilete rendre 60 cm, 36 cm,
illetve 50 cm. Hatarozzuk meg az AM szakaszt!
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@s ISMETLO GYAKORLATOK NS

170. A 132.abran KP = PE = EF = FT = 1 cm. Milyen egyen-
16 szakaszok vannak még ezen az abran? Hatarozd meg
ezeknek a hosszat!

K P E F T

132.abra
171. A 72° -0s ABC szoget a BD félegyenes ABD és CBD
szogekre osztja fel ugy, hogy ZABD=5/CBD. A BK fél-

egyenes Ugy huztak meg, hogy a BA félegyenes a DBK
szog szogfelezdje legyen. Hatarozzatok meg a DBK szog
fokmértékét és fajtajat!

W FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
172. A 133. abran lathaté alakzatokat vagjatok két egybe-
vago részre (nem feltétlenil a racsvonalak mentén)!

s
HAN 1 A |
a b c d e
133.abra
8. A haromszogek egybevagosaganak elso és masodik
alapesete (ismertetodjele)

Ha két, ABC és A,B,C, haromszog egybevago, akkor

hat egyenléségnek kell teljesiilnie. Az ABC és A B, C, ha-
romszogekreez /A =/A,, /B=/B,, /.C=/C,, AB=A B,

BC=B,C,, CA=CA,, Ez konnyen belathat6, mert ezek

a haromszogek fedik egymast, ha egymasra helyezzik.
Tehat egybevagok.

/
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Prébaljuk meg csokkenteni a feltételeket. Példaul
hagyjunk meg csak két feltételt: AB=A B, és BC = B.C..
Ebben az esetben a két, ABC és A B,C, haromszdg nem
feltétleniil egybevago (134. abra).

Hogyan csokkentsiik le a feltételeket minimalisra Ggy,
hogy teljesiiljon az egybevagosag? Erre a kérdésre azok
a tételek adnak valaszt, melyek a haromszogek egybeva-
gésaganak (ismertetGjelei) alapeseteit mondjak Kki.

B
B,
A C
B
B,
A,
A C Cl Al Cl
134.abra 135.abra

8.1. tétel (a haromszogek egybevagosaganak elso6
alapesete: két oldaluk és altaluk kozbezart szogiik
alapjan). Ha az egyik haromszég két oldala és az
altaluk kozbezart szog egyenlé egy masik haromszog
két oldalaval és az altaluk kozbezart szoggel, akkor
ez a két haromszog egybevago.

Bizonyitas. © Tekintsiik az ABC és A B,C,, harom-

szogekre, melyekben AB=AB,, BC=B(C, /B=/B
(135. abra). Bizonyitsuk be, hogy AABC =AA,B,C,.

Tegylik az ABC haromszogre az A,B,C, haromszoiget
ugy, hogy a BA félegyenes illeszkedjen a B, A,, félegyenes-
re, a BC pedig a B,C,. félegyenesre. Ez lehetséges, mivel
a feltételek alapjan a ZB=/B,. Mivel a feltétel szerint
BA=B/A, és BC=B_C,, ezért a BA oldal illeszkedik
a B /A oldalra, a BC pedig a B,C, oldalra. Tehat az ABC
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és az A B ,C, haromszogek teljesen fedik egymast, vagyis
egybevagok. @

Meghatarozas. Azt az egyenest, amelyre illeszke-
dik a szakasz felez6pontja és merdleges a szakaszra,
szakaszfelez6 merolegesnek vagy felez6merolegesé-
nek nevezziik.

A 136. abran az a egyenes az AB szakasz felezd mer6-
legese. Jegyezzétek meg, hogy az A és B pont azonos tavol-
sagra van az a egyenestol.

a
X
B
@ | |
A A M B
136.abra 137.abra

8.2. tétel. A szakaszfelez6 merdleges barmelyik
pontja azonos tavolsagra van a szakasz végpontjaitol.

Bizonyitas. © Legyen az X pont az AB szakasz felezé-
merdlegesének egyik tetszoleges pontja. Be kell bizonyita-
ni, hogy XA = XB. Legyen az AB szakasz felez6pontja az M
pont. Ha az X pont illeszkedik az M pontra (ez lehetséges,
mivel az X pont az a egyenes tetsz6leges pontja), akkor
XA = XB.

Ha az X nem esik egybe az M ponttal, akkor megvizs-
galjuk az AXM és BXM haromszogeket (137. abra). Ezek-
ben a haromszégekben az AM = MB, mivel az M pont
az AB szakasz felez6pontja, az XM oldal k6z6s, az
ZAMX = ZBMX =90°. tehat az AXM és BXM haromszo-
gek egybevagdok két oldaluk és az altaluk koézbezart szog
alapjan, vagyis a harom szogek egybevagdsaganak elsd
alapesete alapjan. Innen kovetkezik, hogy az XA és XB
szakaszok egyenldk, mint az egybevagd haromszogek meg-
felel6 oldalai. ®
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8.3. tétel (a haromszogek egybevagosaganak
masodik alapesete: oldaluk és a rajta fekvo szogeik
alapjan). Ha az egyik haromszég egyik oldala
és a rajta fekvé két szoge megfeleléen egyenlé egy
masik haromszég egyik oldalaval és a rajta fekvé
szogeivel, akkor ezek a haromszogek egybevagok.

Bizonyitds. © Vizsgaljuk az ABC és A B,C,, haromszo-
geket, melyekben AC=AC,, ZLA=/A, ZC=LC
(138. abra). Bizonyitsuk be, hogy AABC =AA,B.C,.

B B,

A ; C A ;

C,
138.abra

Ugy helyezziik egymdsra az ABC és A, B C, haromszo-
geket, hogy az A pont az A, ponttal, az AC szakasz az A, C,
szakasszal essen egybe (ezt megtehetjiik, mert AC=A,C))
és a B és B, csucsok pedig az A A C, egyeneshez viszonyit-
va egy félsikban helyezkedjenek el. Mivel ZA=/A, és

£ZC=/C,, ezért az AB félegyenes az A B, félegyenessel,

a CB pedig a C,B, félegyenessel esik egybe. Ekkor a B
pont, mint az AB és CB félegyenesek kozos pontja egybe-
esik B, ponttal, ami az A B, és a C,B, félegyenesek kozos
pontja lesz. Tehat az ABC és az A B,C, haromszogeket fe-
dik egymast, vagyis egybevagok. ®

Feladat. A 139. abran az O pont a BD szakasz felezd-
pontja, ZABO = ZCDO. Bizonyitsatok be, hogy BC =AD.

Megolddas. Vizsgaljuk meg az AOB és COD haromszo-
geket. Mivel O a BD szakasz felezépontja, ezért BO = OD.
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A feladat féltétele alapjan ZABO=/CDO. Az AOB
és COD szogek egyenl6k, mint cstcs-
szogek. Tehat az AAOB=ACOD az ol-
daluk és a rajta fekvo két szogiik alap-
jan, vagyis a haromszoégek egybevago-
saganak masodik alapesete szerint.
Megjegyezzik, hogy BD az ABD
és CDB haromszogek kozos oldala.
A feladat feltételébdl az 1s kovetkezik,
hogy ZABD =/CDB. Tehat az ABD és CDB haromszogek
egybevagok a két oldal és a kozbezart szog alapjan is,

vagyls a haromszogek egybevagosaganak elsé alapesete
szerint. Tehat BC = AD. 4

m 1. Fogalmazzatok meg a haromszogek egybevagosaganak elsé alap-
esetét! 2. Milyen egyenest neveziink a szakasz felezémerdlegesének?
3. Milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a szakasz felez6merélegesének
pontjai? 4. Fogalmazzatok meg a haromszogek egybevagosaganak
masodik alapesetét!

Lge\l GYAKORLATI FELADATOK I
Va \

173.° Vonalzé és szogmérs segitségével rajzoljatok egy ha-
romszoget, melynek két oldala 3 cm és 6 cm, a koztik 1évé
szog pedig 40°!

174.° Vonalzé és szogmérs segitségével rajzoljatok egy ha-
romszoget, melynek két oldala 3 cm és 4 cm, a koztiik 1évg
sz0g pedig 90°. Hatarozzatok meg a haromszog fajtajat!
175.° Vonalzé és szégmérd segitségével rajzoljatok egy
haromszoget, melynek egyik oldala 3 cm, ezen az oldalon
1évé szogel pedig 100° és 20°. Hatarozzatok meg a harom-
szog fajtajat!

176.° Vonalzé és szogmérd segitségével rajzoljatok egy ha-
romszoget, melynek egyik oldala 6 cm, ezen azoldalon1évd szo-
gel pedig 90° és 45°. Hatarozzatok meg a haromszog fajtajat!
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177.° Rajzoljatok 4t a flizetetekbe a 140. abrat. Derékszo-
gl vonalz6 és egyszerl vonalz6 segitségével hatarozzatok
meg az | egyenesnek azt a pontjat, amely egyenld tavol-
sagra van az AB szakasz végpontjaitol!

B B

/

140.abra 141.abra

178.° Rajzoljatok at a fiizetetekbe a 141. 4brat. Derékszogl
vonalzo és egyszerll vonalzd segitségével hatarozzatok meg
azt a pontot, amely egyenld tavolsagra lesz az A és B pontok-
tol, és egyidejlleg egyenld tavolsagra a C és D pontoktdl is!

GYAKORLATOK I

179.° Egybevagdk -e a 142.4bran 1é6vé haromszogek? Ha
a valasz igen, nevezzétek meg, melyik egybevagosag alap-
esete alapjan egybevagok ezek a haromszogek!

‘CM
4 cm £
4 cm
O
2 cm
a
] | | (N
3 cMm
b

142.abra
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A
E B
C
A C
B
D D

143.abra 144.abra

180.° A 143. 4bran AC=DC, BC = EC. Bizonyitsatok be,
hogy AABC =ADEC.

181.° A 144. dbran AB=AD, /BAC = /DAC. Bizonyitsa-
tok be, hogy AABC =AADC.

182.° A 145. 4bran AB=CD, /1=.,2, AD = 7cm, ZC = 34°.
Hatarozzatok meg a BC szakasz hosszat és az A szoget!

B C B C
1
/[0\%]/ f ><0 z
A D A D
145.abra 146.abra

183.” A 146. 4bran AO =0D, BO =O0C. Hatarozzatok meg
az OCD haromszog CD oldalat és OCD szogét, ha
AB =8 cm, ZOBA =43°.

184.° Adott: OA=0C, OB=0D (147.4bra). Bizonyitsatok
be, hogy ZOAD = /0OCB.

185.° Adott: AC = BD, /BAC = ZABD (148.4bra). Bizo-
nyitsatok be, hogy AD = BC.

B A
A C
0]
C D
D B

147.abra 148.abra
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186.° Adott: ZLZADC =/ADB, BD=CD (149.4bra). Bizo-
nyitsatok be, hogy AB = AC!

187.° A 150.4brén az AB 1 BD, CD L BD, Ol — a BD sza-
kasz felezdpontja. Bizonyitsatok be, hogy AABO = ACDO.

A
B AL~
D L\ D o / M C
; O\LI \
C
A B
C
149.abra 150.abra 151.abra

188.° A 151.4bran az OC félegyenes az AOB szog szogfele-
z0je, az AB és OC egyenesek egymasra meré6legesek. Bizo-
nyitsatok be, hogy AAMO =ABMO.

189.° A 152.4bréan az /1=/2, /3=/4, AB=8cm, BC=6cm.
Hatarozzatok meg az ADC haromszog AD és CD oldalat!

152.abra 153.abra

190.° A 153.4brdn «B=2/D, BM =DM, CD =7 cm, CM =
4 cm. Hatarozzatok meg az ABM haromszog AB és AM
oldalat!

191.° A 154.4br4an LABC =/DEF, BO=O0E. Bizonyitsa-
tok be, hogy a ABCO =AEFO.

192.° A 155.4brdn £/BAO = /DCO, /BAC=/DCA. Bizo-
nyitsatok be, hogy az AABC = ACDA.
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C F

B D

154.abra 155.abra

193.° Az A és B pontok az a egyeneshez viszonyitva
az egyik félsikra illeszkednek, és azonos tavolsagra van-
nak az adott a egyenestdl. AC és BD merdGlegeseket bocsa-
tottunk erre az egyenesre. Hatarozzatok meg az ACB ha-
romszog szoget, ha LADC =25°.

194.° Az AD és BC szakaszok az O pontban metszik és fe-
lezik egymast. Hatarozzatok meg az ACD széget, ha
ZABC=64°, ZACO =56°.

195.° A B szog kilonbo6z6 szarain megjelolték az A és C
pontokat, a szogfelez6n pedig egy D pontot tugy, hogy
ZADB = /CDB. Bizonyitsatok be, hogy AB = BC!

196." Az M ponton keresztil, amely az O cstcsu szog
szogfelezdjére illeszkedik, merdGleges egyenest huztak erre
a szogfelezdre. Ez az egyenes az adott szog szarait A és B
pontokban metszi. Bizonyitsatok be, hogy AM = MB!
197.° A 156. abran AABC=AABC, £DBC=/D,BC,.
Bizonyitsatok be, hogy ADBC =AD,B,C,.

B B
o

156.abra

1

Y
1 (/1
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198." A 157. abran AABC=AABC,, AD=AD,.
Bizonyitsatok be, hogy az AABD =AA,B,D,.

B B,

A C A C
D ! D, !

157.abra

199.° A 158.abran az AABC=AADC. Bizonyitsatok be,
hogy az AABK = AADK.

B

K
M /4\
\ \V
158.abra 159.abra

200.° A 159.abran az AMKO =AMPO. Bizonyitsatok be,
hogy az AKOE = APOE.

E

201.° Az ABC haromszog AM sulyvonalanak meghosz-
szabbitasara felmértek egy MK szakaszt, melynek hossza
az AM szakasz hosszaval egyenl6. Hatarozzatok meg a K
pont és a C csucs kozotti tavolsagot, ha AB = 6 cm!

202.° Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik és fe-
lezik egymast. Bizonyitsatok be, hogy AABC = ABAD.

203.° A 160. abran az ABC haromszog AB és AC oldala-
inak a felezGmerdlegesei az m és n egyenesek. Bizonyit-
satok be, hogy az O pont a haromszog minden csucsatol
egyenld tavolsagra lesz!
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160.abra

O-tr 204.” Bizonyitsatok be, hogy az egybevagd harom-
szogek megfelel6 szogeikbdl bocsatott szogfelezdi egyenldk!
O-mr 205.” Bizonyitsatok be, hogy az egybevagé harom-
szogek megfeleld oldalaira bocsatott stlyvonalak egyenldk!

206.” Az ABC haromszog BC oldalanak felezomerdlegese

az AB oldalt egy D pontban metszi. Hatarozzatok meg
az AD szakasz hosszat, ha CD =4 cm, AB =7 cm!

207. Az ABC haromszog AB oldalanak felez6merdle-
gese a BC oldalt egy M pontban metszi. Hatarozzatok
meg az ABC haromszog AC oldalanak hosszat, ha BC
= 16 cm, az AMC haromszog keriilete pedig 26 cm!

208.** 4 161. abran OA = OD. Adjatok hozz4 a feladathoz még egy
feltételt, hogy az AOC és DOB haromszdgek egybevagok legyenek:
1) a haromszogek egybevagosaganak elsé alapesete alapjan;
2) a haromszogek egybevagdsaganak masodik alapesete alapjan!

C B

161.abra

209.* Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik
és metszéspontjukban felezik egymast. Az AC szakaszon
felvettek egy M pontot, a BD szakaszon pedig egy K pon-
tot ugy, hogy AM = BK. Bizonyitsatok be: 1) OM = OK;
2) az M, O és K pontok egy egyenesre illeszkednek!
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210.* Az O csucsu szog egyik szaran (162. abra) megjelol-
tik az A és B pontokat, a masikon pedig a C és a D ponto-
kat ugy, hogy OA = OC, AB = CD. Bizonyitsatok be, hogy
OM a BOD szog szogfelezdje, ahol az M pont az AD és BC
szakaszok metszéspontja!

@ 162.4abra
ISMETLO GYAKORLATOK I

211. Igaz-e a kovetkez6 allitas: ha adott harom pont, és ko-
ziulik két-két ponton keresztiil egyenest hizunk, akkor
harom egyenest fogunk kapni?

212. Az OD és OF félegyenesek az AOB és BOC szogek
megfelel6 mellékszogeinek a szogfelezdi lesznek.
ZAOD: ZFOC =2:7. Hatarozzatok meg az AOD és FOC
szogeket!

% MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT I

213. Ahhoz, hogy meghatarozzuk a B pont és a folyé masik
partjan 1év6 A harangtorony koézotti tavolsagot (163. abra),
mérdszalag és asztrolabium hasznalataval megjelolték

163.abra



% 8. A haromszogek egybevagdsaganak elsé és masodik alapesete 85

a helyszinen a C, D és E pontokat ugy, hogy a B, C és D
pontok egy egyenesre illeszkedjenek, és a C pont legyen
a BD szakasz felez6pontja. Aztan megjelolték az AE egye-
nest, mely a C pontra illeszkedik, ZABC=/CDE. Majd
a CDE haromszog egyik oldalat megmérve meghataroztak
a B és az A pontok kozotti tavolsagot. Melyik oldalat mér-
ték meg? Feleleteteket indokoljatok meg!

214. A t6 szélességének meghatarozasara (164. abra)
a partjan megjelolték az A és B pontokat, aztan a C, D
és O pontokat ugy, hogy az O pont az AC és a BD sza-
kaszok ko6zos felezépontja legyen. Hogyan lehet megha-
tarozni a to szélességét? Feleleteteket indokoljatok meg!

164.abra

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
215. A 165. abran lathaté alakzatokat a racsvonalak men-

tén vagjatok négy olyan egybevagod részre, hogy mind-
egyikben csak egy kor legyen.

)

ol 10
©) 0)(©)

©)
©)

165.abra
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9. Az egyenlo szari haromszog és tulajdonsagai

Meghatarozas. Azt a haromszoget, melynek két ol-
dala egyenld, egyenl6 szarti harom szégnek nevezzik.

A 166. abran az ABC egyenlé szaru haromszog lathato,
melyben AB = BC.

B B
5 w
‘@ =
2 %
A t C
A Alap C
166.abra 167.abra

Az egyenld szara haromszog egyenlo oldalait sza-
raknak, a harmadik oldalat pedig az egyenld szara ha-
romszog alapjanak nevezzik.

Szarainak kozos pontjat az egyenld szart harom-
sz0g csucsanak nevezzik (a B pont a 166. abran). A B
szoget a haromszog csucsnal 1évo szogének (szarszo-
gének), az A és C szogeket pedig az egyenld szart harom-
szog alapon fekv6 szogeinek nevezziik.

Meghatarozas. Azt a haromszoéget, melynek min-
den oldala egyenlo, egyenlé oldali haromszognek
nevezzik.

A 167. abran egy ABC egyenlG oldalt haromszog latha-
t6. Az egyenld oldalt haromszog az egyenld szara harom-
szognek egy specialis esete.

9.1. tétel (az egyenloé szaru haromszog tulajdon-
sagai). Az egyenld szaru haromszognek: 1) az alapon
fekvé szogei egyenléok; 2) az alapra bocsatott szogfe-
lezdje a haromszog sulyvonala és magassaga is.
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Bizonyitas: © Vizsgaljuk meg az ABC egyenl6 szaru
haromszoget, melyben AB = BC, a BL szakasz a harom-
szog szogfelezdje (168. abra). Be kell bizonyitani, hogy
ZA=/C, AL=LC, BL 1 AC.

Az ABL és CBL haromsziégekben B
BL ko6zos oldal ZABL=/CBL, mivel
a feltétel szerint a BL szakasz az ABC
szog szogfelezdje, az AB és BC szaka-
szok egyenldk, mint az egyenl6 szaru
haromszog szarai. Tehat AABL = 4
=ACBL a haromszogek egybevagdsa-
ganak elsé alapesete alapjan. Ebbdl
az alabbi kovetkeztetéseket lehet le-
vonni: 1) LA=/C; 2) AL==LC; 3) LALB=/CLB.

Mivel az AL és LC szakaszok egyenldk, ezért a BL sza-
kasz az ABC haromszog sulyvonala.

Mivel az ALB és CLB szégek mellékszogek, ezért
ZALB+ /ZCLB=180°. Figyelembe véve azt, hogy az
/ZALB=/CLB, oazt kapjuk, hogy AABL = = ZCLB=90°.
Tehat a BL szakasz az ABC haromszog magassaga.®

A 9.1. tételbdl kovetkezik, hogy:

1) a haromszogben egyenld oldalakkal szemben
egyenlé szogek helyezkednek el;

2) az egyenlé szaru haromszogben a csucsbél
az alapra huzott szogfelezé egyben magassag
és stilyvonal is;

3) az egyenlé oldalu haromszogben minden szog
egyenlo;

4) az egyenld oldalu haromszogekben az egy
csucsbol huzott szogfelezé6 magassag és sulyvonal
egybeesik.

Meghatarozas. Ha a haromszog minden oldala kii-
16nb6z6 hosszusagu, akkor az ilyen haromszoget kii-
16nb6z6 oldalu (altalanos) haromszognek nevezziik.

T, C
168.abra
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Feladat. Az AD szakasz az ABC egyenlGszaru harom-
szog alapjara bocsatott sulyvonala. Az AB és AC oldalakon
felvették az M és K pontokat ugy, hogy BM = CK. Bizo-
nyitsatok be, hogy AMD és AKD haromszogek egybevagok.

Megoldas. Az M pont az AB szakaszra illeszkedik, a K
pont pedig az AC-re, AB = AM + BM, AC = AK + CK
(169. abra)

A Mivel AB = AC és BM = CK, ezért
AM = AK. A BAD és CAD szogek

egyenldk, mivel az egyenld szara ha-
romszog alapra bocsatott stlyvonala

M K egyben szogfelezd is.
B D C Megjegyezzik, hogy AD az AMD
169. abra és AKD haromszogek kozos oldala.

Tehat az AMD és AKD haromszo-
gek egybevagok a két oldal és kozbezart szogiik alapjan,
vagyls a haromszogek egybevagosaganak elsé alapesete
szerint. <«

m 1. Milyenek lehetnek a haromszdgek oldalaik szerint? 2. Milyen ha-
romszogeket neveziink egyenl6é szarlaknak? Egyenld oldallaknak?
Kilénbo6z6 oldaliaknak? 3. Az egyenld szarl haromszdg mely oldala-
it nevezzlik szaraknak? 4. Az egyenl6 szarl haromszog mely oldalat
nevezziik alapnak? 5. Fogalmazzatok meg az egyenlé szarli haromszog
szbgeinek tulajdonsagat! 6. Fogalmazzatok meg az egyenld szard
haromszog alapra hizott szogfelezéjének tulajdonsagat. 7. Milyen
tulajdonsaggal rendelkeznek a haromszdgnek az egyenld oldalaival
szemkozti szogei? 8. Fogalmazzatok meg az egyenl6 oldall haromszog
szO0geinek tulajdonsagat. 9. Milyen tulajdonsaggal rendelkezik
az egyenld oldald haromszog egy cslcsabdl hizott szogfelezdje, ma-
gassaga és sllyvonala?
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AKI0 TPUKMETHUEK YTBOPIOETHCS IIPUETHAHHIM
cydikca ‘2 70 IMEHHHKA 3 OCHOBOIO HA -H, TO IIUIIEMO HOro
3 nBoMa OyKBaMH HH: CIMOPOHA + 1> = 00HOCIMOPOHHIL, cepe-
Ouna + H: = cepeOuUHHUILL.

AxRIMO TpUKMETHUK YyTBOPIOETHCA IMPHUETHAHHAM cydikca
“H- 70 IMEHHHUKA 3 OCHOBOIO Ha OyOb-gKy 1HIIY OYKBY, TO ITHIIIE-
MO HMOTO 3 OOHIEI OYKBOIO H: NAPAJiesib + -H- = NAPaIesibHUIL,
Kym + -H- = @ﬂMoxymHuLi.

ToMy mHIIIEMO: PI8HOCIMOPOHHKIL €S PIZHOCMOPOHHIL, ajie
PpieHObeOperULl MPUKYMHUK.

@‘\ GYAKORLATI FELADATOK I

216.° Rajzoljatok:

1) kiilonb6z6 oldald hegyesszogl haromszoget;
2) egyenlé szaru derékszogl haromszoget;
3) egyenld szaru tompaszogd haromszoget!

217.° Rajzoljatok:

1) kiilonb6z6 oldalt derékszogl haromszoget;
2) kiilonb6z6 oldalu tompaszogl haromszoget!

218.° Rajzoljatok egyenld szadrd haromszoget, melynek
szara 3 cm, csucsszoge pedig: 1) hegyesszog; 2) derékszog;
3) tompaszog! Az igy kapott haromszogekben a szarakra
huzzatok magassagot!

WGYAKORLATOK |

219.° 1) Hatarozzatok meg az egyenld szara haromszog keriiletét,
ha az alapja 13 cm, a szara pedig 8 cm!
2) Az egyenld szard haromszog kertlete 39 cm, az alap-
ja 15 cm. Hatarozzatok meg a szara hosszat!
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220.° Egy egyenld szard haromszog keriilete 28 cm, a sz4-
ra pedig 10 cm. Hatarozzatok meg az alapjanak a hosszat!
221.° Hatdrozzatok meg az egyenld szard haromszog ol-
dalait, ha a keriilete 32 cm, az alapja pedig 5 cm-rel na-
gyobb, mint a szara!

222.° Hat4rozzatok meg az egyenld szard haromszog ol-
dalait, ha a keriilete 54 cm, az alapja pedig 4-szer kisebb,
mint a szara!

223.° Egy AC alapt ABC egyenl$ szari haromszdgben
Z/BCA =40°, ZABC=100°, BD pedig sulyvonal. Hataroz-
zatok meg az ABD haromszog szogeit!

224.° A 170. 4brdn AB= BC, BD az ABC haromszog suly-
vonala, ZABD =53°. Hatarozzatok meg az ABC és ADE
haromszog szogeit!

225.” A 171. 4brdan MK =KE, OE =6 cm, Z/MKE ==48°,
ZPOE =90°. Hatarozzatok meg az MFE oldal hosszat,
és az MKO szoget!

K
B B
/I\ ) /\
A Zl cC M R 1) /A C\Q

170.abra 171.abra 172.abra

226.° A 172. 4bran AB=BC, /1=140°. HatdrozzAtok meg
a 2-es szoget!

227.° Egy egyenl$ szard haromszog szarszoge 68°. Hata-
rozzatok meg a haromszog szara és az alapra huzott suly-
vonala altal bezart szoget!

228.° Az egyenld szart hiromszdg szarszogének mellék-
szoge 76°. Hatarozzatok meg a haromszog szara és az
alapra huzott magassaga kozotti szoget!
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229.° A 173. 4bran AB= BC, DC = DE. Bizonyitsatok be,
hogy az LA =/E.

D 2
C
A //\\
N7C E
B 4 B\/1

173.abra 174.abra

230.° Az A szbg szérait egy egyenes Ugy metszi a B és C
pontokban, hogy AB = BC (174. abra). Bizonyitsatok be,
hogy az £1= /2.

231.° A 175. 4brdan AO=CO, LAOB= /COB. Bizonyitsa-

tok be, hogy az ABC haromszog egyenld szaru!
232.° Az ABC haromszog egyenld szary, A

melynek az alapja AC, BD a haromszog

szogfelezdje, DM pedig a BDC haromszog 7
szogfelezGje. Hatarozzatok meg az ADM B A
szoget! ‘
233." Az egyik tanulo6 azt allitja, hogy az adott

haromszdg egyenld szaru, a masik pedig azt, ¢
hogy ez a haromszog egyenld oldalu. 175.abra

1) El6fordulhat-e, hogy mindkét tanul6 igazat mond?

2) Milyen esetben lesz csak az egyiknek igaza, és melyiknek?
234.° Alkalmazva a haromszogek egybevagosaganak alap-
eseteit, bizonyitsatok be az egyenld szari haromszogek
egybevagosagat szaruk és szarszogiik egyenldsége alapjan!
235.° Alkalmazva a haromszogek egybevagosaganak alapese-
teit, bizonyitsatok be az egyenl6 szaru haromszogek egybeva-
gosagat alapjuk és a rajta fekvo szogiik egyenlésége alapjan!
236.° Az MKE haromszoégben ismert, hogy MK = ME.
A KE oldalan ugy vették fel az F és N pontokat, hogy az N

pont az F és E kozé kerult, ekozben LKMF=/EMN.
Bizonyitsatok be, hogy az ZMFN = ZMNF.
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237. Az ABC egyenl6 szaru haromszog alapja AC, melyen
ugy vették fel az M és K pontokat, hogy az M pont az A és
K pontok kozott legyen, és AM = CK. Bizonyitsatok be,
hogy az MBK haromszog egyenlGszaru!

238." Az ABC egyenl6 szarud haromszog CA és CB szaraira meg-
felelGen felmérték CK és CM egyenl( szakaszokat. Bizonyitsatok
be, hogy az: 1) AAMC = ABKC; 2) AAMB = = ABKA.

239.° Az ABC egyenld szara haromszog alapja AC, a BD
oldalfelezgjén felvettek egy M pontot. Bizonyitsatok be,
hogy az: 1) AAMB=ACMB; 2) AAMD =ACMD.

O-r= 240.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld szard haromszog-
ben az alap végpontjaibdl huzott szogfelezok egyenlok egymassal!
O-mr 241.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenl6 szard harom-
szogben a szarakra huzott sulyvonalak egyenlék egymassal!
242.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenlé szari haromszog
oldalainak a felez6pontjai egy egyenld szari haromszog
csucsal lesznek!

243.° Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszog har-
madik oldalat, ha a két oldalanak a hossza 7 cm és 4 cm.
Hany megoldasa lesz a feladatnak?

244.° Az egyenl6 szarui haromszog egyik oldala 4 cm. Ha-
tarozzatok meg a masik két oldalat, ha a haromszog kerii-
lete 14 cm!

245.° Igaz-e a kovetkezo allitas:

1) az egyenld szaru haromszogben a szogfelez6 magas-
sag és sulyvonal is egyben;

2) az egyenld oldalt haromszogben a szogfelezd magas-
sag és sulyvonal is egyben;

3) ha a haromszog keriilete 3-szor nagyobb, mint
az egyik oldala, akkor ez a haromszog egyenld oldala?
246." Az ABC egyenlé oldaltd haromszég AB, BC, AC ol-
dalainak meghosszabbitasan AD, BK és CE egyenlé sza-
kaszokat mértek fel (176.abra). Bizonyitsatok be, hogy
a DEK haromszog egyenld oldald!
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247. Az ABC egyenl6 oldali haromszog (177. abra) olda-
lain felvették az M, K és D pontokat, ugy hogy AD = BM =

= CK. Bizonyitsatok be, hogy az MKD haromszog egyenld
oldalu!

B N\ 7
A' D C

176.abra 177.abra 178.abra

248." Az egyenld szart haromszog alapja 20 cm, sulyvo-
nala pedig a haromszoget két olyan haromszogre bontja,
hogy az egyik keriilete 6 cm-rel kisebb a masik haromszog
keriileténél. Hatarozzatok meg az adott haromszog szarat!
Hany megoldasa van a feladatnak?

@S ISMETLO GYAKONDKI

249. A 178.abran a 1 b, £1=35°. Hatarozzatok meg a 2, 3,
4 szogeket!

250. Az a hossztusagu AB szakaszt a C és D pontok, AC,
CD és DB szakaszokra osztjak tgy, hogy AC = 2CD,
CD = 2DB. Hatarozzatok meg a kovetkezd tavolsagokat:
1) az A pont és a CD szakasz felez6pontja kozott; 2) az AC
és DB szakaszok felezdpontjai kozott!

O 3}
c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK,
0 KEPZELJETEK EL

251. Rajzoljatok egy olyan hatszoget, melyet egy vagassal
két haromszogre lehet osztani!
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10. Az egyenlo szari haromszogek ismertetojelei

Az el6z6 pontban megvizsgaltuk az egyenld szaru ha-
romszogek tulajdonsagait. De hogyan lehet a haromszogek
kozott felismerni az egyenld szardakat? Erre a kérdésre
valaszolnak a kovetkezo6 ismertetdjel-tételek.

10.1. tétel. Ha a haromszog sulyvonala magassa-
ga is egyben, akkor a haromszog egyenlé szaru.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget, mely-
ben a BM sulyvonal és magassag is egyben. Be kell bizo-
nyitani, hogy AB = BC (179. abra).

B B
: 11 : 11
A M C A L C
179.abra 180.abra

A tétel feltételébsl kovetkezik, hogy a BM az AC sza-
kasz felezGmerGlegese.

Ekkor a felezGmeroleges tulajdonsagabdl kovetkezik,
hogy AB = BC.

10.2. tétel. Ha a haromszog szogfelezdje magassa-
ga is egyben, akkor az ilyen haromszog egyenlo szaru.

Bizonyitas: © Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget,
melyben a BL szogfelez6 és magassag is. Be kell bizonyi-
tani, hogy AB = BC (180. abra).

Az ABL és CBL haromszégeknek BL a ko6zos oldala,
ZABL=/CBL (mivel BL az ABC sz6g szogfelezGje),
ZALB=ZCLB=90° (mivel BL a haromszog magassaga). Te-
hat az ABL és CBL haromszogek egybevagok a haromszogek
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egybevagosaganak masodik alapesete alapjan. Ezért
az AB és BC oldalak egyenlGk, mint az egybevagd harom-
szogek megfeleld oldalai. ®

10.3. tétel. Ha a haromszog két szoge egyenlo, akkor
a haromszog egyenlé szaru.

Bizonyitds. ® Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget,
melyben ZA =ZC. e kell bizonyitani, hogy AB = BC.

a B Ba @ alB
A 4 7 I : [] :
C A M C A C
181.abra 182.abra 183.abra

Meghtuzzuk az AC oldal a felez6merdGlegesét. Bebizo-
nyitjuk, hogy a B csucs illeszkedik az a egyenesre.

Feltételezziik, hogy ez nincs igy. Ekkor az a egyenes
egy egyik bels6 pontjaban metszi az AB (181. abra) vagy
a BC szakaszt (182. abra).

Vizsgaljuk meg az els6 esetet. Legyen K az a egyenes
és a AB oldal metszéspontja. Ekkor a felez6meroleges tu-
lajdonsaga alapjan (42.2. tétel) AK = CK. Tehat az AKC
haromszog egyenld szaru lesz, ebb6l kovetkezik, hogy
/A =/ACK. A feltétel szerint, LA =/ACB. bbdl kapjuk,
hogy ZACB=/ACK, ami ellentmond a szogmérték alap-
tulajdonsaganak (3. pont).

Hasonlbéan ellentmondasra jutunk a masodik esetben
1s (182. abra).

Tehat, a mi feltételezésiink nem helyes. Az a egyenesre
a B pont illeszkedni fog (183. abra). Ekkor a felez6merdGle-
ges tulajdonsaga alapjan BA = BC. @
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Ebbdl a tételbdl kovetkezik:

1) a haromszogben egyenlé szogekkel szemben

egyenlé oldalak vannak;

2) ha a haromszogben minden szog egyenlé, akkor

a haromszog egyenlé oldalu.

10.4. tétel. Ha a haromszog sulyvonala egyben
a szogfelezdje is, akkor a haromszég egyenlé szarti.

Bizonyitas: ® Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget,
melyben a BM sulyvonal szogfelezd is. Be kell bizonyitani,
hogy AB = BC.

Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget, melyben a BM
sulyvonal szogfelez6 is. Be kell bizonyitani, hogy AB = BC.

B A BM félegyenesen, a BM szakasz
hosszaval megegyez6 MD szakaszt mé-
riunk fel (184.abra).

T Az AMD és CMB haromszogek-
ben: AM = MC (mivel a BM sulyvo-
nal); a szerkesztés alapjan BM = MD,
az AMD és CMB szogek csucsszogek,
ezért egyenldk. Tehat az AMD és CMB
haromszogek a haromszogek egybeva-

D gbésaganak elsd alapesete alapjan egy-

184.abra bevagék. Tehat az AD és BC oldalaik,
az ADM és CBM szogeik egyenl6k, mint
az egybevagd haromszogek megfelel6 elemei.

Mivel a BD az ABC sz6g szogfelezbje, ezért
/ABM = /CBM. Mivel ZCBM =/ADM, ezért az
ZABM = Z/ADM. Ekkor az egyenl6 szard haromszogek is-
mertetojele (44.3. tétel) alapjan azt kaptuk, hogy a DAB ha-
romszog egyenld szard, innen kovetkezik, hogy AD = AB. Es
mivel mar bizonyitva van, hogy AD = BC, ezért AB = BC.®

Feladat. Az ABC haromszégben meghtuztak a BM
szogfelez6t (185. abra). LBAK=70°, ZAKC=110°.

Bizonyitsatok be, hogy az BM 1 AK.
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Megoldas. Mivel a BKA és AKC szogek mellékszogek,
ezért /BKA =180°-ZAKC.

Ekkor Z/BKA =180°-110°="70°.

Tehat az ABK haromszdgben
Z/BAK = /BKA =70°. Ezért az ABK
haromszog egyenld szaru, melynek
AK az alapja, szogfelezbje pedig BO
(O — az AK és a BM metszéspontja),
amely magassaga i1s egyben, tehat
BM 1 AK. 4 185.abra

m 1. Fogalmazzatok meg az egyenlé szari haromszog ismertetbjelét!
2. Milyen Osszefliggés van a haromszogek egyenl6 oldalai és egyenl6
szOgei koz6tt? 3. Mit allithatunk arrdl a haromszogrél, melynek a szo-
gei egymassal egyenl6k?

e
WGYAKORLATOK [

252.° Az ABC hiromszdg BK suilyvonala mer6leges az AC
oldalra. Hatarozzatok meg az ABC szogét, ha ZABK =25°.

253.° A B pont illeszkedik az ABC haromszdég AC oldala-
nak felez6 meroélegesére. Hatarozzatok meg a C szogét, ha
LA=1T7°.

254.° Az ABC haromszogben ismert, C
hogy ZACB=90°, /A=/B=45°, CK o
szakasz pedig a haromszog magassa-

ga. Hatarozzatok meg az AB oldalat,

ha CK =7 cm!
255.° A 186. 4bridn az LAMK = A K B
= /ACB, AK =MK. Bizonyitsatok 186.abra

be, hogy az ABC haromszoég egyenld
szaru!
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256." A 187.4bran az £1= /2. Bizo- B
nyitsatok be, hogy az ABC haromszog
egyenld szaru!

257.° Egy egyenes merdleges az A szog A C
szogfelezdjére, és B és C pontokban 1>/ \<2
metszi a sz0g szarait. Bizonyitsatok be,

hogy az ABC haromszog egyenld szaru! 187.abra

258.° Az ABC egyenl8szaru haromszdgben az AC alapon
fekvd szogek AM és CK szogfelez6i egy O pontban met-
szik egymast. Bizonyitsatok be, hogy az AOC haromszog
egyenlo szard.

259.° Az ABC haromszogben a BK szogfelez6 egyben a ha-
romszog magassaga is. Hatarozzatok meg a haromszog kerti-
letét, ha az ABK haromszog kertilete 16 cm és a BK =5 cm!

260." Az ABC haromszog BM sulyvonala a szogfelezije is.
Az ABC haromszog kerilete 48 cm, az ABM haromszog ke-
rilete pedig 30 cm. Hatarozzatok meg a BM szakasz hosszat!

261.° Igazak-e a kovetkezo allitasok:

1) ha az egy csucsbdl huzott sulyvonal és a szogfelezd
nem esik egybe, akkor az ilyen haromszog nem lesz
egyenlo szaruy;

2) ha a haromszog szogfelezdje a szemkozti oldalat fele-
zi, akkor ez a haromszog egyenld szaru?

262.° Az ABC egyenlé szart haromszog BC és AB oldalaira
huzott AE és CF sulyvonalak az M pontban metszik egy-
mast. Bizonyitsatok be, hogy az AMC haromszog egyenld
szaru!

263.° Az ABC egyenl6 szard harom szég haromszog AB
és BC oldalain rendre felvették az M és K pontokat ugy,
hogy AM = CK. Az AK és CM szakaszok az O pontban
metszik egymadst. Bizonyitsatok be, hogy az AOC harom-
szog egyenld szaru!
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264." Az ABC haromszog AB és BC oldalain megfelelden fel-
vették a D és E pontokat ugy, hogy LEAC=/DCA. Az AE
és CD szakaszok az F pontban metszik egymast, és DF' = EF.
Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog egyenl6 szaru!

265. Az ABC haromszog AB oldalanak D felez6pontjan at
az ABC és BAC szogek szogfelezbire merdleges egyeneseket
huztak. Ezek az egyenesek az AC és BC oldalakat rendre M
és K pontokban metszik. Bizonyitsatok be, hogy AM = BK!

266." Az ABC haromszog AM sulyvonala meréleges a BK szog-
felezére. Hatarozzatok meg az AB oldal hosszat, ha BC = 16 cm!

267." Az ABC haromszogben a BD sulyvonal merdleges
egy olyan egyenesre, amelyre illeszkedik a haromszog
A csucsa, és ez az egyenes felezi az sulyvonalat. Hatarozza-
tok meg az ABC haromszog AB és AC oldalainak aranyat!

268.” Az ABC haromszoégben adott,
hogy #C =90°, /A =67,5°, /B=22,5°,
CK az ABC haromszog szogfelezdje,
CM pedig a BCK haromszog szogfele-
z0je (188. abra). Bizonyitsatok be, hogy
az M pont az AB oldal felezdpontja! M

B

269.* Egy haromszoég oldalainak K
centiméterekben mért hossza harom
egymast kovet6 természetes szam.
Hatarozzatok meg az adott haromszog A
oldalait, ha az egyik sulyvonala merd-
leges az egyik szogfelezgjére!

188. abra

270.* Az ABC hiromszogben adott, hogy AB= 3 cm, AC =6 cm.
A BC oldalan tugy jeldltek egy M pontot, hogy CM = 1 cm.
Az M ponton atmend egyenes meréleges az ACB szig
szogfelezbjére, és az AC szakaszt egy K pontban metszi.
Ismert tovabba, hogy a K pontra illeszkedd egyenes, amely
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meroleges a BAC szog szogfelezGjére, az AB oldalt egy D
pontban metszi. Hatarozzatok meg a BD szakasz hosszat!

@i ISMETLO GYAKORLATOK I

271. Egy egyenesen egymas utan vették fel az A, B, C, D,
E és F pontokat ugy, hogy AB = BC = CD = DE = EF. Ha-
tarozzatok meg az AB : CF, AB : BF, BD : AE aranyokat!
272. Hatarozzatok meg két egyenes metszésekor kelet-
kezett szogeket, ha az egyik szog 42°-kal nagyobb, mint
a masik szog fele!

Yy FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
273. A 4x9 méretl téglalapot vagjatok két egyenls részre
ugy, hogy ezekbdl a részekbdl egy négyzetet lehessen kirakni!

11. A haromszog egybevagosaganak harmadik alapesete

11.1. tétel (a haromszog egybevagosaganak harma-
dik alapesete: harom oldal alapjan). Ha az egyik ha-
romszog harom oldala megfeleléen egyenlé a masik
haromszég harom oldalaval, akkor ezek a harom-
szogek egybevagok.

Bizonyitds: ® Vizsgaljuk meg az ABC és A,B,C, harom-
szogeket (189. abra), melyekben AB=A B,, BC=B(C,
CA=C,A, (ezek az egyenlGségek azt mutatjak, hogy a ha-
romszogek mely oldalai lesznek a megfelel6 oldalak). Bebi-
zonyitjuk, hogy AABC =AA,B,C,.

Ugy helyezziik el az ABC és A,B,C, haromszogeket,
hogy az A csicsa az A,, csucsra, a B csucs pedig a B,, re
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keriiljon, a C és C, cstcsok pedig az AB egyeneshez viszo-

nyitva kulonboz6 félsikokra illeszkedjenek (190. abra).
Meghtuzzuk a CC,. szakaszt. Mivel AC=AC,, ezért a

C,A,C haromszog egyenld szaru lesz, tehat £1=/2. Ha-

sonléan be lehet bizonyitani, hogy £3=/4. Tehat az
ZAC B =/ZACB,. Ekkor az Az AC,B, és ACB, harom-
szogek egybevagok a két oldaluk és kozbezart szogiik alap-
jan, vagyis az elsé alapeset alapjan.

<!

13

2| 4

C

C
A /\ B

C, (A) A, B, (B)
Al/\ B,

189.abra 190.abra
Ezzel a bizonyitast akar befejezettnek tekinthetjik. De
mi csak azt az esetet vizsgaltuk, amikor a CC, szakaszt az
A B, szakaszt az CC, szakasz atmehet az A B,, szakasz
egyik végpontjan, példaul az A, ponton (191. abra), vagy
az 1s el6fordulhat, hogy az A,B, szakasszal nincs kozos

pontja (192. abra). Ezekben az esetekben a bizonyitas ha-
sonl6 az el6z6hoz. Végezzétek el 6nalléan! ®

“ \ : N
@) 4, B, (B) AW B,(B
) / ) V

191.abra 192.abra
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193.abra

A haromszogek egybevagosaganak harmadik alap-
esetébll kovetkezik, hogy a hdromszog egy merev szer-
kezet. Valéban, ha négy palcat ugy kotiink 6ssze, mint
a 193. a abra mutatja, akkor ez a szerkezet nem lesz merev
(193 b, ¢ abrak). Ha még egy palcat hozzateszink, akkor
két haromszoget kapunk (193. d abra), és a keletkezett
szerkezet merev lesz. Ezt a tényt széleskorlen alkalmaz-
zak a gyakorlatban (194.abra).

Tavvezetékek Darnitszki hid
oszlopai a Dnyipro folyon

194.abra Merev szerkezetek
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11.2. tétel. Ha a pont egyenlé tavolsagra van
a szakasz végpontjaitol, akkor az a szakasz felezé
merdlegesére illeszkedik.

Bizonyitas: © Legyen az X pont egyenld tavolsagra
az AB szakasz végpontjaitdl, vagyis XA =XB (195. abra).
Vizsgaljuk meg az AXM és BXM, haromszogeket, ahol
az M az AB szakasz felez6pontja. Ekkor
az AMAXM =ABXM a harom oldal alap-
jan, vagyis a haromszogek egybevagosa-
ganak harmadik alapeset alapjan. Innen
ZAMX = /BMX. E szogek Osszege 180°,
ezért mindegyikiik 90°-kal egyenld. Tehat A B
az XM az AB szakasz felez6merdlegese. 195.abra

Megjegyezziik, hogy csak azt az esetet
vizsgaltuk meg, amikor az X pont nem 1il-
leszkedik az AB szakaszra. Ha az X pont az AB szakaszra
1lleszkedik, akkor egybeesik az AB szakasz felezGpontja-
val, tehat a felezOmerdlegesre illeszkedik. ®

X

m 1. Fogalmazzatok meg a haromszogek egybevagosaganak harmadik
alapesetét! 2. Hol helyezkednek el azok a pontok, amelyek egyenld
tavolsagra vannak a szakasz végpontjaitol?

@GYAKORLATOK -

274.° A 196. 4bran AB=CD, BC = AD. Bizonyitsatok be,
hogy ZB=/D.

B C

A D

196.abra



104 § 2. Haromszogek ﬁ\@

275. A 197. 4brdn AC = AD, BC = BD. Hatéarozzatok meg
a BAC szoget, ha £ZBAD =25°.

C

197.abra

276.° Bizonyitsatok be, hogy két egyenld szart haromszog
egybevago, ha az egyik haromszog szara és alapja megfe-
lelen egyenld a masik haromszog szaraval és alapjaval!
2717.° Bizonyitsatok be, hogy két egyenls oldalti hdromszog
egybevago, ha az egyik haromszog oldalai egyenl6 a masik
haromszog oldalaival!

278.° A 198. abran AABC =ADCB, mikoézben AB=CD.
Bizonyitsatok be, hogy az AABD = ADCA.

A E
A D M C

198.abra 199.abra

279.° A 198. abran AB=CD, AC = BD. Bizonyitsatok be,
hogy a BOC haromszog egyenld szara!

280.° Az M és N pontok az AB szakasz végpontjaitél
egyenlo tavolsagra vannak. Bizonyitsatok be, hogy az MN
egyenes az AB szakasz felez6merdlegese!

281." Az ABC egyenl6 szaru (AB = BC) haromszog belsejé-
ben, ugy jeléltiink meg egy D pontot, hogy AD = CD. Bizo-
nyitsatok be, hogy a BD és az AC egyenesek merdlegesek!
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282.° A 199. abran AB=KE, BC=KM, AM=EC.
Bizonyitsatok be, hogy az ZAMK = ZBCE.
283.° A 200. abran AB=CD, BC=AD, BM az ABC sz6g

szogfelezdje, DK pedig az ADC szog szogfelezdje. Bizonyit-
satok be, hogy AABM =ACDK.

A
B C

B M C N
200.abra 201.abra

284.° Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egy-
mast dgy, hogy OA = OD. Bizonyitsatok be, hogy
AABC = ADCB.

285.° A BD és B, D, — szakaszok az ABC és A B,C, harom-
szogek megfeleld szogfelez6i, AB=A B,, BD=B/D,, AD=
= A D,. Bizonyitsatok be, hogy AABC =AA B,C,.

286." A AM és A M, —szakaszok az ABC és A,B,C, harom-
szogek megfelel§ sulyvonalai, AB=A B, BM=BM,,
AM = A, M,. Bizonyitsatok be, hogy AABC =AA,B,C,.

287.* Miki azt allitja, hogy sikerilt egy olyan rajzot ké-

szitenie, melyen AB = AC és AM = AN (201. abra). Vajon
igaza van-e Mikinek?

288." Ki lehet-e jelenteni, hogy két haromszoég akkor
egybevago, ha az egyik haromszég minden oldala egyenld
a masik haromszog valamelyik oldalaval?

289.* Bizonyitsatok be két haromszog egybevagisagat, két
oldaluk és a harmadik oldalra huzott stlyvonal alapjan!
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290. Az AB szakaszon a felvettek egy C és egy D pontot, Ggy
hogy AC:BC=7:8, AD:BD=13:17. Hatarozzatok meg
az AB szakasz hosszat, ha a C és D pontok tavolsaga 2 cm!
291. Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egy-
mast, az OM és OK félegyenesek megfeleléen az AOC
és BOC szogek szogfelezbi. Lehet -e az MOK szog derék-
sz0g?

.c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
292. Egy négyzetet az atléoi mentén négy ha-

romszogre vagtak szét (202. abra). A kapott
haromszogekbdl rakjatok ki két négyzetet!

202.abra

12. Tételek

A tankonyvben egyre szaporodik a tételek szama.
Ez nem meglepd, mert a mértan tobbségében tételekbol
és azok bizonyitasabdl all.

Az altalunk eddig bizonyitott tételek két részbdl all-
nak. A tétel els6 részét (az, ami adva van) a tétel felté-
telének nevezzik, a masodik részt (az, am it bizonyitani
kell) a tétel kovetkezményének nevezziik.

Példaul a 8.1. tétel (a haromszogek egybevagosaganak
els6 alapesete) feltétele: az egyik haromszog két oldala
és kozbezart szoge egyenlé a masik haromszog két
oldalaval és kézbezart szégével, a kovetkezménye pe-
dig: a haromszogek egybevagok.

A mar ismert tételeket feltételesen két csoportra oszt-
hatjuk: a tulajdonsag-tételekre és az ismertetojel-té-
telekre. Példaul a 1.1. tétel az egymast metszd egyenesek
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tulajdonsagat adja meg, a 9.1. tétel pedig az egyenld szaru
haromszog tulajdonsagat.

Az ismertetGjel-tételek adjak meg azokat az ismertetdje-
leket, amelyek alapjan fel lehet ismerni az adott alakzatot,
vagyis az egyik vagy a masik csoportba lehet azt besorolni.

A haromszogek egybevagosaganak alapesetel meg-
hatarozzak azokat a feltételeket, amelyek alapjan két
haromszoget az egybevagd haromszogek csoportjaba sorol-
hatunk. Példaul a 10.1.1 — 10.4. tételekben fogalmazodnak
meg azok a feltételek, amelyek alapjan az egyenld szaru
haromszogek felismerhetdk.

Azokat a tételeket, amelyek az axiémakbol vagy téte-
lekbdl kozvetlenil kovetkeznek, kovetkezmény-tételek-
nek vagy egyszerlien kovetkezményeknek nevezzik.

Példaul a haromszog egyenld oldalaival szemkozti szo-
gek tulajdonsaga a 9.1. tétel kovetkezménye.

Ha a 8.2. tételbenl — a felezOmerdleges tulajdonsagarol
szolo tételbenl — felcseréljik a feltételt a kovetkezmény-
nyel, akkor a 11.2. tételt kapjuk.

Azt a két tételt, amelyekben az egyik tételben a feltétel
és a kovetkezmények felcserélésével megkapjuk a masik
tételt, és forditva, kolcsonosen forditott (inverz) téte-
leknek nevezziik. Ha az egyik tételt egyenes tételnek
nevezink, akkor a masik lesz a forditottja (inverze).

Ovatosan kell eljarnunk a tételek feltétele és kovetkez-
ménye felcserélésekor, mert nem mindig kapunk ilyenkor
igaz allitast. Példaul a mellékszogek 6sszegérdl szolo 4.1.
tétel forditottja nem lesz igaz. Valéban, ha barmely két
szog Osszege 180°, akkor ezek a szogek nem biztos, hogy
mellékszogek.

Mar tudjatok, hogy a tétel igaz voltat a logikus gondo-
latmenet altal igazoljak, vagyis bizonyitas utjan. Ennek
a tankonyvnek az elsé tételét indirekt modon (az el-
lenkezot allitva) bizonyitottuk. A moddszer neve elarulja
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a bizonyitas lényegét. Feltételeztiik a 1.1. tétel allitasa-
nak az ellenkezdjét. A feltételezésbol kiindulva logikus
gondolatmenet altal olyan tényt kaptunk, ami ellentmond
az egyenesek alaptulajdonsaganak.

Nagyon fontos, hogy a tétel bizonyitasa teljes legyen,
vagyis minden lehetséges esetre kiterjedjen. A 11.1. tétel (a
haromszogek egybevagésaganak harmadik alapesete) bizo-
nyitasa soran harom lehetséges esetet kellett megvizsgalni.

A matematikai kultara kialakitasanak legfontosabb
része az a képesség, amely lehetdvé teszi a bizonyitas
minden részletének atlatasat. Ha példaul a 8.2. tétel bi-
zonyitasanal nem vizsgaltuk volna kiilon azt az esetet,
amikor az X pont az AB szakasz felezOpontja, akkor ebben
az esetben az AXM és BXM haromszogek vizsgalata lehe-
tetlen lenne.

A 10.4. tétel (az egyenl6 szarui haromszog ismertet-
jele) bizonyitasa soran a kiegészit6é szerkesztési mod-
szert alkalmaztuk: a rajzot olyan elemekkel egészitettiik
ki, melyekrdl a tétel feltételében nem esett sz6. Ez a mod-
szer nagyon sok feladat megoldasa soran alkalmazhato,
és sok tétel bizonyitasakor is. Ezért nagyon fontos, hogy
megtanuljuk észrevenni az optimalis kisegitd szerkesztés
lehetdségét, amellyel a kivant eredmény elérhet6.

Hogyan tehetiink szert geometriai szemléletre? Ez egy
nem konnyl kérdés, amire nagyon nehéz valaszolni, vagy
konkrét tanacsot adni. Mégis azt tanacsoljuk: elGszor is ne
legyetek kozombosek a geometria irant, és szeressétek ezt
a csodalatos tantargyat; masodszor, nagyon sok feladatot old-
jatok meg, hogy minél nagyobb tapasztalatra tegyetek szert.

m 1. Milyen két részbdl all a tétel megfogalmazasa? 2. Hogy nevezziik
azt a tételt, amely az alakzat tulajdonsagainak felsorolasaval teszi
felismerhetdvé az alakzatot? 3. Hogy nevezziik azt a tételt, amely
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kOzvetlenll az axiomakbol vagy mas tételekbdl kovetkezik? 4. Hogy
nevezik az olyan tételpart, amelyekben a feltétel és a kovetkezmény
fel van cserélve? 5. Miben all az indirekt bizonyitasi méd? 6. A 1.1,
4.2, 5.1. és 8.3. tételek kdzul melyiket bizonyitjak indirekt médon?
7. Miben all a kisegit6 szerkesztési modszer?

e
WGYAKORLATOK [

293.° A 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 tételekben nevezzétek meg
a feltételt és a kovetkezményt!

294.° A 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 tételek koziil valasszatok ki:
1) a tulajdonsag-tételeket;
2) az ismertetdjel-tételeket!

295.° Fogalmazzatok meg a kovetkezd allitasokkal fordi-
tott allitast:

1) ha a haromszog egyenl6 oldala, akkor a szdgei
egyenldk;

2) ha két szog csucsszog, akkor a szogfelez6l egymas
kiegészitd félegyenesei,;

3) ha két szog szogfelezbl kozottl szog derékszog, akkor
ezek a szogek mellékszogek;

4) ha az egyik haromszog oldala és szemkozti szoge meg-
egyezik egy masik haromszog oldalaval és szemkozti
szogével, akkor az ilyen haromszogek egybevagok.

Az el6z6 allitasok melyikére mondhatjuk, hogy:

1) az egyenes és a forditott allitas is igaz;

2) az egyenes allitas igaz, de a forditottja hamis;

3) az egyenes allitas hamis, de a forditottja igaz?

296." Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely forditottja
kovetkezonek:
1) ha két haromszog nem egybevago, akkor a kertletiik
sem egyenlds;
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2) ha egy szog fokmértéke nagyobb, mint 90°, akkor ez
a sz0g tompaszog.

Az el6z6 allitasok kozil melyik lesz igaz:

1) az egyenes és a forditott allitas is igaz;

2) az egyenes allitas igaz, de a forditott hamis;

3) az egyenes allitas hamis, de a forditott igaz?

297.° Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely tagadja az adottat:
1) az AB szakasz metszi az m egyenest;
2) az ABC szog fokmértéke nagyobb 40°-nal;
3) két mellékszog kozil legalabb az egyik nem nagyobb

90°-nal;
4) az OA és OB félegyenesek nem lesznek kiegészits
félegyenesek;

5) a szakasznak csak egyetlen kézéppontja van!

298." Fogalmazzatok meg azt az allitast, amely tagadja az adottat:
1) az ABC sz6g nem derékszog;
2) az MKE haromszog egyenlé szary;
3) az egyenes egy pontjaba csak egy olyan egyenes htz-
hato, amelyik merdleges az adott egyenesre;
4) az AC félegyenes felezi a BAK szoget!

299.° Indirekt moédszerrel bizonyitsatok be, hogyha a ha-
romszog egyetlen magassaga sem esik egybe az adott
csucsbol huzott szogfelezovel, akkor ez a haromszég nem
egyenlo szara!

300.° Indirekt médszerrel bizonyitsatok be, hogyha az ABC
haromszog AB és AC oldalai nem egyenldk, akkor a BD ol-
dalfelezdje nem lesz a haromszég magassagal!

301.° Indirekt moédszerrel bizonyitsatok be, hogyha két
sz0g fokmértékének kiillonbsége 1°-kal egyenld, akkor ezek
a szogek nem lehetnek mellékszogek!

302." Indirekt médszerrel bizonyitsatok be, hogy a mellék-
szogek kozil legalabb az egyik kisebb, mint 90°!
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303.° Fogalmazzatok meg, és bizonyitsatok be az egyenld
szara haromszogek egybevagoésagat a szara és a szarara
htzott sulyvonala alapjan!

304." Fogalmazzatok meg, és bizonyitsatok be a harom-
szogek egybevagésagat az oldala, az adott oldalra htzott
sulyvonala és altaluk kozbezart szog alapjan!

305. Bizonyitsatok be a haromszogek egybevagdsagat
sulyvonala és azoknak a szogeknek alapjan, amelyekre
az sulyvonal felosztja a haromszog szogét!

@s ISMETLO GYAKORLATOK IS

306. Jeloljétek az egyenesen az A, B és C pontokat! A pon-

tok helyére tegyétek a <, > vagy = jelek kozil az egyiket,

hogy igaz egyenlGséget vagy egyenlétlenséget kapjunk:
1)AB+ BC ... AC;2) AB + AC ... BC; 3) AC + BC ... AB.

307. A mellékszogek egyikének szogfelezije és a k6zos sza-

ruk kozotti szog 1/3-a a masik szognek. Hatarozzatok meg

ezeket a mellékszogeket!

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
308. Az ABCD téglalap oldalai 4 cm és 3 cm. Hatarozzatok

meg a téglalapban 1évG 6sszes szakasz hosszanak 6sszegét
(203. abra)!

B C

203.abra
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@ UKRAN GEOMETRIAI ISKOLA IS

Emlékezzliink az ukran geometrikusokra, tudésokra
és tanarokra, akiknek koszonhetéen a mai ukran mate-
matikai iskola mélté helyet foglalja el a tudomanyos vi-
lagban. ElsGsorban tudoméanyos felfedezéseikrdl ismertek,
jelentGs figyelmet forditottak a matematikai oktatasra is.

Feofan Prokopovics (1681-1736) tudds, allamférfi, iro,
a kultara és a felvilagosodas kiemelkedé alakja. A Kijev-
Mohyla Akadémian végzett, tanulmanyait lengyel okta-
tasi intézményekben és a Romai Collegiumban folytatta.
A Kijev-Mohyla Akadémian tanitott, 1711-1716-ban rektora
volt. A matematika el6adasokat beépitette filozofia tanfolya-
maba. A tantargy geometriai része tartalmazta az Euklidész
szerintl planimetriat (sikmértant) bizonyos kiegészitések-
kel, gyakorlati geometriai kérdéseket, geometriai miiszerek
leirasat, mérési szabalyokat. A geometriaval kapcsolatos el-
méleti informaciékat ebben a kétetben mutattak be eldszor.

Mihajlo Vasziliovics Osztrogradszkij (1801-1862)
elott tisztelegiink. A Pashenivka faluban sziletett (Pol-
tava régio) a Harkivi Egyetemen kezdett tanulni. M. V.
Ostrogradszkij kivalé tanar és szervez6 volt, koherens
nézetrendszert dolgozott ki a matematikatanitasrol és ezt
felhasznalta oktatoli munkajaban, szamos modszertani ké-
zikonyv megalapozasat kezdeményezte a korszerd tanitasi
modszerek bevezetésére.

Mihajlo Jehorovics Vascsenko-Zakharcsenko (1825—
1912) a Malyivka faluban (Cserkaszi régid) sziletett..
A Kijjevi Egyetemet végezte, majd tanara és professzora
lett, tudomanyos munkaival, pedagdgiai tevékenysé-
gével jelentGs hatast gyakorolt a matematikai kultura
fejlédésére, leforditotta Eukleidész Elemek cimd muvét
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magyarazatokkal, jegyzetekkel. A szamos kozépisko-
lai matematikai kézikonyvet szerkesztett, kiilonésen
az elemi geometriabol.

M.V. Osztrogradszkij M. J. Vascsenko-Zakharcsenko
(1802 - 1862) (1825 -1912)

Olekszandr Matvijovics Asztrjab (1879-1962) Lubniban
(Poltava régio) sziiletett. A Kijevi Egyetemen végzett.
A Kijevi Pedagoégiai Intézet Matematika Modszertani
Tanszékét vezette, aktivan részt vett az Ukran Pedagdgi-
ai Kutatéintézet Matematika Modszertani Tanszékének
létrehozasaban. Tébb mint 70 tudomanyos és mddszertani
mU szerzdje, koztik a ,Vizualis geometria”, ,,A szerkesz-
tési problémak megoldasanak elmélete és moédszere”,
, A sztereometria médszertana”.

Antonij Marjan Lomnitszkij (1881-1941) Lvivben szii-
letett, a Lvivi Egyetemen végzett, a Lvivi Mliszaki Fdis-
kolan dolgozott. Nagy figyelmet forditott a matematika
iskolai tanitasara, geometria tankonyvet szerkesztett.

Borisz Jakovics Bukrejev (1859-1962) a Kijevi Egye-
temen végzett, 1885 6ta annak tanara. Kézel 100 éves
koraig folytatta tudomanyos és pedagogiai tevékenységét.
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A geometria teriletével foglalkozott, beleértve a nem euk-
lideszi geometriat is.

Kostyantyin Moisejovcs Scserbina (1864—-1946)
Prilukiban (Csernihiv megye) sziiletett, a Kijevi Egyete-
men végzett. Szervezdje volt a kijevi tanari intézetnek
(1909), 10 évig igazgatdja is volt, 1920-t6l az Odesszai
Kozoktatasi féiskolan dolgozott.

Mihajlo Pilipovics Kravesuk (1892-1942) a Csuvnicja
(Volyni megye) faluban sziiletett., a Kijevi Egyetemen
végzett. A matematika kiilonbo6zd teriiletein elért je-
lentés tudomanyos eredmények mellett felsd- és ko-
zépiskolai tanterveket, felsGoktatasi intézményeknek
tankonyveket készitett, jelentés mértékben hozzajarult
az ukran matematikail terminolégia megalkotasahoz.
Szervezoje volt az els6 ukrajnai iskolasok matematikai
versenyének (1935).

Olekszandr Sztepanovics Szmogorzsevszkij (1896—
1969) a Lesovi Birlyntsi (Vinnicja megye) faluban
sziletett., a Kijevi Népnevelési Egyetemen végzett.
Egyetemek és pedagdgiai intézetek szamara készitett
geometrial alapismeretekrol szo6lé tankonyvet, szamos
matematikail ismeretterjesztd konyvet.

Ivan Fedorovich Teszlenko (1908-1994) a Domotkan
faluban (Dnyipropetrovszk régid) sziiletett, a Harkivi
Pedagogiai Féiskolan tanitott, a Lvivi Egyetem Matema-
tika Tanszékét vezette, a Pedagodgiai Kutatéintézetben
dolgozott. Legfontosabb eredményei a geometriatanitas
modszertanaval foglalkoz6 munkai, koztuk tankonyvek
és taneszkozok kozépiskolai, pedagogial egyetemi tana-
rok és hallgaték szamara; doktori értekezés "A geomet-
ria tanitasanak pedagoégiai alapjai".

Zinaida Ivanyivna Szlepkany (1931-2008) ukran tu-
dés a matematika tanitdsi modszereivel, az ukran tudo-
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manyos iskola egyik alapitéja a matematikatanitas el-
méletével és modszereivel foglalkozott, a kozép- és fel-
s6oktatasi intézményekben, a pedagodgiai tudomanyok
doktora, Egyetemi tanar. Sok éven at vezette a Kijevi
Allami Pedagégiai Féiskola elemi matematika és mate-
matikai moédszerek tanszékét. Zina-
ida Ivanyivna az els6 n6 Ukrajna-
ban, aki megvédte doktori disszerta-
ciojat a matematika oktatas mod-
szertanabdl.

Iszaak Moiszejovic Jaglom (1921—
1988) Harkivban sziiletett, szamos
kozépiskolas diakoknak sz6ld ké-
zikonyv szerzdje. Munkai: Konvex
alakzatok, a kétkotetes Geometriail
transzformaciok, Elemi geometria ré-
gen és most stb.

. I. Szlepkany
1931-2008)

—~ N

A kijevi egyetemen a geometriail
kutatasok a XIX. és XX. szazad forduléjan kezdddtek.
B. J. Bukrejev munkaiban. 1934-ben a Mechanikai és Ma-
tematikai Karon megalakult a Geometria Tanszék.

Mikola Ivanovics Kovancov kozel
30 évig vezette a kijevi Tarasz Sev-
csenko Nemzeti Egyetem geometriai
tanszékét. Tobb mint 200 tudoma-
nyos és népszerd tudomanyos munka
tartozik nevéhez. Mikola Ivanovics
tudosok tucatjait képezte ki, akiknek
tudomanyos eredményeit vilagszerte
elismerik, és jelentés ercfeszitéseket
tett annak érdekében, hogy a fiatalo-
kat a matematika tanulmanyozasara

M.I. Kovancov . N . .
(1924 - 1988) O0sztonozze. A Matematika és roman-
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tika ciml koényvében ezt irta: ,Kedves barataim! Térjen
ra az Osszetett matematikai feladatok megoldasara!
Azokra, amelyeket most talaltak ki, és azokra, amelye-
ket hosszu évtizedek vagy évszazadok 6ta nem sikerilt
megoldani. Szenvedni és csalédni fognak, amikor ugy
tlinik, hogy éveket toltottek hidba egy olyan szellem ke-
resésével, amely elkeriili Onéket. Minden eléfordulhat.
De szazszoros jutalmat kapnak, ha egy csodalatos napon
azon dédelgetett cél elott talaljak magukat, amelyért oly
régota és keményen dolgoztak. Ne legyenek k6zo6mbosok
kiilénben a lelki halal var Onékre."

Vilen Iljics Mikhajlovszkij, aki egész életében a geo-
metria tanszéken dolgozott, mégis jelentés mértékben hoz-
zajarult az iskolai matematikaoktatas és az ukrajnai olim-
piai mozgalom fejlesztéséhez. Tagja
volt az ,Ukran Geometriai Gydjte-
mény”, ,,A matematika vilagaban”,
,2Matematika az iskolaban” folyoira-
tok szerkesztdbizottsaganak; akti-
van részt vett az iskolasok és dia-
kok matematikai olimpiainak elG-
készitésében és lebonyolitasaban.
Kiadott munkai ko6zott szerepel
a Koztarsasagi matematikai verse-
nyek feladatgydjteménye, A kijevi
matematikai olimpiak feladatgyj-
teménye, A matematikai feladatok
megoldasi gyakorlata, Ukrajnai ma-
tematikai versenyek, Kijevi matematikai olimpiak cimi
kézikonyv négy kiadasa. , Matematikai versenyfeladatok
gylUjteménye.

e

=
SN

V.I. Mikhajlovszkij
(1932 - 2017)

Ha az iskolai geometriarél van szo, valészintileg min-
denkinek, aki 50 évesnél 1ddsebb, elGszor 1s az Olekszij
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Vasziljovics Pogorelov altal irt tankonyv jut eszébe. 1937-
ben egy tizedik osztalyos harkovi, Olekszij Pogorelov meg-
nyerte a kijevi matematikai olimpiat, és meghivast kapott
a harkovi egyetemre. 29 évesen védte meg doktori disszer-
taciojat. O. V. Pogorelov tudomanyos munkajat két irany-
ba folytatta: a klasszikus geometria és a mérnoki-tervezé-
si munka.

1947 6ta a tudds minden tudomanyos és pedagogiai
tevékenysége Harkivhez kapcsolodott. Ettdl az évtdl kezd-
ve matematikat tanitott a harkivi egyetemen, 1960-ban
pedig az Gjonnan alapitott Alacsony hémérsékletek Fizi-
kai és Miszaki Intézetének geometriai tanszékét vezette.
1950-1960 kozott a Harkivi Egyetem geometriai tanszé-
két, a Harkivi Egyetem Matematikai Kutatéintézetének
geometriai tanszékét és az Ukran Tudomanyos Akadémia
Matematikai Intézetét vezette.

O. V. Pogorelov matematikai ku-
tatasainak f6 iranya altalaban a geo-
metria volt. A geometria kiilonb6zd
agaiban dolgozott. Kilonosen sike-
rilt megoldania a modern geometria
problémait, amelyeket a XIX.. és XX.
szazad kival6 matematikusai vetettek
fel. David Hilbert, Augustin Louis Ca-
uchy, Herman Minkovsky és masok.
Tudomanyos kutatasainak eredmé-
nyeit koézel 40 monografiaban mu-
tatta be, amelyek szinte mindegyike 0. B. Moropenos
szamos orszagban megjelent. Figyel- (1919-2002)
met érdemel a kovetkez6 tény: a XX.
szazad 80-as éveiben. az Amerikai Matematikai Tarsasag
LA 20. szazad kiemelked6 matematikusai” cimd konyvso-
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rozataban kulon kotetben volt O. V. Pogorelov monogra-
fiaja, amelynek absztraktjaban ,,a 20. szazad legnagyobb
geométerének” nevezték.

A vilagszinvonali matematikai problémakkal kapcso-
latos intenziv munkaval parhuzamosan O. V. Pogorelov
mar idésebb koraban geometriai tankényvet készitett
a kozépiskola szamara. Ijgy vélte, hogy "az iskolaban két
f6 tantargy van: az anyanyelv és a geometria. Az egyik
megtanitja az embert a gondolatok helyes kifejezésére,
a masik a deduktiv gondolkodasra." Ennek megfelelen
a tudods ,szigoru és atlathatoé axiomarendszerre” alapozta
meg a tankonyvét.

1972-ben jelent meg a tankonyv elsé kiadasa, majd
1982-ben, kisérleti tesztelés utan, bevezették a tankony-
vet az orszag iskolaiban. Azdéta ebbdl a tankonyvbol tobb
mint 20 kiadas késziilt tobb millié példanyban. Ukrajna
fuggetlenné valasa utan is O. V. Pogorelov tankonyvét
hasznaltak 2007-1g az ukran iskolakban, egészen addig,
amig ki nem dolgoztak az iskolai geometria tanitasanak 1j
tanterveit és modern kovetelményeit.

Az 1) tankonyv megalkotasa
soran atvették Vitalij Boriszovics
Polonszkij (1957-2019), kiemelkedd
ukran tanarnak, Ukrajna tiszteletbeli
tanardnak, az Erdemekért III. foka-
nak fokozata tulajdonosanak tébb
munkajat is. Egész életében iskolai
tanarként dolgozott, lenylgozs ered-
ményeket ért el.

V. B. Polonskij tanuléi 13 alka-
) 1 2\ lommal a vilag legrangosabb mate-
V. B. PolonszKij matikai versenyének a Nemzetkozi
(1957-2019) Matematikai Olimpia dijazottjai let-
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tek az iskolasok kozott, tobb mint 100 alkalommal pedig
az O0sszukrajnai matematikai olimpidk dijazottjai és tobb
mint 250 alkalommal a kijevi varosi olimpiak gydztesei.

Vitalij Boriszovics Polonszkij tobb mint 100 iskolai
matematikai tankonyv és kézikonyv szerzGje. Cikkei
rendszeresen megjelentek olyan tekintélyes, iskolasoknak
és tanaroknak sz6l6 matematikai folydiratokban, mint
a Kvantum, Matematika az iskolaban, A matematika vila-
gaban. Ma a nemzetk6zi matematikai olimpiakra készild
kijevi iskolasok szamara Gjonnan létrehozott matematikai
szakkort nevezték el réla. Ha Te is az Osszukrajnai Mate-
matikai Olimpia dijazottja leszel (1. vagy 2. helyezést érsz
el), jogot kaphatsz, hogy részt vegyél ennek a csoportnak
a munkgjaban.
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2. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. A haromszog hegyesszogd, ha:
A) szogei k6zott nincs tompaszog;
B) mindegyik szoge kisebb a derékszognél,
C) szogei kozott nincs derékszog;
D) mindegyik szoge kisebb, mint a tompaszog.
2. Ha a magassagvonal a haromszogon kiviil esik, akkor
ez a haromszog:
A) derékszogl; B) tompaszog;
C) egyenld oldalu; D) hegyesszogt.
3. Két haromszog egybevago, ha:
A) az egyik haromszog két oldala egyenlé a masik ha-
romszog két oldalaval;
B) az egyik haromszog oldala és két szoge egyenld
a masik haromszog oldalaval és két szogével,
C) az egyik haromszog két oldala és a szdge egyenls
a masik haromszog két oldalaval és szogével;
D) az egyik haromszog két oldala és az altaluk koézbe-
zart szog megfeleléen egyenlé a masik haromszog
két oldalaval és az altaluk kozbezart szoggel.

4. Hany egybevagd haromszogpar
van a rajzon:
B) 2; D) 4.
5. Ismert, hogy az M pont az ABC haromszog AC oldalanak
felez6pontja. A BM félegyenesen a haromszogen kivil fel-
mérték az ME szakaszt, amely egyenlé a BM szakasszal.
Hatarozzatok meg az EC szakasz hosszat, ha AB = 4,2 cm!
A) 2,1 cm; B) 4,2 cm; C) 4,8 cm; D) 8,4 cm.
6. Melyik igaz a kovetkezd allitasok koziil?
A) az egyenld szaru haromszog a kiilonboz6 oldald ha-
romszog specialis esete;
B) az egyenld oldalt haromszog a kiillonb6zé oldala ha-
romszog specialis esete;
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C) az egyenld oldalti haromszog az egyenld szard ha-
romszog specialis esete;

D) az egyenld szaru haromszog az egyenld oldali ha-
romszog specialis esete.

7. Melyik hamis a kovetkezd allitasok koziil?

A) ha a haromsz6g magassaga a szemkozti oldalt
egyenl6 szakaszokra osztja, akkor ez a haromszog
egyenlé szary;

B) ha a haromszog egy csucsbdl bocsatott sulyvonala
és szogfelezGje nem esik egybe, akkor ez a harom-
sz0g nem egyenld szaru;

C) ha a haromszog egyenl6 oldald, akkor barmelyik
magassaganak a hossza megegyezik barmelyik
szogfelez6jének a hosszaval,

D) ha a haromszog két szoge egyenls, akkor a harma-
dik szogének szogfelezdje a szemkozti oldalt egyenld
részekre osztja.

8. A haromszog egyenld oldalu, ha:

A) az oldala haromszor kisebb, mint a kerilete;

B) minden oldala haromszor kisebb, mint a kertlete;

C) két magassaga egyenld;

D) két szogfelezbje egyenld.

9. Az ABC (AB = BC() egyenld szaru haromszog keriilete
16 cm. Az ABM haromszog keriilete, amelyben az M pont
az AC szakasz felez6pontja, 12 cm. Hatarozzatok meg
a BM sulyvonal hosszat!

A) 4 cm; B) 6 cm; C) 2 cm; D) 5 cm.

10. Az X és Y pontok mindegyike egyenld tavolsagra van
az AB szakasz végpontjaitél. Melyik hamis a kovetkezo
allitasok kozil?

A) Az XY és az AB egyenesek merdélegesek egymasra

B) £ XAY = /XBY; C) ZAXB=/AYB;

D) ZAXY = /BXY.

11. Az M pont az AB szakasz felezépontja. Az X pont nem
1lleszkedik az AB szakasz felezGmerdlegesére, ha:

A) XA = XB: C) XM 1 AB;

B) XM = XB; D) £ XAM = /XBM.
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A 2. PARAGRAFUS 0SSZEFOGLALASA

Egybevago6 alakzatok

Két alakzat akkor egybevagd, ha egymasra helyezve
fedik egymast.

A haromszogek egybevagosaganak axiomaja

Egy adott ABC haromszoggel egy adott A M félegyenes
esetében létezik egy olyan A B, C, haromszdg, amely egybe-
vagé lesz az ABC haromszoggel, és igaz, hogy AB = A B,,
BC = B,C,, AC = A,C, valamint az A B, oldal az A M fél-
egyenesen fekszik, a C, cstcsa pedig az A M egyeneshez
viszonyitva az adott félsikra illeszkedik.

Az adott egyenesre meroleges egyenes tétele

Az egyenesre nem illeszkedd ponton at egy és csakis
egy az adott egyenesre merdleges egyenes huzhato.

A haromsz6g magassaga

A haromszog csicsabodl a szemkozti oldal egyenesére
bocsatott merdlegest, a haromszog magassaganak ne-
vezzik.

A haromszog sulyvonala

A haromszog csucsat a szemkozti oldal felezGpontjaval
0sszekotd szakaszt, a haromszog sulyvonalanak nevezziik.

A haromszog szogfelezdje

A haromszog szogfelezdjének azt a szakaszt nevezzik,
amely az adott szog szogfelezé egyenesének a haromszog-
be esé része.

A haromszogek egybevagosaganak elso alapesete:
a két oldal és az altaluk kozbezart szog alapjan

Ha az egyik haromszog két oldala és az altaluk koz-
bezart szog megfelelGen egyenlé a masik haromszog két
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oldalaval és az altaluk kozbezart szoggel, akkor ezek a ha-
romszogek egybevagok.

A haromszogek egybevagosaganak masodik
alapesete: egy oldala és a rajta fekvo két szog
alapjan

Ha az egyik haromszog egyik oldala és a rajta fekve
két szoge megfeleléen egyenlé a masik haromszog oldala-
val és a rajta fekvl két szogével, akkor ezek a haromszo-
gek egybevagok.

A haromszogek egybevagosaganak harmadik
alapesete: a harom oldaluk alapjan

Ha az egyik haromszog harom oldala megfelelGen
egyenlé a masik haromszog harom oldalaval, akkor ezek
a haromszogek egybevagok.

A szakasz felezOmerolegese

Azt az egyenest, amely meréleges az adott szakaszra,
és a szakasz felez6pontjan megy at, a szakasz felezGmero-
legesének nevezzik.

Egyenl6 szari harom szogek

Azt a haromszoget, amelynek két oldala egyenld,
egyenld szarui haromszognek nevezziik.

Egyenlo6 oldalt haromszogek

Azt a haromszoget, amelynek minden oldala egyenlg,
egyenld oldalt haromszognek nevezzik.

Az egyenl6 szaru haromszog tulajdonsagai

Az egyenld szari haromszogben: 1) az alapon fekvd
szogek egyenldk; 2) az alapra huzott szogfelez6 egyuttal
a haromszog sulyvonala és magassaga is.
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Az egyenl6 szarta haromszog ismertetdjelei

e Ha a haromszog sulyvonala egyben magassaga 1is,
akkor ez a haromszog egyenld szaru.

e Ha a haromszog szogfelezbje egyuttal a magassaga
1s, akkor ez a haromszog egyenld szaru.

e Ha a haromszogben két szog egyenld, akkor ez a ha-
romszog egyenld szara.

e Ha a haromszogben az sulyvonal egyuttal szogfelez6
1s, akkor ez a haromszog egyenld szaru.

A haromszogek tulajdonsagai, melyek
az egyenlo szaru haromszogek tulajdonsagaibol
és ismertetdjeleib6l kovetkeznek

e A haromszoégekben az egyenld oldalakkal szemben
egyenld szogek vannak.

e A haromszoégben egyenlé szogekkel szemben egyenld
oldalak vannak.

e Az egyenld szari haromszoghben az alapra huzott
szogfelezd, magassag és sulyvonal egybeesik.

e Az egyenld oldali haromsziégben minden szog
egyenld.

e Az egyenld oldald haromszogben az egy csucsboél
huzott szogfelez6, magassag és sulyvonal egybeesik.
e Ha a haromszégben minden szog egyenld, akkor ez

a haromszog egyenld oldalu.



PARHUZAMOS EGYENESEK. 3
A HAROMSZOG SZOGEINEK
OSSZEGE

Hogyan allapithatd meg két egyenesrél, hogy parhuzamos-e vagy sem?
Milyen tulajdonsagai vannak a parhuzamos egyeneseknek? Mennyi egy
tetsz6leges haromszog szogeinek dsszege? Milyen tulajdonsagokkal bir a de-
rékszogl haromszog? Ebben a fejezetben valaszt kaptok ezekre a kérdésekre.

13. Parhuzamos egyenesek

Meghatarozas. Két egyenes parhuzamos, ha egy
sikban vannak és nem metszik egymast.

A 204. abran a és b parhuzamos egyeneseket abrazol-
tak. Ezt igy jelolik a || b (olvassak: az a és b egyenesek par-
huzamosak, vagy az a egyenes parhuzamos a b egyenessel).

— S

204.abra 205.abra 206.abra

Ha két szakasz parhuzamos egyenesre illeszkedik,
akkor ezek i1s parhuzamosak lesznek. A 205. abran az AB
és CD szakaszok parhuzamosak. Ezt igy jeldlik: AB || CD.

Ugyanilyen értelemben beszélhetiink két félegyenes,
félegyenes és szakasz, szakasz és egyenes parhuzamossa-
garol. A 206. abra az AB és CD parhuzamos félegyenese-
ket szemlélteti.

13.1. tétel (az egyenesek parhuzamossaganak
ismertetojele). Ha két egyenes kiilon-kiilon merédle-
ges egy harmadikra, akkor ez a két egyenes parhu-
zamos egymassal.

Bizonyitas: © A 207. dbran az a Lc és b1l c. Be kell
bizonyitani, hogy a||b.
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Feltételezzik, hogy az a és b egyenesek metszik egy-
mast egy M pontban (208. abra). Ekkor az M ponton ke-
resztil, amely nem illeszkedik a ¢ egyenesre, két egyenes

megy at, az a és b, melyek merdlegesek

a b a c egyenesre. Ellentmondést kaptunk,

mert egy ponton keresztiil csak egy merd-

¢ leges egyenest lehet fektetni az adott

I ! egyenesre (7.1. tétel). Vagyis a mi feltevé-
207.abra

stink nem volt helyes, tehat a||b. ®

208.abra 209.abra

A tétel magyarazatot ad arra, miért tudunk vonalzo és derékszogli
vonalz6 segitségével parhuzamos egyeneseket hiizni a 209. dbran
szemléltetett modon.

Kovetkezmény. Az a egyeneshez nem tartozo M
ponton keresztiil huzhato az a egyenessel parhuza-
mos b egyenes.

Bizonyitas: © Tételezziik fel, hogy az M pont nem tar-
tozik az a egyeneshez (210. abra).

Az M ponton keresztiil egy ¢ egyenest
hizunk, amely merdleges az a egyenesre M b
(példaul derékszogl vonalzd segitségével). —
Ezutan az M ponton at merélegesen a c-vel

c

egy b egyenest huzunk. Az egyenesek par- a
huzamossaganak ismertetdjele (13.1. tétel) -
alapjan azt kapjuk, hogy a||b.®
Huzhat6-e az M ponton keresztil }
210.abra

(210. abra) még egy, az a egyenessel par-
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huzamos egyenes? Erre a kérdésre az egyenesek parhuza-
mossaganak alaptulajdonsaga ad valaszt.

Az egyenesek parhuzamossaganak tulajdonsaga
(parhuzamossagi axioma). Az adott egyenesre nem
illeszked6 ponton keresztiil csak egy olyan egyenes
hazhato, amely parhuzamos az adottal.

13.2. tétel. Ha két egyenes mindegyike parhuza-
mos egy harmadik egyenessel, akkor a két egyenes
parhuzamos egymassal.

Bizonyitas: © Legyen bl|la és c|la. Bizonyitsuk be,
hogy b||c. Feltételezziik, hogy a b és ¢ egyenesek nem par-
huzamosak, tehat metszik egymast egy M pontban (211.
abra). Akkor azt kaptuk, hogy az M ponton at két egyenes
1s atmegy, melyek par huzamosak az a-val. Ez ellentmond
az egyenesek parhuzamossagi axiomajanak. Tehat feltéte-
lezésiink nem igaz, vagyis b||c. ®

211.abra 212.abra

O-r Feladat. Bizonyitsatok be, hogyha az egyenes,
két parhuzamos egyenes koziil metszi az egyiket, akkor
metszi a masikat is.

Megoldas. Legyenek az a és a b egyenesek parhuzamo-
sak és a c egyenes metssze a b egyenest az M pontban (212.
abra). Feltételezzik, hogy a ¢ egyenes nem fogja metszeni
az a-t. Ekkor c || a. Innen addédik, hogy az M ponton két
olyan egyenes megy at, amely parhuzamos az a-val, ami
ellentmond parhuzamossagi axiomanak. Tehat feltételezé-
stink helytelen, vagyis a ¢ egyenes metszi az a egyenest. 4
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m 1. Mikor neveziink két egyenest parhuzamosnak? 2. Hogyan olvassuk
az m | | n felirdst? 3. Milyen szakaszokat neveziink parhuzamosnak?
4. Milyen a kolcsonos helyzete annak a két egyenesnek, melyek me-
ré6legesek egy harmadikra? 5. Fogalmazzatok meg az egyenesek
parhuzamossagi axiomajat! 6. Milyen lesz a kdlcsdnos helyzete annak
a két egyenesnek, melyek parhuzamosak egy harmadik egyenessel?

@Q GYAKORLATI FELADATOK I

309.° Rajzoljatok 4t a fiizetbe a 213. abrat. Huizzatok az A és
B pontokon at az m egyenessel parhuzamos egyeneseket!

m m m
A B

® { ]

A. ®

B A
L J
B
L J
a b c

213.abra

310.° Rajzoljatok egy haromszoget, és mindegyik csticsan
keresztil htuzzatok a haromszog szemben fekvs oldalaival
parhuzamos egyeneseket!

311.° Rajzoljatok at a fiizetbe a 308. abrat. A B ponton
keresztiil rajzoljatok az AC oldallal parhuzamos m egye-
nest, az AC egyenessel parhuzamosan pedig a D ponton
keresztiil egy n egyenest. Milyen lesz az m és n egyenesek
kolesonos helyzete?

B

214.abra
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312.° Lehet-e olyan egyenest rajzolni, amely parhuzamos
az a és b egymast metszd egyenesekkel?

313.° Az a egyenes parhuzamos az ABC hiromszog AB
oldalaval. Lehet-e az a egyenes parhuzamos az AC oldallal
is? Ks a BC-vel?

314.° Ki lehet e jelenteni, hogyha két szakasz parhuza-
mos, akkor nincs k6zos pontjuk?

315.° Ki lehet e jelenteni, hogy csak egy félegyenes létezik,
amely parhuzamos az adott egyenessel, és a kezdGpontja
egy adott pont?

316.° Hany olyan szakaszt lehet rajzolni, amely parhu-
zamos egy adott egyenessel, és az adott egyeneshez nem
tartoz6 ponton halad at?

317.° Az a és b egyenesek metszik egymast. Lehet-e egy
olyan c¢ egyenest huzni, amely parhuzamos lesz az a egye-
nessel, és metszi a b egyenest?

318.° Az a és b egyenesek merdlegesek a ¢ egyenesre.
a d egyenes metszi az a-t. Metszi-e a d egyenes a b —t?
319.° A BD szakasz az ABC egyenlé szara (AB = BC) ha-
romszog sulyvonala. A B ponton at egy m egyenest fektet-
tink, amely meréGleges a BD egyenesre. Milyen lesz az m
és az AC egyenes kolesonos helyzete? Magyarazzatok meg
a valaszt!

320.° Az a és b egyenesek metszik egymast. A ¢ egyenes
parhuzamos az a-val. Bizonyitsatok be, hogy a b és c egye-
nesek metszik egymast!

321.° Adott harom a, b és ¢ egyenesek. Ismert, hogy
az a és b parhuzamosak, és a ¢ egyenes nem metszi az a-t.
Bizonyitsatok be, hogy a ¢ egyenes nem fogja metszeni a b
egyenest sem!

322. Bizonyitsatok be, hogy ha barmely egyenes, amely
metszi az a-t és metszi a b egyenest 1s, akkor az a és b
egyenesek parhuzamosak lesznek!
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323. Az AB szakaszon ugy jelolték a C és D pontokat, hogy
AC=BD. Az O pont a CD szakasz felez6pontja. Hataroz-
zatok meg a C és D pontok tavolsagat, ha AB = 21 cm,
AO:0OD=17:2!

324. A B pont az AC egyenesre illeszkedik, a BD és BF
félegyenesek, az AC egyeneshez viszonyitva, kilonbozd
félsikokban fekszenek, ZABD = =80°, ZABF =150°, a BM
félegyenes a DBF szog szogfelezGje. Hatarozzatok meg
az MBC szoget!

325. Az ABC haromszogben a CM sulyvonal az AB szakasz
felével egyenls, LA =47°, /B=43°. Mekkora az ACB sz6g?

Yy FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

oY SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
326. Katinka és Jend egy négyzet alaka tohoz értek, melynek
kozepén egy négyzet alaku sziget van (215. abra). A parton
talaltak két deszkat, amelyek kicsit rovidebbek voltak, mint

a to partja és a sziget kozotti tavolsag. Hogyan juthatnak at
a szigetre, ha csak ezeket a deszkakat hasznalhatjak?

215.abra
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14. Két egyenes parhuzamossaganak ismertetojelei

Ha két, a és b egyenest egy harmadik ¢ egyenessel met-
szunk, akkor nyolc szog keletkezik (216. abra). A c egye-
nest az a és b egyenesek metszd egyenesének nevezzik.

A 3 és 6, a 4 és 5 szogeket egy oldalon fekvs belsd szo6-
geknek nevezzik.

A 3 és b, 4 és 6 szogeket kiilonbo6z6 oldalon fekvs belsé
szogeknek nevezzik.

A6és2 b5ésl,3és 7,4 és 8 szogeket megfeleld szo-
geknek nevezzik.

a C

c
2/1 a 7 a
3/4 /12, T
78 /
216.abra 217.abra 218.abra

14.1. tétel. Ha két egyenesnek a harmadikkal valé
metszésekor a kiilonbo6zo oldali belsé szogeik egyen-
l6k, akkor az egyenesek parhuzamosak.

Bizonyitas: © A 217. abran a c egyenes lesz az a és b
egyenesek metszo egyenese, az /1= /2. JloBegemo, 110 a||b.

Ha az £1=/2=90° (218. abra), akkor az a és b egye-
nesek parhuzamossaga az egyenesek c
parhuzamossaganak az ismertetdjelé- E A /
b6l (13.1. tétel) kovetkezik. T 1

3

Tegyiik fel, hogy a ¢ egyenes az a és
b egyenesek kozil egyikre sem merdle-
ges. Jeloljik meg A és B-vel a ¢ egyenes M
megfelel6 metszéspontjait az a és b
egyenesekkel. Megjeloljik az M pontot 4
amely az AB szakasz felez6pontja lesz g /o - b
(219. abra). Az M ponton keresztil ME 7 —
merdélegest bocsatunk az a egyenesre.
Az ME egyenes és a b egyenes metszés-

219.abra
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pontja legyen F. Ekkor a kiévetkezdket kaptuk: az 1 és 2
szogek a feladat feltétele alapjan egyenldk; a 3 és a 4 szogek
pedig egyenldk, mert csucsszogek. Tehat az AME és BMF
haromszogek egybevagok, az oldaluk és a rajta fekvs szogeik
alapjan, vagyis a haromszogek egybevagdsaganak masodik
alapesete alapjan. Innen kovetkezik, hogy ZAEM = ZMFB =
=90°. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az a és b egyenesek meré-
legesek az EF egyenesre, .tehat parhuzamosak egymassal. ®

14.2. tétel. Ha két egyenes harmadikkal valé metszé-
sekor a keletkezett egyoldali belsé szogek osszege 180°-
kal egyenlé, akkor ezek az egyenesek parhuzamosak.

Bizonyitas: © A 220. abran a c egyenes lesz az a és b
egyenesek metsz6 egyenese, £1+/2=180°. Bebizonyit-
juk, hogy a||b. Az 1 és 3 szogek mellékszogek, tehat az
Z1+/3=180°. Mivel az £/1+/2=180°, ezért a £2= /3.
A 2 és 3 kiilonbo6z6 oldalon fekvd belss szogek, ezért a 14.1.
tétel alapjan a||b.®

/ / A D

220.abra 221.abra 222.abra

14.3. tétel. Ha két egyenesnek egy harmadikkal
valo metszésekor a keletkezett megfelelé szogek egyen-
l6k, akkor ezek az egyenesek parhuzamosak lesznek.

Bizonyitds: ©A 221. abran a c egyenes az a és b egyene-
sek metsz6 egyenese lesz, £1 = /2. Bebizonyitjuk, hogy a/|b.

Az 1 és 3 szogek egyenlGk, mert csucsszogek. Mivel
Z1=/2 és £1=/3, innen kovetkezik, hogy £2= /3. De
a 2 és a 3 szogek kiilonbo6z6 oldala belsé szogek. Ezért
a két egyenes parhuzamossaganak ismertetgjele (14.1 té-
tel) alapjan a||b. ®
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Feladat. A 222. abran az AB=CD, /ABD=_./CDB.
Bizonyitsatok be, hogy az BC|| AD.

Megolddas. Az ABD és CDB haromszogeknél az adottak
alapjan ismert, hogy: AB=CD és ZABD=/CDB a BD
pedig a kozos oldal. Tehat, az ABD és CDB haromszogek
egybevagok két oldaluk és kozbezart szogiik alapjan, vagy-
1s az elsé alapeset alapjan.

Ekkor ZBDA =/DBC. Mivel a BDA és DBC szogek
a BC és AD egyeneseket metszé BD egyenes kiilonb6zd
oldalain fekvd szogei, és ezek egyenldk, tehat BC || AD. 4

? 1. Milyennek kell lennitik két egyenes egy harmadikkal torténd metszé-

¥ sénél a killonboz oldalakon fekvé belsészogeknek, hogy az adott egye-

nesek parhuzamosak legyenek? 2. Milyennek kell lennitik két egyenes

egy harmadikkal torténé metszésénél az egy oldalon fekvé szdgeknek,

hogy az adott egyenesek parhuzamosak legyenek? 3. Milyennek kell

lennilk két egyenes egy harmadikkal torténé metszésénél a megfeleld
szO0geknek, hogy az adott egyenesek parhuzamosak legyenek?

IE = \L GYAKORLATI FELADATOK I
7~

327.° Rajzoljatok két 4B és CD egyenest! Huzzatok egy MK
egyenest, amely metszi az AB és CD egyeneseket! Az AB ¢és az
MK metszéspontjat jeloljiik O betlivel, a CD és MK metszéspontjat
pedig E betlivel. Potoljatok ki a szovegben a hidnyz6 részeket:
1) az AOM szog és ... megfeleld;
2) az AOE szog és ... megfelel;
3) az AOKE szog és ... killonboz6 oldalon fekvo belsé szogek;
4) az AOE sz06g és ... egy oldalon fekvd belsé szogek!
Nevezzétek meg, milyenek (megfeleld, kilonb6z6 olda-
lon fekvd vagy egy oldalon fekvd) lesznek a:
1) /.BOM és /DEM; 3) /BOE és ZOEC.
2) /BOE és /DEM;
328.° Rajzoljatok két egyenest és metsszétek Sket egy harma-
dik egyenessel. Szamozzatok meg a szogeket, amelyek az adott
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egyenesek metszésekor keletkeztek! Soroljatok fel azokat
a szogparokat melyek: 1) megfeleld szogek; 2) egy oldalon fekvd
belsé szogek; 3) kiilonb6z6 oldalon fekvé belsé szogek lesznek!

WGYAKORLATOK |

329.° Hogyan nevezziik az 1 és 2 szogeket a 223.4bran?

/

1 ! 1
2 2 2
7 /

a b c
223.abra

330.° Nevezzétek meg a 224.4bran 1évé kiilonb6z8 olda-
lon fekve, az egy oldalon fekvd bels6 sziogeket, valamint
a megfeleld szogeket!

C
K B B C
M
T D
S 0 A

224.abra 225.abra
331.° Irjatok le a 225. 4brdn 16vé szogek koziil melyek:

1) egy oldalon fekvd belsé szogek, ha BC és AD egyene-
seket metssziik az AB egyenessel,

2) egy oldalon fekvé belsé szogek, ha CE és CD egyene-
seket metssziik az AD egyenessel

3) kiilonbo6z6 oldalon fekvd bels6 szogek, ha BC és AD
egyeneseket metssziik az CE egyenessel

4) megfeleld szogek, ha CE és CD egyeneseket metsz-
szik az AD egyenessel
5) egy oldalon fekvd belsé szogek, ha BC és AD egyenese-
ket metssziik a CE egyenessel.
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332.° A 226. a—d abriin 1évd a és b egyenesek koziil
melyek lesznek parhuzamosak?

C
a / a Koz o \° A\
28° 108° /16°
154°
b 29° b 52° b 72° b
7 ~7 \ N
a b c d
226.abra

333.° Parhuzamosak-e a 227. 4bran 1év6 a és b egyene-
sek, ha:

1) /3= /6; 1Lz 4

2) £2=/6; B\vaA

3) £4=125° /6=55°% EWZV ,
4) £2=385° £5=146°

5) £1=98° /6=82° 7W

6) £1=143°, £L7=37°? 227.abra

334.° A 228. a -d 4brak melyikén lesznek az m és n egye-
nesek parhuzamosak?

m 1030 260 k 1590

128° mn
n

n
k 52 f
m nloge 156°
a b c d
228.abra

335.° A 229.4bran nevezzétek meg az 6sszes parhuzamos
egyenespart!
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[\

3

/

229.abra 230.abra
336.° irjétok le, hogy a 230.abran 1év6 egyenesek koziil
melyek lesznek parhuzamosak, ha £1=53°, £2=128°,
£3=127°,
337.° A 231.4bran az £1+/2=180°. Bizonyitsatok be,
hogy az a és b egyenesek parhuzamosak!

vy, QA
b2y

231.abra 232.abra 233.abra

338.” A 232.4bran az /1= ./2. Bizonyitsatok be, hogy az
apsaml b és ¢ mapaJiesbHi.

339.° A 233.4bran az AABC =ADEF, AB=
= DE. Bizonyitsatok be, hogy az AC||DF. p c
340.° A 234.4bran az AABC =ADCE, AC =

= DE. Bizonyitsatok be, hogy az AB||CD. 4

341." A 235.4bran az AB=BC, CD=DK. 234.abra
Bizonyitsatok be, hogy az AB|| DK.

342.° A 236.abran az AK félegyenes a BAC szogfelezdje,
AM = MK. Bizonyitsatok be, hogy MK || AC.

E

B
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B B C

B

N w/\k

\\4/ A cC A : D

235.abra 236.abra 237.abra

343." A 237.4abran az ZACB=/ACD, AD=CD.
Bizonyitsatok be, hogy az BC|| AD.

344.° Az ABC haromszégben AB=BC, ZA=60°. BCD
sz0g mellékszoge az ACB szognek, a CM félegyenes a BCD
szog szogfelezgje. Bizonyitsatok be, hogy AB||CM.

345.° Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egy-
mast, és ebben a pontban felezik is egymast. Bizonyitsa-
tok be, hogy AC|| BD.

346." A 238.abran az AB=CD, BC= AD. Bizonyitsatok
be, hogy az AB|| CD.

238.abra 239.abra 240.abra

347.° A 239. abran az a, b és k egyenesek lathatok. Ismert,
hogy egy m egyenes metszi az a egyenest. Metszi-e az m
egyenes a b-t?

348.° Milyen lesz a 240. abran 1évé CD és EF egyenesek
kolesonos helyzete?

349.” Az ABC szog 60°, a BCD szog pedig 120°. Ki lehet-e
jelenteni, hogy az AB és CD egyenesek parhuzamosak?
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350.” Az a és ¢ egyenesek altal bezart szoge egyenls a b
és c egyenesek altal bezart szoggel. Ki lehet- e jelenteni,
hogy az a és b egyenesek parhuzamosak?

351.” Az a és b egyeneseket metsz6 ¢ egyenes altal keletke-
zett nyolc szog kozll négy szog 40°-0s, a tobbi pedig 140°-os.
Ki lehet-e jelenteni, hogy az a és b egyenesek parhuzamosak?
352." Egy egyenes az ABC harom szog BM szogfelez6jét
egy O pontban metszi, amely a BM szakasz felezdpontja,
a BC oldalat pedig egy K pontban. Bizonyitsatok be, hogy
ha OK L BM, akkor MK || AB.

353." Az AM és CK szakaszok az ABC haromszog sulyvonalai.
Az AM szakasz M pontjan tali meghosszabbitasan felmértek egy
MF szakaszt, a CK szakasz K pontjan tuli meghosszabbitasan
pedig egy KD szakaszt Ugy, hogy MF = AM, KD = CK. Bizonyit-
satok be, hogy a B, D és F pontok egy egyenesre illeszkednek?

ISMETLO GYAKORLATOK I

354. Az OC félegyenes az AOB szoget Ggy osztja két részre,
hogy ZAOC:/ZBOC=3:5. Hatarozzatok meg az OC fél-
egyenes és az AOB szog szogfelezbje al-
tal bezart szoget, ha BOC szog 42° -kal

nagyobb az AOC szdgnél! B

355. A 241.4abran AB=BC, ZABK =

=/CBM. Bizonyitsatok be, hogy az

BM = BK.

356. Az ABC és ADC egyenl6szari ha- Ao M K C
romszogeknek AC a kozos alapjuk. A BD 241.4bra

egyenes az AC szakaszt az E pontban
metszi. Bizonyitsatok be, hogy AE = EC!

Yy FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

e SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
357. Mondjatok példakat arra, amikor egy haromszognek
és egy négyszognek a kozos része (metszete) nyolcszog!
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E EUKLEIDESZ OTODIK POSZTULATUMA IS

A 6. pontban megismerkedtetek azzal, hogy az axio-
ma egy egyértelm(, nyilvanvalé kijelentés. Akkor viszont
az 1.1. és az.5.1 tételeket miért nem soroljak az axiomak
kozé, hiszen ezek is egyértelmlek? Erre a kérdésre a fele-
let kézenfekvs: ha valamilyen kijelentést be lehet bizonyi-
tani axiomak alkalmazasaval vagy mar bizonyitott tételek-
kel, akkor az ilyen kijelentés mar tétel lesz és nem axiéoma.

Ebbdl az allaspontbdl vizsgalva, egy nagyon tanulsagos
torténet Eukleidész. 6todik posztulatuma (emlékeztetdul:
a Mértan torténete fejezetben mar megfogalmaztuk az els6
négy posztulatumot).

V posztulatum

Ha egy egyenes ugy metsz két egyenest, hogy
az egyik oldalan keletkez6 bels6 szogek 6sszege, kisebb
két derékszognél, akkor e két egyenes a metszonek ezen
oldalan meghosszabbitva metszi egymast (242. abra)

Ha egy egyenes ugy metsz két egyenest, hogy az egyik ol-
dalan keletkez6 belsé szogek Gsszege, kisebb két derékszognél,
akkor e két egyenes a metszonek ezen oldalan
meghosszabbitva metszi egymast (242. abra). o

Be lehet bizonyitani, hogy az 6tédik posz- B
tulatum és a 13. pontban megadott egyenesek
parhuzamossagi axiomaja egyenértékiek,
vagyis a posztuldtumbél kévetkezik az axig- &+ P <180°
ma, az axiomabol pedig a posztulatum. 242.abra

Tobb mint husz évszazadon keresztiil
nagyon sok tudoés probalkozott az 6todik
posztulatum bebizonyitasaval, vagyis levezetni azt a tobbi
euklideszi axidoma segitségével. De csak a XIX. szazad ele-
jén jutott el egymastol fliggetleniil néhany matematikus
a kovetkez6 megallapitasra: az az allitas, hogy az adott
egyeneshez egy kiils6 ponton at egyetlen parhuzamos
hizhatdl — axidoma.
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Nektek ugy tlinhet, hogy ebben nincs semmi kiilonle-
ges: csak a parhuzamossagi axiémat kell az eddig ismert
axiomakhoz hozzakapcsolni és bizonyithatok a tételek.

De ha a futball jatékszabalyaihoz hozzaadunk még
egyet, példaul megengedjiik, hogy a jatékosok a keziiket
1s hasznalhassak, akkor egy egészen mas jatékot kapunk.

Ha az 6todik posztulatum egy elfogadott szabaly,
és nem tétel, akkor azt helyettesithetjiik egy masik sza-
ballyal- vele ellentétes allitassal: az adott egyeneshez egy
kiils6 ponton at legalabb két egyenes htizhato, amely nem
metszi az adott egyenest. Ez az ) axidma lehetdséget biz-
tosit egy 1) geometria felépitéséhezl — a nem euklideszi
geometriat.

15. Parhuzamos egyenesek tulajdonsagai

15.1. tétel (a 14.1tétel forditottja). Ha két parhu-
zamos egyenest egy harmadik metsz, akkor a kii-
lonbézo oldalakon lévé szogparok (valtoszogek)
egyenlok.

Bizonyitas: © A 243. abran az a és b egyenesek par-
huzamosak, ¢ pedig az 6ket metszé egyenes. Bebizonyit-
juk, hogy £1=/2.

Legyen £1# /2. Ekkor a K ponton keresztil fektetiink
egy olyan a, egyenest, hogy £3=/2 (243. dbra). A 3-as
és a 2-es szogek az a, és b, valamint az Gket metszd' ¢
egyenesek kiilonb6zd oldalain fekvs szogei lesznek. Két

u egyenes parhuzamossaganak ismerteto-
\17\1{/" o Jele alapjan (48.1. tétel) az a,||b. Azt
kaptuk, hogy a K pontra két egyenes il-
leszkedik, melyek parhuzamosak a b
2 b egyenessel. Ez ellentmond a parhuza-
mossagl axidmanak. Vagyis a feltétele-
zésink nem igaz, tehat £1=/2.@

243. abra
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A 15.2. tétel (a 14.3. tétel forditottja (inverze)). Ha
két parhuzamos egyenest egy harmadikkal metsziink,
akkor a megfelelé szogek (egyallasu szogek) egyenlok.

Bizonyitds: © A 244. abran az a és b egyenesek par-
huzamosak, a ¢ egyenes pedig metsz6 egyenes. Bebizonyit-
juk, hogy /1= /2.

A parhuzamos egyenesek tulajdonsaga (15.1. tétel)
alapjan a 3-as és a 2-es szogek egyenl6k, mint az a és b
parhuzamos egyenesek és a ¢ metsz0 egyenes altal alko-
tott kiillonb6z6 oldali szogek. De a 3-as és az 1-es szogek
1s egyenlok, mint cstcsszogek. Tehat £/1=/2.@®

A 15.3. tétel (a 14.2. tétel forditottja (inverze)) Ha
két parhuzamos egyenest egy harmadikkal metssziink,
akkor az egyoldali szogek (tarsszogek) osszege 180°.

Bizonyitas: © A 245. abran az a és b parhuzamos
egyenesek, a ¢ egyenes pedig metsz6 egyenes. Bebizonyit-
juk, hogy 1+ £2=180°.

c
c c a
1 ¢ / a ]
3 3 1 b
2 b 2 b
/ /
244, abra 245.abra 246.abra

Az egyenesek parhuzamossaganak tulajdonsaga alap-
jan (15.1. tétel) a 3-as és a 2-es szogek egyenldk, mint
az a és b parhuzamos egyenesek és a ¢ metszd egyenes
altal alkotott kiilonb6z6 oldali szogek. De a 3-as és az 1-es
szogek mellékszogek, ezért £1+23=180°. Tehat,
Z1+/2=180°. @

Kovetkezmény. Ha az egyenes merdéleges két par-
huzamos egyenes koziil az egyikre, akkor merdleges
lesz a masikra is (246. abra).

Ezt a kovetkezményt 6nalléan bizonyitsatok be!
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O—m 1. feladat. Bizonyitsatok be, hogy a parhuzamos
egyeneseknek minden pontja egyenld tavolsagra van
a masik egyenestol.

Megolddas. Legyen a és b parhuzamos egyenesek (247.
abra), az M és N pedig az a egyenes két tetszbleges pontja.
Ezekbdl MK és NP merdlegeseket bocsatunk a b egyenes-
re. Bebizonyitjuk, hogy MK = NP.

Megvizsgaljuk az MKN és PNK haromszogeket. A KN

szakasz a kozos oldaluk. Mivel MK 1 b

a M N 4s NPLb, ezért MK|NP, az MKN
és PNK szogek egyenl6k, mint az MK
és NP parhuzamos egyenesek és a KN

b - metsz6 egyenese altal alkotott kiilonb6zd

K P oldali szogek.
247.abra Hasonléan az MNK és PKN szogek

is egyenl6k, mint az MN és KP parhuzamos
egyenesek és a KN metsz6 egyenes altal alkotott kiilonb6zo
oldali szogek.

Tehat az MKN és PNK haromszogek egybevagok az oldaluk
és a rajtuk 1évo két szogiik alapjan, vagyis a haromszogek egy-
bevagésaganak masodik alapesete szerint. Ezért MK = NP. 4

Meghatarozas. Két parhuzamos egyenes kozti
tavolsagnak, az egyenes barmely pontja és a masik
egyenes kozti tavolsagot nevezziik.

A 247. abran példaul az a és b parhuzamos egyenesek
kozotti tavolsag az MK szakasz hossza lesz.

2. feladat. A 248. abran az AK szakasz az ABC harom-
szog szogfelezbje, MK || AC. Bizonyitsatok be, hogy az AMK
haromszog egyenld szaru.

Megoldas. Mivel az AK az ABC harom- B
szog szogfelezGje, ezért /MAK = /KAC.

A KAC és MKA szogek egyenl6k, mint M K
az MK és AC parhuzamos egyenesek és az
AK metsz6 egyenes altal alkotott kiilonb6z6
oldali szogek. Vagyis ZMAK =/ZMKA.
Tehat az AMK haromszog egyenld szari. €

A C
248.abra
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m 1. Milyen tulajdonsaga van a kiilénb6z6 oldalon 1€v6 (valtdszogeknek)
szogeknek, melyek két parhuzamos egyenes és a metszd egyenes altal
keletkeznek? 2. Milyen tulajdonsaga van a megfelel6 (egyallasu) sz6-
geknek, melyek két parhuzamos egyenes és a metsz6 egyenes altal
keletkeznek? 3. Milyen tulajdonsaga van az egyoldali belsé (tars) sz6-
geknek, melyek két parhuzamos egyenes és a metsz6 egyenes altal
keletkeznek? 4. Ismert, hogy az egyenes merdleges a két parhuzamos
egyenes kozll az egyikre. Biztosan meréleges lesz-e a masik egyenesre
is? 5. Mit nevezlnk két parhuzamos egyenes kozotti tavolsagnak?

B iMeHHHKAX KIHOYOTO POAY OOHHHHU B OPYIHOMY
BIAMIHKY IIepe] 3aKiHYeHHIM M SKl IIPUTOJIOCH] Ta IIUILISYL
3ByKH [3%], [4], [11] momoBskyroThes. Ha mucbMi IomoBXKeHHS IIPH-
TOJIOCHOTO 3BYKa IEpeaaeMo JBOMAa OJHAKOBUMH OyKBaMU, a 3a-
KIHYEeHHS — OYKBOIO ¥0: 810CMAHb — 8I0CIMAHHKIO, 2PDAHD — 2DAHHIO,
81Cb — 8lCCI0, 0lA2OHAJIb — 0lA2OHAJIILIO.

)
WGYAKORLATOK -

358.° 4 249. abran az a és b egyenesek parhuzamosak.

1) EgyenlGk-e az 1 és 5 szogek? 2) 4 és 6 szogek? 2 és 8 szogek?
2) Mennyi a 3 és 5 szogek Osszege?

Magyarazzatok meg a valaszt!

509
a b
2/3 6/7 21 m
1/4 5/8 3
n
249.abra 250.abra 251.abra

359.° A 250.4bran az a és b egyenesek parhuzamosak. Ha-
tarozzatok meg az /1, £2 és /3.

360.” A 251.4brdn az m és n egyenesek parhuzamosak.
Hatarozzatok meg az £1, £2 és /3.
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361.° Két parhuzamos egyenes egy harmadikkal valé met-
szésekor kapott szogek egyike 28°. Lehet e a keletkezett
szogek kozott olyan szog, melynek mértéke: 1) 142°; 2) 152°?
362.° Két parhuzamos egyenesnek egy harmadikkal valé
metszésekor keletkezett valtoszogek osszege 290°. Hata-
rozzatok meg ezeket a szogeket!

363.° Két parhuzamos egyenesnek harmadikkal val6 met-
szésekor keletkezett egyallasu szogek Osszege 56°. Hata-
rozzatok meg ezeket a szogeket!

364.° A 252.4bran hatarozd meg az 1 szoget!
o N\ aw] |

o/ \d o] :

252.abra 253.abra

365.” A 253.4bran hatdrozd meg az 2 szoget!
366.° A 254. abran az £1=/2, a1l n. Bizonyitsatok be,
hogy az b L n.

254.abra 255.abra

367.” A 255. 4bran az a Lc, bl c. Bizonyitsatok be, hogy
az L1=/2.

368.° Két parhuzamos egyenesnek egy harmadikkal val
metszésekor kapott tarsszogek kiilonbsége 50°. Hatarozza-
tok meg ezeket a szogeket!
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369.° 369. Két parhuzamos egyenesnek egy harmadikkal
valdé metszésekor kapott tarsszogek egyike 4-szer nagyobb
a masiknal. Hatarozzatok meg ezeket a szogeket!

370.° A 256.4bran m||n, pllk, £1=50°. Hatirozzitok
meg a 2, 3 és 4-es szogeket!

n A/

e
VL

256.abra

371.° Az ABC egyenl§ szarti haromszognek az AC alapja-
val parhuzamos egyenes az AB és BC szarat megfelelGen
a D és F pontokban metszi. Bizonyitsatok be, hogy a DBF
haromszog egyenld szaru!
372. Az ABC egyenl6 szaru haromszog (AB = BC) AC
és BC oldalainak meghosszabbitasan az A és B pontokon
tal egy P és K pontot ugy vették fel, hogy PK || AB. Bizo-
nyitsatok be, hogy a KPC haromszog egyenl6 szard!
373.° Az AB és CD szakaszok az O pontban metszik egy-
mast, AO=BO, AC| BD. Bizonyitsatok be, hogy az
CO = DO.
374." Az MK és DE szakaszok az F pontban metszik egy-
mast, DK | ME, DK =ME. Bizonyitsatok be, hogy az
AMEF = AKDF.
375.° Vélaszoljatok a kérdésekre!

1) Lehetnek-e tompaszogek a két parhuzamos és a met-
sz0 egyenesiik altal keletkezett tarsszogek?

2) Lehet-e a két parhuzamos és a metsz6 egyenesik
altal keletkezett valtoszogek osszege 180°?

3) Lehetnek-e egyenl6 sziogek a két parhuzamos
és a metsz6 egyenesik altal keletkezett tarsszogek?
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376.° A 257. abran AB||CD, BC|| AD. Bizonyitsatok be,
hogy az BC = AD.
377.° A 257. abran BC = AD, BC|| AD. Bizonyitsatok be,
hogy az AB||CD.

M B K
B C M/:E/

F

A D A C
257.abra 258.abra 259.abra

378.° A 258. abran MK | EF, ME=EF, ZKMF =70°.
Hatarozzatok meg az MEF szoget!

379.° A 259. abran. A ABC haromszog B csucsan keresztiil
az AC egyenessel parhuzamosan egy MK egyenest huztak,
ZMBA = =42°, Z/CBK =56°. Hatarozzatok meg az ABC
haromszog szogeit!

380." Az ABC haromszog A csicsan atmend, a szemkozti
oldallal parhuzamos egyenes az AC oldallal olyan szoget
zar be, amely a BAC szoggel egyenlS. Bizonyitsatok be,
hogy az ABC haromszog egyenl6 szard!

381.° Bizonyitsatok be, hogy két parhuzamos egyenes egy
harmadik egyenessel valoé metszésekor a valtoszogek szog-
felez6i parhuzamosak!

382.° Bizonyitsatok be, hogy két parhuzamos egyenes egy
harmadik egyenessel valé6 metszésekor az egyallasu szog-
felez6i parhuzamosak!

383.° A 260. abran ZMAB=50°, ZABK =130°,
ZACB=40° CE az ACD szog szogfelez6je. Hatarozzatok
meg az ACE haromszog szogeit!

384." A 261. abran BE 1 AK, CF 1 AK, CK az FCD szog
szogfelezGje, ZABE =62°. Hatarozzatok meg az ACK szoget!
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C

M Ay o} D B
s S M K
K /B /C D A E F K A D E
260.abra 261.abra 262.abra

385." A 262. 4brian BC| MK, BK=KE, CK=KD.
Bizonyitsatok be, hogy az AD| MK.

386." A 263. abran AB=AC, AF=FE, AB| EF.
Bizonyitsatok be, hogy az AE 1 BC.

387." Az ABC egyenl6 szaru haromszog alapja AC. A BD
szogfelezbjének egy tetszlleges M pontjan keresztiil egye-
neseket huztak, melyek parhuzamosak az AB és BC olda-
lakkal, és az AC oldalt megfeleléen az E és F pontokban
metszik. Bizonyitsatok be, hogy DE = DF.

388." A 264. abran AB| DE. Bizonyitsatok be, hogy az
/BCD ==/ABC+ ZCDE.

B B A B A
E
C C
A _F _C D E D E

263.abra 264.abra 265.abra

389." A 265. abran AB| DE, ZABC=120°, ZCDE =
=150°. Bizonyitsatok be, hogy az BC L CD.

390." Az ABC haromszog B csucsan at egy egyenest
huztak parhuzamosan a haromszog AM szogfelezGjével.
Ez az egyenes az AC oldalt egy K pontban metszi. Bizo-
nyitsatok be, hogy a BAK haromszog egyenlGszara!



148 § 3. Parhuzamos egyenesek. A haromszog szogeinek dsszege @ﬁ

391.% Az ABC haromszog AE és CF szogfelezGinek O met-
széspontjan keresztil az AC egyenessel parhuzamos egye-
nest huztunk. Ez az egyenes az AB oldalt egy M pontban,
a BC oldalt pedig egy K pontban metszi. MK = AM +CK.
392.% Az ABC haromszog BAC és BCA szogeinek szogfele-
z01 az O pontban metszik egymast. Ezen a ponton at az AB
és BC egyenesekkel parhuzamos egyenesek az AC oldalt
rendre egy M és egy K pontban metszik. Bizonyitsatok be,
hogy az MOK haromszog kerilete egyenl6 az AC oldallal!

@i ISMETLO GYAKORLATOK I

393. Az AB szakaszon ugy vették fel a C pontot, hogy
AC : BC=2:1. Az AC szakaszon ugy jeloltiink egy D pon-
tot, hogy AD : CD =3 : 2. A D pont milyen aranyban osztja
az AB szakaszt?

394. Az AC és BD szakaszok az O pontban metszik egy-
mast, AB= BC = CD = AD. Bizonyitsatok be, hogy AC 1 BD.
395. Az MOE haromszog MO oldalan ugy vettek fel egy
A pontot, a TPK haromszog TP oldalan pedig egy B pon-

tot, hogy AM = TB. Milyen lesz a BKP szog fokmértéke, ha
MO=TP, Z/M=/T, £LO=/P, LZAEO=17°?

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK, SZERKESSZETEK,
O KEPZELJETEK EL

396. A 266. abran egy nagyon bo-
nyolult zart térottvonal lathato.
A torottvonal egy sokszoget hatarol. @@
A rajzon jeloltek egy tetszlleges
pontot. Hogyan lehet leghamarabb
meghatarozni, hogy a pont a sok-

szoghoz illeszkedik, vagy nem illesz-
kedik hozza? 266.4bra
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16. A haromszog szogeinek osszege

A haromszog a sikmértan legfontosabb alakzatja. A ha-
romszogek vilaga nagyon valtozatos, de a kovetkezd tulaj-
donsag minden haromszogre jellemz6 lesz.

16.1. tétel. A haromszog szogeinek osszege 180°.

Bizonyitas: © Vizsgaljunk meg egy tetszlleges ABC
haromszoget. Bekell bizonyitani, hogy ZA+ ZB+ ZC =180°.

A B cstucsan keresztil egy olyan a egyenest huzunk,
amely parhuzamos az AC egyenessel (267. abra). Azt kap-
tuk, hogy az ZA és az Z£1 egyenldk, mint az AC és a par-
huzamos egyenesek valamint az AB metsz6 egyenesek al-
tal alkotott (valtészogek) kiilonbozo oldalon fekvd szogek.
Hasonléan bizonyitjuk, hogy ZC=./3. De az 1l-es, 2-es
és 3-as szogek B csucsu egyenesszoget alkotnak. Teha
LA+ ZABC+£C=/£1+/2+/3=180°. @

267.abra 268.abra

Kovetkezmény. A haromszog szogei kézott leg-
alabb két hegyesszog van.

Bizonyitsatok be ezt a kovetkezményt onalléan.

Ebbél a kovetkezménybdl az is addodik, hogy az egyenlo
szard haromszognek az alapon fekvl szoge mindig hegyesszog.

Meghatarozas. A haromszog kiils6 szogének azt
a szoget nevezzilk, amely mellékszoge a haromszog
szogének.

A 268. abran az l-es, 2-es és 3-as szogek lesznek
az ABC haromszog kiils6 szogei.
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16.2. tétel. A haromszog kiilsé szoge egyenlé a vele
mellékszoget nem alkoté két belsé sz6g osszegével.

Bizonyitds: © A 268. abran az 1-es, 2-es és 3-as sz0-
gek az ABC haromszog kiils6 szogei. Be kell bizonyitani,
hogy /1 ==/5+/6, /2=/4+ /6, /3=/4+ /5.

Bebizonyitjuk a harom egyenlség kozil példaul az el-
st (a tobbi egyenldség is hasonldéan bizonyithatd).

A mellékszogek tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy
Z1+/24=180°. A haromszog szogeinek Osszegérol szolod
tétel alapjan Z4+ 5+ 26=180°. Ezekbdl kovetkezik,
hogy A1+/44=/4+/5+ /6, innen pedig kapjuk, hogy
Z1=/5+/6.®

Kovetkezmény. A haromszog kiilsé szége nagyobb
a vele mellékszoget nem alkoto barmely belsé szognél.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a kovetkezményt.

O-r Feladat. Az ABC haromszog CM sulyvonala
az AB oldal felével egyenlS. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog derékszog!

Megoldas. A feladat feltétele alapjan AM =CM
(269.abra). Tehat az AMC haromszogben az A és az ACM

szogek egyenlGk. o

" M B 269.abra

A feltétel alapjan a BM = CM, ebbdl kovetkezik, hogy
a BMC haromszog B és BCM szogek egyenldk.

Az ACB haromszogben: ZA+ /ZB+ ZACB=180°. Figye-
lembe véve, hogy ZA=/ACM és /B=/BCM, innen Kko-
vetkezik, hogy ZACM + Z/BCM + ZACB=180°.

Mivel ZACM + ZBCM = ZACB, ebbdl kovetkezik, hogy
2/ACB=180°. Tehat, ZACB=90°.

Az ABC haromszog derékszogl. 4

A
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m 1. Mivel egyenl6 a haromszog szdgeinek 6sszege? 2. Legalabb hany he-
gyesszdge van barmelyik haromszdgnek? 3. Mi a haromszog kiils6 szoge?
4. Milyen 6sszefliggés van a haromszog kiils6 szoge és a vele mellékszo-
get nem alkot6 bels6 szogek kozott? 5. Hasonlitsatok 6ssze a haromszog
klils6 szO6gét, a vele mellékszoget nem alkot6 belsd szogével!

B iMeHHHKAX KIHOYOTO POLY OMHIHI, OCHOBA SIKHX
3aKIHUyeThCS JBOMA IIPUIOJOCHMMU 3BYKAMM, B OPYIHOMY Bif-
MIHKY IIepej 3aKIHYeHHSIM -y (-¥0) II0/I0B/KEeHHS 3BYKIB He BII0Y-
BAETHCS: 8/IACMUBLCMb — 8JIACIMUBLCIMIO, PIBHICMb — PLEHICMIO,
HepleHICMb — HePL8HICMIO, NAPAJIESIbHICIb — NAPAJIESIbHICIIO.

@GYAKORLATOK [

397.° Létezik-e olyan haromszoég, melynek szogei:
1) 20Y; 60Y és 80%; 2) 10Y; 40Y és 120Y?

398.° Hat4rozzatok meg a haromszog harmadik szogét, ha
a masik két szoge 35Y és 96Y.

399.° Hatdrozzatok meg 270.4bran 1év6 ABC hiromszog
ismeretlen szogeit!

B i\m
50° %\
A °
\<60° 125

D

270.abra 271.abra 272.abra

400.” Hat4rozzatok meg 271.4bran 1évé6 DEF haromszog
ismeretlen szogeit!

401.° A BD szakasz az ABC szogfelez8je (272.4bra).
ZA =40° ZC=70°. Hatarozzatok meg az ABD szoget!
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402.° A FK szakasz az DEF szogfelezgje E
(273.4bra). ZEFK =64°, /D=44°. Ha-
tarozzatok meg az E szoget! K

403.° A haromszog egyik szége haromszor

kisebb, mint a masik, és 35°-kal kisebb, D F
mint a harmadik szége. Hatarozzatok 273.abra
meg a haromszog szogeit!

404.° Hat4rozzatok meg a haromszog szogeit, ha fokmér-
tékiik aranya 2:3:7!

O— 405.° Hatdrozzatok meg az egyenld oldali harom-
sz0g szogeit!

O 406.° Hatarozzatok meg az egyenld szaru derékszogi
haromszog szogeit!

407.° Az egyenld szard haromszog alapon fekvd szoge 63°.
Hatarozzatok meg a cstcsanal 1év6 szogét (szarszogét)!
408.” Hatarozzatok meg az egyenld szari haromszog ala-
pon fekvd szogét, ha szarszoge 104°!

409.° Hatarozzatok meg az egyenld szart hdromszog szogeit, ha
a szarszoge szoge 4-szer nagyobb, mint az alapon fekve szoge!
410.” Hat4rozzatok meg az egyenld szart haromszog szoge-
it, ha az alapon fekv( szoge 48°-kal kisebb, mint a szarszoge!
411.° Hat4rozzatok meg az egyenld szard haromszog szo-
geit, ha az egyik szoge: 1) 110°; 2) 50°. Hany megoldasa
van a feladatnak?

412.° Hatdrozzatok meg az egyenld szart haromszog szo-
geit, ha az egyik szoge: 1) 42°; 2) 94°. Hany megoldasa van
a feladatnak?

413.° Az ABC haromszogben ismert, hogy ZC =90°, az AK
szogfelezd, Z/BAK =18°. Hatarozzatok meg az AKC
és ABC szogek mértékeit!

414.° Az ABC hiromszégben tudjuk, hogy AB = BC, CK szogfe-
lez6, ZA =66°. Hatarozzatok meg az AKC szog mértékét!
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415.° Az ABC haromszog AK és CM szogfelezbi az O pont-
ban metszik egymast, ZLBAC=116°, Z/BCA =34°. Hata-
rozd meg az AOC szoget!

416.° Az egyenl8 szartd ABC haromszdgben, amelynek
B szarszoge 36°-os, meghuztak az AD szogfelez6t. Bizo-
nyitsatok be, hogy az ADB és CAD haromszogek egyenld
szaruak!

417.° Az ABC haromszdgben meghuztak a BF szogfelezét.
Hatarozzatok meg a C szogét, ha LA =39°, LAFB="178°.

418.° Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog egyik szoge
egyenlé a masik két szogének Osszegével, akkor az ilyen
haromszog derékszogl lesz!

419.° 4 274. abran nevezzétek meg a kiilsé szogeket:
1) az MEF haromszog E és F csucsainal;
2) az MKE haromszog E cstcsanal!

M B D
M
K E F N A C
274.abra 275.abra

420.° A 275. 4bran nevezzétek meg azokat a haromszogeket,
melyeknek a kilsé szoge: 1) AMB szog; 2) BMD szog lesz!

421.° A hiromszog egyik kiils6 szoge 75Y. Mivel lesz
egyenld:

1) az ehhez a cstcshoz tartozoé belsé szoge;

2) a vele mellékszoget nem alkoté szogek Osszege?

422.° Az ABC haromszogben, az /A =58°, Z/B="72°. Mek-
kora a C szog!
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423.° Lehet-e a hdromszog kiils6 szoge kisebb, mint a vele
mellékszoget alkotd szog? A kérdés megvalaszolasa utan
adjatok meg a haromszog tipusat!

424.° Allapitsétok meg a haromszog fajtajat, ha az egyik kil-
s6 szoge egyenld a vele mellékszoget alkotd belsé szogével!
425.” A haromszog egyik kiils§ szoge 136°, a haromszog
egyik szoge pedig 61°. Hatarozzatok meg a haromszog
ismeretlen szogét, amely nem alkot mellékszoget az adott
kiils6 szoggel!

426.° A haromszog egyik kiils6 szoge 154°. Hat4rozzatok meg
a haromszog azon szogeit, amelyek nem alkotnak mellékszo-
get az adott szoggel, és az egyik 28°-kal nagyobb a masiknal!
427.° A haromszog egyik kiils6 szoge 98°. Hatdrozzatok
meg a haromszog azon szogeit, amelyek nem alkotnak
mellékszoget az adott szoggel, ha az egyikilk 6-szor
kisebb, mint a m4asik!

428.° Hatdrozzatok meg az egyenld szard haromszog szo-
geit, ha a szarszogének kilsd szoge 38°!

429.° Az ABC egyenl§ szard haromszog alapja AC. Haté-
rozzatok meg a haromszog szogeit, ha az A csucsnal 1évo
kiils6 szoge 115°!

O—m 430.° Bizonyitsiatok be, hogyha az egyik hiromszog
két szoge megfeleléen egyenlé a masik haromszog két
szogével, akkor ezeknek a haromszogeknek a harmadik
szoguk 1s egyenldk!

431.° Az ABC haromszog oldalain (276. dbra) felvettek egy
E és F pontot agy, hogy £1= /2. Bizonyitsatok be, hogy
az /3=/4.

276.abra
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432.° A 277. dbran AD = BC, /A = /C. Bizonyitsatok be,
hogy az AAOD = ACOB.

433.° Hatarozzatok meg az egyenl6 szaru haromszog szo-
geit, ha az egyik kiils6 szoge egyenld: 1) 54°; 2) 112°! Hany
megoldasa lesz a feladatnak?

434." Az egyenl( szaru haromszog egyik kiils6 szoge 130°.
Hatarozzatok meg a haromszog szogeit. Hany megoldasa
lesz a feladatnak?

435.° Az ABC egyenlGszaru haromszog alapja AC, szogfele-
z01 az O pontban metszik egymast. Bizonyitsatok be, hogy
az AOC szog egyenld az ABC haromszog A cstdcsanal 1évg
kils6 szoggel!

D B

A C A D
277.abra 278.abra

436.° A 278.abran BC|| AD, /A =25°, /B=55° Hataroz-
zatok meg a CMD szoget!
437.° Az ABC egyenl6 szaru haromszog, melynek alapja

BC, BKI — a haromszog szogfelezdje, LZAKB=105°. Hata-
rozzatok meg az ABC haromszog szogeit!

438." Az ABC haromszog AB oldalan felvettek egy D pon-
tot ugy, hogy BD=BC, ZACD=15° /DCB=40°. Hata-
rozzatok meg az ABC haromszog szogeit!

439.° Az ABC haromszog C cstcsan at az AM szogfelezovel
parhuzamos egyenest huztak, amely az AB oldalt egy K
pontban metszi. Hatarozzatok meg az AKC haromszog
szogeit, ha ZBAC =70°.
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440.° A 279.4abran BC|AD, £ZB=100°, ZACD=95°,
Z£D =45°. Bizonyitsatok be, hogy az AB= BC.
B C

A D 279.abra

441.° Az ABC haromszogben az A és C szogek szogfelezdi
az O pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg az AOC
szoget, ha ZB=100°.

442.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenl@szaru haromszog
szarszogénél 1éve kiils6 szog szogfelezGje parhuzamos
az alappal!

443.° Bizonyitsatok be, hogyha az haromszog szarszogénél
1évo kils6 szog szogfelezdje parhuzamos az alappal, akkor
az ilyen haromszog egyenlGszaru!

444. Az ABC egyenlGszara haromszogben, melynek alapja
AC, az alapnal 1évl szoge 2-szer nagyobb a szarszogénél,
az AM szakasz a haromszog szogfelezdje. Bizonyitsatok be,
hogy BM = AC!
445.° Az ABC egyenlGszara haromszog alapja AC. A BC
oldalan gy vettek fel egy M pontot, hogy BM = AM = AC.
Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit!
O-r 446.° Bizonyitsatok be, hogy barmilyen haromszog-
ben van olyan szoég, amely: 1) nem kisebb, mint 60°; 2)
nem nagyobb, mint 60°!
447.” Allapitsatok meg a haromszog fajtajat, ha:
1) az egyik szoge nagyobb a két masik szog 6sszegénél;
2) barmelyik szoge kisebb, mint a masik két szog 6sszege!
448." 448. Allapitsatok meg a haromszog fajtajat, ha barmelyik
két szogének Osszege nagyobb, mint 90°!
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449.” Létezik-e olyan haromszog, melynek két szogfelezdje
merdleges egymasra?

450. Létezik-e olyan haromszog, melynek egyik szogfele-
zo0je felezi a masik szogfelezdjét?

451." Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit, ha a B
szogének szogfelezdje két egyenld szard haromszogre osztja azt!

452.% Az ABC haromszogben ZA=a, a B és C szogek kiil-
s6 szogeinek szogfelez6i az O pontban metszik egymast.
Hatarozzatok meg a BOC szoget!

453.% Az ABC egyenl§ szard haromszog AB és BC szérain
megfelelGen felvettek egy E és egy F pontot ugy, hogy AC =
AF = EF = BE. Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit!

454.% Az ABC haromszogben adott, hogy AB = 2 cm,
ZA=60° /B=7T0° Az AC oldalan ugy vettek fel egy D
pontot, hogy AD = 1 cm. Hatarozzatok meg a BDC harom-
szog szogeit!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

455. Egy egyenesen ugy vették fel az A, B é C pontokat,
hogy a B pont az A és C pontok kozott van és BC = 2 AB.
A BC szakaszon pedig a D bels6 pontjara teljesiil, hogy
BD : DC = 3 : 7. Hatarozzatok meg az AB és CD szakaszok
felez6pontjai tavolsagat, ha a CD szakasz 16 cm-rel hosz-
szabb a BD szakasznal!

456. Az ABC haromszog BM sulyvonalan Ggy vettek fel
egy O pontot, hogy ZOAC = ZOCA. Bizonyitsatok be, hogy
az ABC haromszog egyenloszara!

Yy FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

{65 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
457. Létezik-e olyan hatszog, barmelyik két atléojanak
nincs, a csucsoktdl kiilonbozdé k6zos pontja?
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17. A haromszog elemeivel kapcsolatos
egyenlotlenségek

Az ABC haromszog oldalai itvonalakat szemléltetnek
(280.4bra). Nektek az A pontbdl el kell jutni a C pontba.
Melyik Gtvonalat valasztjatok: a B ponton keresztiil, vagy
az AC utvonalon? A gyakorlat azt mutatja, hogy a maso-
dik eset rovidebb. A sejtéseteket a kovetkezd tétel igazolja.

280.abra

17.1. tétel (a haromszog egyenlotlenség). A ha-
romszog barmely oldalanak hossza kisebb a masik
két oldal hosszanak osszegénél.

Bizonyitas: ® Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget. Be kell
bizonyitani, hogy:

1) AB<AC+ CB;2) AC<AB+ BC; 3) BC<BA + AC.

Bebizonyitjuk az elsé egyenlGtlenséget (a masik két
bizonyitas hasonléan torténik).

Feltételezziik, hogy az az egyenlGtlenség, amit be
kell bizonyitani nem igaz. Ekkor AB > AC + CB vagy
AB=AC + CB.

1) Legyen AB > AC + CB. Akkor az AB oldalon fel lehet
venni a C, és C, pontokat ugy, hogy AC = AC, és BC = BC,
(281. abra). Mivel mi azt feltételeztiik, hogyha AB>AC + CB,
ezért AB > AC, + BC,. Tehat az AC, és BC, szakaszoknak
nincs kozos pontja.
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281.abra

Az AC,C és BC,C hegyesszogek lesznek, mert az AC,C
és BC,C egyenld szard haromszogeknek az alapon fekvd
megfeleld szogei. Ekkor az 1-es és 2-es szégek tompa-
szogek, mint a hegyesszogeknek a mellékszogei. Ellent-
mondasra jutottunk, mert igy a C,CC, haromszognek két
tompaszoge lenne.

2) Hasonléan bizonyithaté (6nalléan végezzétek el),
hogy az AB = AC + CB egyenlGséggel is ellentmondasra
jutunk. ®

A bebizonyitott tételbol kovetke-
zik, hogy amikor harom szakasz koziil
az egyiknek a hossza nem kisebb, mint / \
a masik két szakasz hosszanak az ossze-
ge, akkor ezek a szakaszok nem lehetnek 282.abra
egy haromszognek az oldalai (282. abra).

Az 24. pontban fogtok megismerkedni azzal, hogy ami-
kor harom adott szakasz koézil barmelyik kisebb, mint
a masik kettd Osszege, akkor ezek a szakaszok lehetnek
egy haromszog oldalai.

Mar tudjatok, hogy a haromszogben egyenld oldalak-
kal szemben egyenld szogek vannak, és egyenld szogekkel

szemkozt egyenl6k a haromszog oldalai (9., 10. pontok).
Ezeket a tulajdonsagokat a kovetkezo tétel egésziti ki.

17.2. tétel. Barmely haromszégben nagyobb oldal-
lal szemben nagyobb szo6g van, és forditva, nagyobb
szoggel szemben nagyobb oldal fekszik.
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Bizonyitds: ® 1) Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget,
melyben AB > BC. Be kell bizonyitani, hogy ZACB> /A
(283. abra).

B
B

283.abra 284.abra

Mivel AB > BC, ezért az AB oldalon van egy olyan M
pont, hogy BM = BC. Kaptunk egy MBC egyenld szaru
haromszoget, melyben /BMC = /BCM.

Mivel a BMC szég az AMC haromszog kilsé szoge,
ezért /BMC > /A. Az alabbi egyenlGtlenséglanc bizonyit-
ja a tétel elsd részét:

ZACB>/MCB=/BMC > /A.

2) Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget, melyben
ZC > /A. Be kell bizonyitani, hogy AB > BC.

Mivel ZACB> ZA, ezért az ACB szoget fel lehet osztani
ACM és MCB szogekre ugy, hogy LZACM = /A (284. abra).
Ekkor az AMC haromszog egyenlGszara lesz, MA és MC
egyenlé oldalakkal.

A BC oldalra felirjuk a haromszog -egyenlGtlenséget:
MC + MB > BC.

Kovetkezét kapjuk: AB=AM + MB = MC + MB > BC.®

Megjegyezzik, hogy a 17.2. tétel masodik felét indirekt
bizonyitassal is be lehet bizonyitani: feltételezziik, hogy
BC > AB, és ezutan alkalmazzuk a mar bebizonyitott elsé

részét a tételnek. Végezzétek el onalléan ezt a bizonyitast!

Feladat. Az ABC haromszég BM sulyvonal. Bizonyit-
suk be, hogy 2BM < AB + BC!
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Megoldas. A BM félegyenesen felvettek egy K pontot
ugy, hogy MK = BM (285.4bra).

A K

285.abra

Az ABM és KCM haromszogekben: AM = MC, BM =
MK, /AMB=_/CMK.

Tehat, az AABM =AKCM a haromszogek egybevago-
saganak elsé alapesete alapjan. Tehat AB = KC.

A BKC haromszog BK oldalara felirjuk a haromszog
egyenlotlenséget: BK < BC +CK. Figyelembe véve, hogy
BK =2BM és CK = AB, innen kapjuk, hogy: 2BM < AB +BC. 4

m 1. Fogalmazzatok meg a haromszog-egyenlGtlenségrél szolo tételt!
2. Fogalmazzatok meg a haromszog oldalai és szogei kdzotti 6ssze-
flggésroél sz616 tételt!

@GYAKORLATOK -

458.° Lehetnek e egy haromszognek az oldalai:

1) 6 cm, 5 cm, 12 cm; 2)6cm, 5cm, 11 cm?
459.° Hasonlitsatok 6ssze az ABC haromszog szogeit, ha:
1) AB> AC > BC; 2) AB=BC, BC > AC.

460.° Az ABC haromszégben ismert, hogy ZA=34°,

/B =28°. Hasonlitsatok 6ssze az AB, BC és AC oldalaikat!

461.° Hasonlitsatok 6ssze az ABC hiromszog oldalait, ha:
1) £C>/A> /B; 2) /B>/C, LA=/B.

462. Egy haromszog kertlilete 30 cm. Lehet-e az egyik ol-
dala: 1) 20 cm; 2) 15 cm?



162 § 3. Parhuzamos egyenesek. A haromszog szogeinek dsszege g&l

463." Egy haromszog két oldalanak hossza 7 cm és 9 cm.
Lehet-e a haromszog keriilete:

1) 20 cm; 2) 32 ¢cm; 3) 18 cm?

464.° Egy egyenld szara haromszog két oldala 7 cm
és 15 cm. Hatarozzatok meg a haromszog keriletét!

465. Egy egyenl6 szaru haromszog keriilete 20 cm. Le-
het-e a szaranak a hossza 5 cm?

466." Egy haromszog két oldala 3,4 cm és 6,1 cm. Milyen
lehet a harmadik oldal legkisebb egész szammal megad-
hat6 hossza?

467.° Egy haromszog két oldala 4,8 cm és 7,6 cm. Milyen
lehet a harmadik oldal legnagyobb egész szammal megad-
hat6 hossza?

468.° Létezik-e olyan haromszég, melynek egyik oldala
2 cm-rel kisebb a masiknal, és 6 cm-rel kisebb a harma-
diknal, ha keriilete 20 cm-rel egyenls?

469.° Létezik e olyan haromszog, melynek egyik oldala
1 cm-rel kisebb a masiknal és 3 cm-rel kisebb a harmadik
oldalanal, ha a kerilete 22 cm?

470.° Az ABC haromszog B szoge tompaszog. Az AB oldal
A pontja utani meghosszabbitasan jeloltiink egy tetszéle-
ges D pontot. Bizonyitsatok be, hogy CD > AC!

471. Az ABC haromszogrdl ismert, hogy ZC >90°. A BC
felvettek egy tetszdleges D pontot. Bizonyitsatok be, hogy
AD > AC!

O-mr 472.° Az A, B és C pontokra teljesil, hogy
AB = AC + CB egyenlGség. Bizonyitsatok be, hogy a C pont
az AB szakasz egyik bels6 pontja!

473. Az m egyenesen (286.abra) ha- A, ,B
tarozzatok meg egy olyan C pontot,
melynek az A és B pontokig mért tavol-

sagainak az 06sszege minimalis legyen!
Magyarazzatok meg a valaszotokat!
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474.% Egy haromszog egyik oldala 2,8 cm, a mésik 0,6 cm.
Hatarozzatok meg ennek a haromszognek a harmadik ol-
dalat, ha a hossza centiméterekben egész szam?

475.% Az AM szakasz az ABC haromszdg sulyvonala,
ZCAM > Z/BAM. Bizonyitsatok be, hogy AB > AC!

476.* Bizonyitsatok be, hogy a haromszog két oldaldnak
Osszege nagyobb, mint a harmadik oldalara bocsatott suly-
vonal kétszerese!

ISMETLO GYAKORLATOK I

477. Az ABC és CBD mellékszogek fokmértékének aranya
5 : 4. Hatarozzatok meg az ABC és ABD szog szogfelezbinek
hajlasszogét! Hany megoldasa van ennek a feladatnak?
478. Az ABC és MKE haromszégekrdl tudjuk, hogy
AB = MK, BC=KE, /B=/K. Az AB szakaszon felvettek
egy F pontot, az MK szakaszon pedig egy P pontot ugy,
hogy ZACF =/MEP. Mivel egyenl6 a CF szakasz hossza,
ha PE = 15 cm?

% MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT I

479. Egy kérhazban a folyosd egyenes szakaszan a kor-
termek bejaratai azonos tavolsagra vannak egymastol.
A folyosé melyik részén kell a névérszobat ugy kialakita-
ni, hogy kozte és kortermek bejaratai kozotti tavolsagok
Osszege a legkisebb legyen, ha a folyoson: 1) két korterem
talalhato; 2) harom korterem talalhato; 3) négy korterem
talalhato?

480. Két csiga egyszerre kezdett egyenes vonalban kuszni
egy pontbdl egy sikfeliileten kiilonb6z6 iranyokba (nem
feltétleniil ellentétes iranyba). Egy 1d6 utan kiderilt, hogy
az egyik csiga 2 m-t kiszott, a masik pedig 3 m-t. Mekko-
ra lehet a tavolsag kozottiik ebben a pillanatban?
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18. Derékszogii haromszog

A 287. abran az ABC derékszogl haromszog lathato,
melyben a ZC =90°.

A derékszogl haromszognek azt az oldalat, amely a derék-
szoggel szemben fekszik atfogonak, a derékszoget bezaro olda-
A lakat pedig befogoknak nevezziik (287. abra).

Két haromszog egybevagosaganak bizo-
nyitasahoz az egyenl6 elemeinek a meghata-
rozasa sziikséges. Barmilyen két derékszogi
haromszog egybevagdsagahoz az egyik elem
mindig adott, ez a derékszogiik. Ezért a de-
c Befogo B rékszogl haromszogeknek egyediek lesznek

287.abra az egybevagosag alapesetei.

%
o)
P

Befogo

18.1 tétel.(a derékszogli haromszogek
egybevagosaga atfogojuk és befogojuk alapjan). Ha
az egyik derékszogii haromszog atfogoja és befogoja
megfeleléen egyenlé a masik derékszogii haromszog
atfogojaval és befogojaval, akkor ezek a haromszo-
gek egybevagok.

Bizonyitas: ® Megvizsgaljuk az ABC és ABC és
A BC,, haromszdogeket, melyeknél ZC=2C,=90°,
AB=AB, AC=AC, (288. abra). Be kell bizonyitani,
hogy AABC =AA B.C,.

A A, A, (4)

[11]
B c 1 B (O B
288.abra 289.abra
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Az ABC és A B,C, haromszogeket ugy helyezziik el,
hogy az A csucsa egybeessen az A, csuccsal, a C csucs pe-
dig a C, csuccsal, a B és B, pontok pedig az A,C, egyenes-
hez viszonyitva kiilonboz6 félsikokhoz tartozzanak (289.
abra).

Ekkor ZACB+/ZACB =90°+90°=180°. Tehat,
BC,B, — sz0g egyenesszog lesz, ezért a B, C,, B, pontok

egy egyenesre illeszkednek. Megkaptuk a BA,B, egyenld
szaru haromszoget, melynek szarai A,B és A B, magassa-
ga pedig A, C, (289. abra). Ekkor az A,C, (289. abra). Ek-
kor az A,C;, a haromszog sulyvonala, vagyis C,B=C,B,.
Tehat az A BC, és AB/C, haromszogek egybevagok
az egybevagosag harmadik alapesete alapjan. ®

A feladatok megoldasa soran érdemes még a derék-
szogl haromszogek egybevagosaganak tobbi alapeseteit
1s alkalmaznai.

A derékszogli haromszogek egybevagosaga két
befogojuk alapjan. Ha az egyik derékszégii harom-
szog befogoi megfeleléen egyenlék a masik derékszo-
gl haromszog befogoival, akkor ezek a haromszogek
egybevagok.

A derékszogli haromszogek egybevagosaga
befogojuk és rajta 1évo szoge alapjan. Ha az egyik
derékszogii haromszog befogdja és a rajta fekvé szo-
ge megfeleléen egyenlék a masik derékszogii harom-
sz6g befogojaval és rajta fekvé szégével, akkor ezek
a haromszogek egybevagok.

Egyértelmd, hogyha az egyik derékszogd haromszog
hegyesszoge egyenld a masik derékszogd haromszog he-
gyesszogével, akkor mindkét hegyesszogik egyenlGk. Al-
kalmazva ezt a megallapitast, a derékszogld haromszogek
egybevagisaganak alapeseteit még két alapesettel lehet
kiegésziteni.
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A derékszogli haromszogek egybevagosaga
befogdjuk és szemkozti hegyesszogik alapjan. Ha
az egyik derékszogii haromszog befogoja és a befogo-
val szemkozti hegyesszoge megfeleléen egyenlé a ma-
sik haromszog befogojaval és szemkézti szégével,
akkor ezek a haromszogek egybevagok.

A derékszoglii haromszogek egybevagosaga
az atfogoja és hegyesszoge alapjan. Ha a derékszo-
gl haromszog atfogoja és hegyesszoge megfeleléen
egyenlé a masik haromszog atfogojaval és hegyesszo-
gével, akkor ezek a haromszogek egybevagok.

Feladat. Bizonyitsatok be a derékszogl haromszogek
egybevagosagat, hegyesszogiik és ennek a szognek szogfe-
lezgje alapjan!

Megoldas. Az ABC és A,B,C, haromszogeket (290.
dbra) /C=/C,=90°, /BAC=/BAC,, az AD és AD,
szakaszok a szogfelezék és AD = A D .

Ekkor: ZCAD = %LBAC = %LBIAICI = /C,AD,.

Mivel AD=AD,, ezért az ACD

B B,
és B,A,C.D, derékszogli haromszogek
egybevagok, az atfogojuk és a hegyes

D D szogik alapjan. Ebbdl kovetkezik AC =

1 , ,
A, C, és ZBAC=/BAC, ezért
. |

A C, A, az ABC és A B,C, derékszogli harom-
290.4bra szogek egybevagok a befogdjuk és a raj-
ta fekvd hegyesszogiik alapjan. €

m 1. Milyen haromszéget neveziink derékszoglinek? 2. A derékszogl
haromszog melyik oldalat nevezziik atfogonak? 3. A derékszogl ha-
romszog melyik oldalat nevezzik befogénak? 4. Fogalmazzatok
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meg a derékszogl haromszogek egybevagosaganak alapesetét atfo-
gbja és befogbja alapjan. 5. Fogalmazzatok meg a derékszdgl harom-
sz0gek egybevagosaganak alapesetét két befogdja alapjan. 6. Fogal-
mazzatok meg a derékszogl haromszogek egybevagdsaganak alap-
esetét befogdja és rajta fekvd szdge alapjan. 7. Fogalmazzatok meg
a derékszogl haromszogek egybevagdosaganak alapesetét befogbja
és vele szemkozti hegyesszige alapjan. 8. Fogalmazzatok meg a de-
rékszogl haromszogek egybevagosaganak alapesetét atfogdja és he-
gyesszOge alapjan. 9. Mennyi a derékszogl haromszog hegyesszoge-
inek 0sszege?

\@9\ GYAKORLATI FELADATOK I

481.° Derékszogli vonalzd és vonalzd segitségével rajzoljatok
derékszoglh haromszoget, ha:
1) befogdi 3 cm és 4 cm egyenldk;
2) az egyik befogdja 2,5 cm, rajta fekvo szoge 40°-os;
3) atfogdja 6 cm, az egyik hegyesszoge 70°-o0s!
Jeloljétek meg a lerajzolt haromszogeket, és nevezzé-
tek meg mindegyiknek a befogéit és az atfogojat!
482.° Derékszogl vonalzé és vonalzé segitségével rajzolja-
tok egyenld szaru derékszogd haromszoget, ha:
1) a befogéi 5 cm egyenldk;
2) az atfogdja 4 cm egyenld!

@GYAKORLATOK |

483.° 4 291. abran az MKE derékszogli M
haromszog lathato, melynek K a derékszoge.
Nevezzétek meg:

1) a haromszog befogoit és atfogdjat;

2) az E szog melletti befogot;

3) az M szoggel szembeni befogét! K E

291.abra
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484.° A 292. 4bran az ABC haromszog ma- B
gassaga AD. Keressetek ezen az abran
derékszogl haromszogeket, mindegyiknek

. V4 / ol D
nevezzétek meg a befogéit és atfogojat!
485.° A derékszogli hdromszog egyik he- n o

gyesszogének a fokmértéke 43°. Hataroz- )
. , . s 292.abra
zatok meg a masik hegyesszogét!

486.° Hatarozzatok meg a derékszogi ha-
romszog hegyesszogeit, ha a fokmértékeinek aranya 7:8!
487.° Hatarozzatok meg a derékszogi haromszog hegyes-
szogeit, ha az egyikiik 32°-kal nagyobb a masiknal!

488.° A derékszogl haromszog atfogéra bocsatott magas-
saga és az egyik befogdja kozotti szog 76°. Hatarozzatok
meg a haromszog hegyesszogeit!

489.° Hat4rozzatok meg a derékszogli hdromszoég derék-
szogének szogfelezdje és az atfogdja hajlasszogét, ha a ha-
romszog egyik szoge 54°!

490.° Az ABC egyenl§ szard haromszdgben (AB = BC) AH
a magassag. Hatarozzatok meg a CAH szoget, ha /B ="76°.
491.° Az egyenld szaru haromszoégben az alapja és a szar-
hoz huzott magassag kozotti szog 19°. Hatarozzatok meg
az adott haromszog szogeit!

492.° A 293. 4bran AB1BC, CD 1 BC, AC=BD.
Bizonyitsatok be, hogy az AB=CD.

A

C

\\LI D 293.4bra

493.° A 293. 4brdn MO=F0O, ZMEO=/FKO=90°,
Bizonyitsatok be, hogy az AMEO = AFKO.

B
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M r

E K

294.abra

494.° Az A és B pontokbdl, melyek az a egyeneshez viszo-
nyitva egy félsikra illeszkednek, AM és BK merdGlegeseket
bocsatunk erre az egyenesre, AM = BK. Bizonyitsatok be,
hogy AK = BM!

495.° A 295. abrdn AB=CD, AB|CD, BM Ll AC,
DK 1 AC. Bizonyitsatok be, hogy az BM = DK.

B C
C
E
A D B D A
295.abra 296.abra

496.° A 296. 4brdan AB=BC, CD .l AB, AE 1 BC.
Bizonyitsatok be, hogy az BE = BD.

O 497.° A B csucsu szog szogfelezdjén felvettek egy
M pontot, melybdl MD és MC mero6legeseket bocsatottak
a sz0g szaraira. Bizonyitsatok be, hogy MD = MC!

498.° A B csucst szdg szdrain A és C pontokat vettek fel
ugy, hogy AB = BC. Az A és C pontokon keresztil merdle-
ges egyeneseket huztak a BA és BC sz6g szaraira, melyek
az O pontban metszik egymast. Bizonyitsatok be, hogy
az ABC szog BO szogfelezdje!

O—r 499.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld szara harom-
szog szarakhoz tartozo szogfelezol egyenlok egymassal!

O-mr 500." Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog két ma-
gassaga egyenls, akkor ez a haromszog egyenld szara!
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501.° Bizonyitsatok be a derékszogl haromszogek egybeva-
gbsagat egyik befogdja és a derékszog szogfelezdje alapjan!
502.° Bizonyitsatok be a derékszogl haromszogek egybe-
vagosagat egy befogdjuk és a derékszog cstcsabdl bocsa-
tott magassag alapjan!

503.° Bizonyitsatok be a derékszogi haromszogek egybevagdsa-
gat egyik befogojuk és a rajtuk fekvo szog szogfelezdje alapjan!
504.° Bizonyitsatok be a derékszégld haromszogek egy-
bevagdsagat egy befogojuk és a masik befogéhoz tartozo
sulyvonal alapjan!

O-mr 505." Bizonyitsatok be, hogy az egybevagd haromszo-
gekben a megfelel6 oldalakra huzott magassagok egyenldok!

506." Az ABC haromszog AB és BC oldalait egy egyenes
megfeleléen egy M és egy K pontban metszi. Ezek a pon-
tok a haromszog oldalainak a felezépontjai. Bizonyitsatok
be, hogy az adott haromszog cstcsai egyenld tavolsagra
vannak az MK egyenestdl!

507." Az ABC haromszog AB és BC oldalait egy egyenes
megfeleléen M és K pontokban metszi. Az adott harom-
sz0g csucsail egyenld tavolsagra vannak az MK egyenestol.
Bizonyitsatok be, hogy az M és K pontok rendre az AB
és BC oldalak megfelel6 felezépontjai!

508. Bizonyitsatok be, a hegyesszogli haromszogek egy-
bevagosagat az egyik oldaluk, és a masik két oldalhoz
tartozo magassaguk alapjan!

509.” Bizonyitsatok be a haromszigek egybevagosagat
az oldaluk és az ezekre az oldalakra bocsatott silyvonalak
és magassaguk alapjan!

510." Az ABC haromszog AM és CK magassagal egy H
pontban metszik egymast, HK = HM. Bizonyitsatok be,
hogy az ABC haromszog egyenlGszara!

511." Az MKN haromszog ME és NF magassagai egy O
pontban metszik egymast, OM = ON. MF = KE. Bizonyit-
satok be, hogy az MKN haromszog egyenldoldali!
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512.” Ki lehet-e jelenteni, hogy az egyik haromszog két
oldala és a harmadikhoz tartozé6 magassaga megfelelGen
egyenld a masik haromszog két oldalaval és a harmadik
oldalara huzott magassagaval, akkor ezek a haromszogek
egybevagok?

513.” Bizonyitsatok be a haromszogek egybevagbsagat két szo-
giik és a harmadik szog csticsabdl bocsatott magassaga alapjan!

@ ISMETLO GYAKORLATOK

514. Az ABC és DBC szogek mellékszogek, BM félegyenes
az ABC szog bels6 félegyenese, a BK félegyenes pedig a DBC
sz6gé, /MBC=./CBK =30°, A DBK sz6g 5-szor nagyobb
az ABM szognél. Hatarozzatok meg az ABC és DBC szogeket!

515. Az ABC egyenlészaru haromszog AB és BC szarain
rendre felvettek egy M és egy K pontot ugy, hogy BM = BK.
Az AK és CM szakaszok az O pontban metszik egymast.
Bizonyitsatok be, hogy: 1) az AOC haromszog egyenldsza-
ru; 2) a BO egyenes az AC szakasz felezomerdélegese lesz!

516. A 297.abran AB = CD, BC = AD. Bizonyitsatok be,
hogy az AO = OC!

297.abra 298.abra

a'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,

o SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
517. Le lehet-e fedni a sikot olyan burkolélapokkal, amely
a 298. abran lathat6?
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19. A derékszogii harom szog tulajdonsagai

19.1. tétel. A derékszogii haromszogben a z atfogoé
nagyobb, mint a befogo.

Bizonyitas: © Barmelyik befogd hegyesszoggel szem-
ben fekszik, az atfogd pedig derékszoggel szemben. A de-
rékszog nagyobb, mint a hegyesszog, és a haromszogben
a nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal fekszik (17.2.
tétel). Ezért az atfogd nagyobb barmelyik befogonal. ®

Kovetkezmény. Ha egypontbol, egy merdlegest
és egy ferdét huzunk az egyenesre, akkor a merdleges
hossza kisebb lesz, mint a ferdéé.

A
A
B X B C D

299.abra 300.abra

A 299. abran az AB a meréleges, az AX pedig a ferde,
AB < AX.

O-mr 1. feladat. Bizonyitsatok be, a derékszogl ha-
romszogben a 30°-0s szoggel szembeni befogd egyenld
az atfogo felével!

Megolddas. Vizsgaljuk meg az ABC haromszoget,
melyben ZACB=90°, Z/BAC=30°. Be kell bizonyitani,

hogy BC = %AB

A BC félegyenesre felmérjiik a CD szakaszt, melynek
hossza a BC-vel legyen egyenld (300. abra). Megrajzoljuk
az AD szakaszt. Ekkor az ABC és ADC haromszogekben
kapjuk: ZACB=/ZACD= =90° a BC és CD egyenldk
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a szerkesztés alapjan, az AC szakasz a haromszogek kozos
oldala. Tehat a haromszogek egybevagoak a két oldaluk
alapjan. Ekkor £ZDAC =30°, vagyisa ZBAD = /ZABD =60°.
Az, ZADB=60° és az ABD haromszog egyenld oldalu.

Vagyis: BC=%BD=%AB. <4

O-mr 2. feladat. Bizonyitsatok be, hogy ha a befogd
az atfogé felével egyenl, akkor ezzel a befogéval szemkoz-
t1 szog 30°-0s!

Megoldas. Megvizsgaljuk az ABC haromszoget, mely-
ben LACB=90°, BC=%AB. Be kell bizonyitani, hogy

ZBAC =30°.

A BC félegyenesre felmérjik a BC-vel egyenlé CD sza-
kaszt (300. abra). Ekkor AB = BD. Ezen kivil az AC sza-
kasz a BAD haromszog sulyvonala és magassaga, tehat
az egyenl( szaru haromszog ismertetdjele alapjan AB= AD.
Innen azt kaptuk, hogy AB = BD = AD, vagyis a BAD
egyenl6 oldalt haromszog, tehat ZBAD =60°.

Mivel az AC szakasz a BAD szog szogfelezije, ezért

Z/BAC = %LBAD =30°. <4

m 1. A derékszogl haromszog oldalai k6zil melyik a legnagyobb?
2. Milyen tulajdonsaga van annak a befogdnak, amely a 30 °-0s sz0g-
gel szemben fekszik? 3. Milyen annak a szognek a fokmértéke, ami
szemben van azzal a befogdval, amely az atfog6 felével egyenlé?

)
WGYAKORLATOK [

518.° A derékszogli haromszoég oldalai 24 cm, 10 cm
és 26 cm. Mekkora az adott haromszog nagyobb befogdja?
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519.° A derékszogi hadromszog oldalai 15 cm, 17 cm és 8 cm.
Mekkora az adott haromszog atfogdja és a kisebbik befogéja?
520.° A DEF derékszog( haromszog DE atfogbja 18 cm-rel
egyenld. /D =30°. Hatarozzatok meg az FE befogot!
521.° Az MKC derékszégi hdromszdgben /M =90°,
ZC=60° CM =17 cm. Hatarozzatok meg a CK atfogot!
522.° Az ABC haromszdgben adott, hogy ZA=380°, /B=
=45° CK — a haromszog magassaga, AC = 10 cm. Hata-
rozzatok meg az BK szakaszt!

523.° Az ABC haromszégben adott, hogy ZC=90°,
ZA =30° CD — a haromszog magassaga, BD = 7 cm. Ha-
tarozzatok meg az AB atfogot!

524.° Az ABC haromszogben adott, hogy ~ZC=90°, CK- a
haromszog magassaga, CK = 7 cm, AC = 14 cm. Hataroz-
zatok meg az /B.

525.° Az ABC egyenl6 oldalt haromszogben a D pont az AB
oldal felezépontja. Ebbdl a pontbdl DE merdlegest allitottak
az AC oldalra. Milyen részekre osztja fel az E pont az AC
szakaszt, ha a haromszog oldala 16 cm-rel egyenld?

526." A derékszogli haromszog egyik szoge 30°, az atfogd
és a kisebbik befogé kiilonbsége pedig 5 cm. Hatarozzatok
meg a haromszog oldalait!

527.° A 301.abran az AB meroéleges,
az AC pedig ferde, AC = 2 cm. Hata-
rozzatok meg az ACB szoget és az AB
meroleges hosszat, ha ez a hossz centi-
méterekben kifejezve egész szam lesz!
528.° Az ABC haromszog (£C=90°)
AC befogéjan ugy vettek fel egy K pontot, hogy AK = BK.
Hatarozzatok meg az A szégét, ha AK = 6 cm, KC = 3 cm!
529.° Az egyenld szard haromszoég alapja 18 cm, egyik
szoge pedig 120°. Hatarozzatok meg a haromszoég alapra
1lleszkedd cstcsbdl hiuzott magassagat!

301.abra
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530." A BC alapu ABC egyenlé szaru haromszogben meg-
huztak a BM magassagot, melynek hossza 7,5 cm.
ZMBC =15°. Hatarozzatok meg a haromszog szarat!
531.° Az ABC egyenl6 oldali haromszog AM és BK szog-
felezdi egy O pontban metszik egymast. Bizonyitsatok be,
hogy AO : OM =2:1!

532.” Az ABC haromsziégben /C=90°, ZB=30°. Az AB
szakasz felez6merolegese az AB szakaszt egy M pontban,
a BC szakaszt pedig egy K pontban metszi. Bizonyitsatok

be, hogy MK=%BC.

533." Az MKE haromszégben adott, hogy £ZK =90°,
ZE=30° KFE =12 cm. Hatarozzatok meg az MC szogfele-
z0 hosszat!

534." Az ABC haromszogben ismertek: ZC=90°, Z/BAC =
=60° az AD szakasz szogfelez6, a CD szakasz 3 cm-rel
rovidebb a BD-nél. Hatarozzatok, meg az AD szogfelezot!

ISMETLO GYAKORLATOK IS

535. A 302.abran AB=BC, AM=KC, /AKE=/FMC.
Bizonyitsatok be, hogy az FBE haromszog egyenld szara!
536. Az ABC haromszog A és B csticsan at olyan egyene-
seket huztak, melyek merdlegesek az ACB szog szogfe-
lezGjére és a BC és AC egyeneseket megfeleléen K és M
pontokban metszik. Hatarozzatok meg az ABC haromszog
kertiletét, ha AC > BC, CM =6 cm, BK=2cm, AB="7 cm!
537. A 303.abran BC||AD, a CA félegyenes a BCD szog
szogfelezdje, AD = 9 cm, AC = 8 cm. Hatarozzatok meg
a CAD haromszog kertiletét!
I B C

E F

AM K C 302.abra A D  303.abra
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% MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT [N

538. Egy mozgblépcso viszi fel a repil6tér utasait az elsé
emeletrdl a masodik emeletre. Az els6 emelet magassa-
ga 6 m (304. kép). Az AB mozgo6lépcsd dolésszoge az elsd
emelet padlésikjahoz képest 30°. Hatarozza meg az AB
mozgolépcsb hosszat!

2 moBepx

1 moBepx A

304.abra

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
0O SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
539. Vagd szét a haromszoget négy részre ugy, hogyha

harmat megforditunk kozilik, akkor is 6ssze lehessen
rakni egy ugyanilyen haromszoget!

@ A MATEMATIKA IS A NOK DOLGA I

Miutan elolvastatok a matematikatorténeti fejezeteit, kii-
lonésen a Hogyan épiilt a hid az algebra és a mértan kozott
torténetet, az a benyomasotok tamadhat, hogy a matemati-
ka tisztan férfitigy. Sajnos ez évszazadok 6ta igy van. A ndk
azonban — kiilonosen a 19. szazad kozepétol — kiizdottek
a természettudomanyok, kiilonésen a matematika tanulma-
nyozasanak lehetGségéért. Es manapsag a nél matematiku-
sok el6kel6 helyet foglalnak el a vilag vezetd tudodsai kozott.
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> /f
ey
78
Nyina Virchenko Marina Vjazovszka
(szdl. 1930) (szll. 1984)

Ko6ztik sok honfitarsunk is van. Kilénésen Nyina
Virchenko ukran tudds nevét ismeri az egész vilag, akinek
a nevével a 271. feladat megoldasa koézben talalkozhatta-
tok, és Marina Vjazovszka nevét, akit Fields-éremmel,
a matematika teriletén a legrangosabb kitlintetéssel tin-
tettek ki.

A lanyok matematika-tanulmanyozasanak 0sztonzését,
képességeik bemutatasat, olyan kedvezd
kornyezet megteremtését, ahol 6nbizal-
mat nyerhetnek, és elismerhetik mate-
matikai tehetségiiket, tamogatja a lanyok
k6z6ttli eurdpal matematikai olimpia.
(angolul: European Girls’ Mathematical
Olympiad, roviditvel — EGMO) évenkénti ~
matematikai verseny, melyen csak olyan  Emblem EGMO
lanyok vehetnek részt, akik fels6foku
tanulmanyokat végeznek és a korhatar
20 év. Kilonbozé kontinensek képviselol
vesznek részt rajta. Minden orszag csapata négy résztve-
vobol all, akik egyéni versenyben indulnak.




178 § 3. Parhuzamos egyenesek. A haromszog szogeinek dsszege

Az olimpiat 2012-ben rendezték meg el6szér Camb-
ridge varosaban (Nagy-Britannia). Azota jelent6s népsze-
riségre tett szert. 2019-ben Ukrajnaban rendezték meg
az olimpiat: aprilis 7. és 13. k6zott 50 orszag 196 résztve-
vije versenyzett Kijevben.

Ukrajna valogatottja a kezdetektol részt vesz ezen
az olimpian is jelentds sikereket ért el: 2014-ben, 2015-
ben, 2017-ben, 2019-ben és 2023-ban csapatunk vezette
a hivatalos (eurdpai) ranglistat. Lanyaink 2012-2023
soran 15 arany-, 22 eziist- és 8 bronzérmet szereztek.
Hiszliink abban, hogy a jovében ezen és mas matema-
tikai versenyeken is méltén képviselik hazankat fiatal
ukran ndk.

Ukrajna valogatottja - az EGMO0-2023 gyéztescsapata
(balrél jobbra): Evgeniya Frankevics (Lviv), Polina Genik, Irina Romanyuk
(mindkettd - Kijev), Marina Spektrova (Harkiv)
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3. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. Melyik igaz a kovetkezo allitasok koziil?

A) Ha két szakasznak nincs kozos pontjuk, akkor par-
huzamosak.

B) Ha két félegyenesnek nincs ko6zos pontjuk, akkor
parhuzamosak.

C) Ha a félegyenesnek és a szakasznak nincs ko6zos
pontjuk, akkor parhuzamosak.

D) Ha két egyenesnek nincs kozos pontjuk, akkor par-
huzamosak.

2. A kovetkezd allitasok kozil melyik igaz?

A) Az egyenesre nem illeszkedd ponton at csak egy
olyan szakasz htuzhaté, amely parhuzamos ezzel
az egyenessel.

B) Az egyenesre nem illeszkedd ponton at csak egy
olyan félegyenes huzhatd, amely parhuzamos ezzel
az egyenessel.

C) Az egyenesre nem illeszked6 ponton at végtelen sok
egyenes huzhat6, amely nem parhuzam os ezzel
az egyenessel.

D) Az egyenesre nem illeszkedd ponton at csak két
olyan egyenes huzhaté, amely parhuzamos ezzel
az egyenessel.

3. A kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz?

A) Ha a||b és b||c, akkor al|c.

B) Ha a 1 b és b1lc, akkor al|c.
C) Ha alb és blc, akkor a Lec.
D) Ha al||b és ¢ L b, akkor ¢ L a.
4. Melyik rajzon parhuzamosak az a és b egyenesek?

A)
120°

B) C) D)
a 135°
a 75° a @
b
b b 137°330 b
109° \ % )g P~

60° [k 55°
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5. Melyik allitds hamis?

A) Ha az egyik kilonb6z6 oldali szogpar 6sszege meg-
egyezik a masik kulénbozé oldali szogpar Osszegé-
vel, akkor az egyenesek nem parhuzamosak.

B) Ha a kiilonb6z6 oldali szogek nem egyenl6k, akkor
az egyenesek nem parhuzamosak.

C) Ha az egyoldali szégek 6sszege nem egyenld 180°-kal,
akkor az egyenesek nem parhuzamosak.

D) Ha a megfelel6 szogek nem egyenldk, akkor az egye-
nesek nem parhuzamosak.

6. Egy haromszognek hany kiilsé szoge van?

A) 3; B) 6; C) 4; D) 9.

7. Mennyi a haromszog kiilsé szogeinek 6sszege, ha mind-
egyik csucsnal csak az egyiket vessziik?

A) 180°; B) 300°; C) 360°; D) 100°.

8. Az ABC haromszog A és C szogének szogfelez6i az O
pontban metszik egymast, ZABC =84°. Melyik igaz a ko-
vetkezl egyenldségek kozul?

A) LAOC =48°; C) LAOC =132°%

B) £AOC =138% D) £AOC =174°.

9. Az ABC haromszogben az A és C cstucsokbdl hizott ma-
gassagok az O pontban metszik egymast, ZABC =62°. Me-
lyik igaz a kovetkezd egyenlGségek koziil?

A) ZAOC = 28°% C) LZAOC =152°;

B) LAOC =118% D) LZAOC =149°.

10. Mekkora lehet az ABC haromszog AB oldala a kovet-
kezbk kozul, ha AC = 3 ecm, BC = 10 cm?

A) 3 cm; B) 7 cm; C) 11 cm; D) 15 cm.

11. Az ABC haromszogben ismert, hogy £ZC =90°, ZB=60°.
A kovetkezd allitasok kozil melyik igaz?

A) CBzéAB; C) CBzéAC;

B) ACzéAB; D) AC=%CB.
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A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Parhuzamos egyenesek

Két egyenest parhuzamos, ha nem metszik egymast.

Parhuzamos egyen esek axiomaja

Az egyenesre nem illeszkedd ponton at az adott egye-
nessel egyetlen parhuzamos egyenes hizhato.

Két egyen es parhuzamossaganak ismertetojele
o Két egyenes, amelyek meré6legesek egy harmadik
egyenesre, parhuzamosak egymassal.

e Ha két egyenes kiilon-kiillon parhuzamos egy
harmadikkal, akkor ez a két egyenes parhuzamos
egymassal.

e Ha két egyenesnek egy harmadikkal val6 metszésekor
keletkezett kiilonbo6z6 oldali szogeik egyenldk, akkor
az egyenesek parhuzamosak.

e Ha két egyenesnek egy harmadikkal valé metszésekor
keletkezett egyoldali szogek 6sszege 180°-kal egyenld,
akkor ezek az egyenesek parhuzamosak.

e Ha két egyenesnek egy harmadikkal val6 metszésekor
keletkezett megfeleld szogek egyenldk, akkor
az egyenesek parhuzamosak.

Két egyenes parhuzamossaganak tulajdonsagai

Ha két parhuzamos egyenest egy harmadikkal met-
szunk, akkor:

e valtoszogek egyenldk;
e egyallasu szogek egyenldk;
e valtoszogek Gsszege 180°.
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Parhuzamos egyenesek tavolsaga

Két parhuzamos egyenes tavolsaganak az egyik egye-
nes barmely pontjanak és a masik egyenesnek a tavolsaga.

Haromszog szogeinek 6sszege
A haromszog szogeinek 6sszege 180°.

A haromszog kiils6 szoge

A haromszog kiilsd szogének azt a szoget nevezzik,
amely mellékszoge a haromszog szogének.

A haromszog kiilsé szoge egyenlé a haromszog adott
szoggel nem szomszédos szogeinek Osszegével.

A haromszog kiilsé szoge nagyobb barmelyik vele mel-
lékszoget nem alkotd szogénél.

Haromszog-egyenlotlenség

A haromszoég barmely oldala kisebb a masik két oldal
Osszegénél.

Harom szogek szogeinek és oldalainak
osszehasonlitasa
Minden haromszéghben a nagyobb oldallal szemben

nagyobb szbég, a nagyobb széggel szemben nagyobb oldal
fekszik.

Atfogo és befogod

A derékszogli haromszogben a derékszoggel szemkozti
oldalt atfogénak, a derékszoget bezaré oldalakat pedig be-
fogéknak nevezzik.

A derékszogi haromszog egybevagosaganak
alapesetei
. Atfogc’) és befogé alapjan: ha az egyik derékszo-
gl haromszog atfogdja és befogdja megfelelGen
egyenld a masik derékszogl haromszog atfogdjaval
és befogdjaval, akkor ezek a haromszogek egybevagok.
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e A két befogd alapjan: ha az egyik derékszogd
haromszog két befogdja megfelelen egyenlé a masik
derékszogli haromszog két befogojaval, akkor ezek
a harom szogek egybevagok.

o A befog6 és a rajta fekvo szoge alapjan: ha az egyik
derékszogld haromszog befogdja és rajta fekve szoge
megfelelGen egyenlé a masik derékszogl haromszog
befogéjaval és rajta fekvs szogével, akkor ezek
a haromszogek egybevagok.

o A befogb és a szemkozti szoge alapjan: ha az egyik
derékszogld haromszog befogdja és szemkozti szoge
megfeleléen egyenlé a masik derékszogld haromszog
befogéjaval és szemkozti szogével, akkor ezek
a haromszogek egybevagok.

e Az atfogd és a hegyesszoge alapjan: ha az egyik
derékszogli haromszog atfogdja és hegyesszoge meg-
felel6en egyenl6 a masik derékszogld haromszog befo-
gbdjaval és hegyesszogével, akkor ezek a haromszogek
egybevagok.

Derékszogti harom szogek tulajdonsagai

e Az atfogd nagyobb mint a befogé.

e A 30°-0s szoggel szemkozti befogd egyenld az atfogd
felével.

e Ha a befog6 az atfogo felével egyenld, akkor a befogo-
val szemkozti szog 30°-0s.



§ 4 KORVONAL ES KORLAP

Ebben a paragrafusban a kdrvonal tulajdonsagaival fogtok megismerkedni.
Megtanuljatok a kdrvonal és az egyenes, valamint a korvonal és a haromszog
kolcsonos helyzetét. Megismerkedtek olyan kiilonleges alakzatokkal,
melyeknek minden pontja egy és ugyanazon tulajdonsagokkal rendelkeznek.

20. A pontok mértani helye. Kérvonal és korlap

A pontok barmilyen halmaza egy mértani alakzatot
hataroz meg. Barmilyen alakzatot nagyon egyszer( abra-
zolni: barmit amit lerajzoltokl — az egy mértani alakzat
lesz (305. abra). De nem célszer( olyan alakzatot tanul-
manyozni, mely kaotikus pontokbél all. Ezért célszerd
azokkal az alakzatokkal foglalkozni, amelyek kozos tulaj-
donsagu pontokbdl tevédnek Ossze. Az ilyen alakzatokat
a pontok mértani helyének nevezziik.

305.abra
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Meghatarozas. A pontok mértani helyének (PMH)
az o0sszes olyan pont halmazat nevezziik, melyek ko-
z0s tulajdonsaggal rendelkeznek.

A PMH-t abrazolni a kovetkezdképpen lehet: megad-
nak egy bizonyos tulajdonsagot, és ezutan a fehér sikra
piros szinnel abrazoljak azokat a pontokat, amelyek ren-
delkeznek az adott tulajdonsaggal. A kapott ,piros alak-
zat”, lesz a PMH.

Példaul, jeléljink két pontot, A B
az A-t és a B-t. Minden pontra meg-
adjuk a tulajdonsagot: egyidejileg il-
leszkedjenek az AB és a BA félegye-
nesekre. Erthetd, hogy ezzel a tulajdonsaggal csak az AB
szakasz pontjai rendelkeznek, és csak is ezek (306. abra).
Ezért az AB szakasz azon pontok mértani helye lesz, ame-
lyek rendelkeznek a fenti tulajdonsaggal.

306.abra

Megvizsgaljuk az a és b meroleges egyeneseket. Min-
den pontra a kévetkezo tulajdonsagot adjuk meg: illesz-
kedjen a b egyenesre, és 1 cm tavolsagra legyen az a egye-
nest6l. Szemmel lathato, hogy az A és B pontok (306.abra)
kielégitik ezt a feltételt. Az is értheto, hogy az A és B pon-
toktol kiilonbozo egyetlen mas pont sem rendelkezik ezzel
a tulajdonsaggal. Tehat a keresett PMH egy olyan alakzat
lesz, amely két pontbdl all, az A és B pontbdl. (307. abra).

b
¢ A

1lcm
a O

lcm

307.abra
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Ahhoz, hogy valamilyen tulajdonsaggal rendelkezo
pontok halmazat PMH-nek nevezhessiik, be kell bizonyi-
tani két, kolesonosen forditott tételt:

1) egyenes tétel: az adott ponthalmaz minden pontja
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal;

2) forditott tétel: ha a pont rendelkezik az adott tulaj-
donsaggal, akkor az adott halmaz eleme.

20.1. tétel. A szakasz felez6merédlegese az adott
szakasz végpontjaitol egyenlo tavolsagra lévé pontok
mértani helye lesz.

Egyenes tétel: A szakasz felezé6merdlegesének
minden pontja egyenlé tavolsagra van a szakasz két
végpontjatol.

Bizonyitas: © A 8.2. tétel alapjan a szakasz felez6mer6-
legesének minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Forditott tétel: Ha a pont egyenld tavolsagra van
a szakasz végpontjaitél, akkor a szakasz felezémeraé-
legesére illeszkedik.

Bizonyitas: © A 11.2. tétel alapjan, ha a pont rendel-
kezik ezzel a tulajdonsaggal, akkor a felezGmerdlegesre
illeszkedik. ®

20.2. tétel. A szogfelez6 azon pontok mértani helye,
melyek egyenlé tavolsagra vannak a szog szaraitol.

Egyenes tétel: A szogfelezé6 minden pontja egyenld
tavolsagra van a szog szaraitol.

Bizonyitas: © Természetes, hogy a szog csucsa rendel-
kezik ezzel a tulajdonsaggal.

Megvizsgalunk egy tetszbleges X pontot, amely az ABC
sz0g csucsaval nem esik egybe és illeszkedik a szogfelezo-
re. XM és XN merdélegeseket bocsatunk megfeleléen a BA
és a BC szarakra (308. abra). Bebizonyitjuk, hogy XM = XN.

A BXM és BXN derékszogd haromszogekben a BX1 —
kozos, ZMBX = ZNBX, mivel a BX az ABC sz6g szogfele-
z6je. Tehat a BXM és BXN haromszogek egybevagok
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az atfogdjuk és a hegyesszogik alapjan. Innen kovetkezik,
hogy XM = XN.®

Forditott tétel. Ha a pont egyenlé tavolsagra van
a sz0g szaraitol, akkor az adott sz6g szogfelezdjére
illeszkedik.

Bizonyitas: © Természetesen a szog csucsa rendelke-
zik ezzel a tulajdonsaggal.

Megvizsgalunk egy tetszoleges X pontot, amely az ABC
szog csucsatol kiulonbo6zo egyik belsé pontja, és egyenld
tavolsagra van a szog szaraitol (308. abra). A BA és BC
szarakra megfelelen XM és XN merdlegeseket bocsatunk.
Be kell bizonyitani, hogy A /MBX = Z/NBX.

A BXM és BXN derékszogl harom szégekben a BX ko-
z0s atfogo lesz, az XM és XN szakaszok egyenldk a feltétel
alapjan. Tehat a BXM és BXN harom szogek egybevagok
az atfogd és a befog6 alapjan. Innen L/MBX = /NBX.®

A A X
M

B N C N B C

308.abra 309.abra

Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitasa akkor lesz tel-
jes, ha azt is megmutatjuk, hogy a pont egyenld tavolsaga
a sz0g szaraitél kizarja azt a lehetdséget, amikor az M
vagy N pontok kozil az egyik a szog szaranak a meghosz-
szabbitasara illeszkedik (309. abra). Ezt az esetet a mate-
matika szakkoron megvizsgalhatjatok.

Megjegyezziik még azt is, hogy a bebizonyitott tétel
az egyenesszogre 1s igaz.
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0 o Y
A
D
310.abra 311.abra

Meghatarozas. Kérvonalnak nevezziik azon pon-
tok mértani helyét, melyek tavolsaga egy adott
ponttol egy adott pozitiv szammal lesz egyenlo.

Az adott pontot a korvonal kézéppontjanak nevezzik.
A 310. abran az O pont a kérvonal kézéppont)a.

Barmilyen szakaszt, amely a koérvonal pontjat a ko-
zéppontjaval koti 6ssze, a korvonal sugaranak nevezzik.
Ennek a szakasznak a hosszat is a korvonal sugaranak
szoktak nevezni. A 310. abran az OX szakasz lesz a sugar.
A meghatarozasbdl az is kovetkezik, hogy az adott korvo-
nal minden sugara egyenld.

A korvonal két pontjat osszekoto szakaszt hurnak ne-
vezzik. A 310. abran az AB és BD szakaszok hurok lesz-
nek. Azt a hurt, amely a korvonal kézéppontjan halad at,
a korvonal atmérojének nevezzik. A 310. abran a BD
szakasz a korvonal atmérdje. A BD = 20X, vagyis a korvo-
nal atmérdje kétszer nagyobb a sugaranal.

A 6. osztalyos matematikabdél mar tudjatok, hogy
a korvonallal hatarolt alakzatot kérlapnak nevezzik
(311. abra). Most mar a pontok mértani helyével is meg
lehet adni a kérlap meghatarozasat.

Meghatarozas. Korlapnak nevezziik azon pontok
mértani helyét, melyek tavolsaga egy adott ponttol
egy megadott pozitiv szamnal nem lesz nagyobb.
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Az adott pontot a korlap kozéppontjanak, a kérlapot hata-
rol6 korvonal sugarat pedig a korlap sugaranak nevezziik.

Ha X az O ko6zépponta R sugaru korlap tetszileges
pontja, akkor OX < R (311. abra). Ha OX < R, akkor azt
mondjak, hogy az X pont arra a korlapra illeszkedik, melyet
az adott korvonal hatarol. Az Y pont nem illeszkedik a kor-
lapra (311. abra). OY > R. Ebben az esetben azt mondjak,
hogy az Y pont a korlapot hatarolé korvonalon kiviil fekszik.

A korlap meghatarozasabdl az is kovetkezik, hogy
a korlapot hatarolé kérvonal a korlaphoz tartozik.

A korlap hurja és atmérdje a korlapot hataroldé kor-
vonal hurja és atmérdje lesz.

Feladat. Az O kozépponta kérvonal CD hurjanak meg-
hosszabbitasan egy E pontot jeloltek tgy, hogy a DE sza-
kasz hossza egyenl6 a kérvonal sugaraval. Az OF egyenes
az adott korvonalat az A és B pontokban metszi (312.
abra). Bizonyitsatok be, hogy ZAOC =3 ZCEO.

312.abra

Megoldas. Legyen ZCEO =o..
Mivel az ODE haromszog egyenld szaru, ezért
/DOE = ZCEO = .
Az ODC szég az ODE haromszog kilsé szoge. Ezért
Z0DC = ZDOE + ZCEO = 20..
Mivel a COD harom szbég egyenld szaru, ezért
Z0CD = Z0DC = 2¢..
Az AOC szég a COE haromszog kils6 szoge. Tehat
ZAOC = /Z0CD + ZCEO =20+ 0. = 30, vagyis
ZAOC=3ZCEO. 4
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9 1. Milyen ponthalmazt neveziink a pontok mértani helyének? 2. Milyen
két tételt kell ahhoz bebizonyitani, hogy a k6z6s tulajdonsaggal ren-
delkezd ponthalmazt a pontok mértani helyének nevezhessik?
3. Milyen alakzat lesz a szakasz végpontjaitél egyenl6 tavolsagra |évo
pontok mértani helye? 4. Milyen alakzat lesz azon pontok mértani
helye, melyek a szdg szaraitdl egyenld tavolsagra lesznek? 5. Mit
nevezlnk kérvonalnak? 6. Mit neveziink a korvonal sugaranak? 7. Mit
neveziink a kdrvonal hdrjanak? 8. Mit neveziink a kdrvonal atmérgjé-
nek? 9. Milyen a kapcsolat a koérvonal atméréje és a sugara kozott?
10. Mit nevezlink korlapnak? 11. A korvonalhoz tartozik-e a k6zép-
pontja? 12. A korlaphoz tartozik-e a kdzéppontja?

IE.;Q\ L GYAKORLATI FELADATOK IS

540.° Rajzoljatok egy O kozéppontud és 3,5 cm sugard kor-
vonalat. Jeloljetek rajta:
1) olyan A és B pontot, melyekre teljesil, hogy
OA < 3,5 cm, OB < 3,5 cm;
2) olyan C és D pontot, melyekre teljesil, hogy OC = 3,5
cm, OD = 3,5 cm;
3) olyan E és F pontot, melyekre teljesiil, hogy
OFE > 3,5 cm, OF > 3,5 cm.
541.° Rajzoljatok egy 3 cm-es AB szakaszt. Hat4rozzatok
meg azt a pontot, amely az AB szakasz mindkét végpont-
jatol 2 cm tavolsagra lesz! Hany ilyen pont 1étezik?
542.° Rajzoljatok egy 4 cm hosszt CD szakaszt. Keres-
setek egy olyan pontot, amely 2,5 cm-re van a C ponttdl
és 3,5 cm-re a D ponttdol. Hany ilyen pont van?
543." Rajzoljatok egy 7 cm-es atmérGjd korvonalat. Jeloljetek
a korvonalon egy A pontot. Hatarozzatok meg a kérvonalnak
azt a pontjat, amely az A ponttdl 4 cm tavolsagra lesz!
e

GYAKORLATOK I
544.° A 313. abran egy B kozéppontu korvonal lathaté.
Nevezzétek meg a korvonal sugarat, hurjat és atmérojét.
Hany sugar lathaté az abran, és hany huar?
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A B
K

M P

313.abra 314.abra

545.° Kor belsejébe jeldljetek egy pontot, amely nem
a kozéppontja. Hany 1) hurt; 2) atmércét lehet hizni ezen
a ponton keresztil!
546.° A 314.4bran az O pont a kérvonal kézéppontja.
Hatarozzatok meg:

1) az O szoget, ha az LA =42°

2) a B szoget, ha az Z0="76°.
547.° Az O koézéppontt kér AB és CD hurjai egyenl8k.
Bizonyitsatok be, hogy ZAOB=ZCOD.
548.° A 315.4bran az O pont a kor kézéppontja, LCOD =
=/ZMOK. Bizonyitsatok be, hogy a CD és MK szakaszok
egyenlok!

315.abra 316.abra

549.° Az AB és CD szakaszok az O kézépponti korvonal
atmérdi. Bizonyitsatok be, hogy Z/BAC = /ZCDB.

550.° Az MK és EF az O kézéppontt kérvonal atméréi,
MK =12 cm, ME = 10 cm. Hatarozzatok meg FOK harom-
szog kertiletét!

551.° Az AC és AB az O kozépponti koérvonal atmérdje
és hurja, ZBAC =26° Hatarozattok meg a BOC szoget!
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552.° Az MP és MK az O kozéppontt kérvonal hiirja és atmérs-
je, ZPOK =84° (317.4abra). Hatarozattok meg a MPO szoget!
553.° Az AB és AC megfelelen a korvo-
nal atmérdje és huarja, az AC har a korvo-
nal sugaraval egyenlé. Hatarozattok meg
a BAC szoget!

554.° Az AB és BC megfeleléen az O ké-
zéppontd koérvonal atmérdje és hurja,
ZABC =60°, AB = 12 cm. Hatarozzatok
meg a BC har hosszat!

555.° A CD szakasz az O kézéppontt kor-
vonal atmérdgje. A korvonalon ugy vettek fel egy E pontot,
hogy ZCOE =90°. Bizonyitsatok be, hogy az CE = DE.
556.” Az MK szakasz az O kozéppontd koérvonal atmérdje.
A korvonalon ugy vettek fel egy C pontot, hogy MC = CK.
Bizonyitsatok be, hogy ZMCO = ZKCO.

557.° Mekkora annak a kérvonalnak az atmérédje, melyrésl
tudjuk, hogy 4 cm-rel nagyobb a sugaranal?

317.abra

558.° Az O kozépponta korvonalnak AB atmérdgje végpont-
jain at AC és BD hurt rajzoltak tugy, hogy AC| BD.

Bizonyitsatok be, hogy az AC = BD.

559." Az AB és CD szakaszok a korvonal atméroi. Bizo-
nyitsatok be, hogy AC| BD.

560.° A hur a korvonal atmérdgjét 30°-os szog alatt metszi,
és 4 cm és 10 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozzatok meg
a korvonal kozéppontja és a hur tavolsagat!

561.° Az AB és CD szakaszok a koérvonal atmérdi.
Az AB és CD egyenesek hajlasszoge 30°. Hatarozzatok
meg a C pont és az AB egyenes tavolsagat, ha a korvo-
nal atmérdje 10 cm!

562." Hatarozzatok meg azon adott sugaru koérvonalak
kozéppontjainak mértani helyét, melyek illeszkednek
egy adott pontra!
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563.” Hatarozzatok meg azon korvonalak kézéppontjainak
mértani helyét, melyek adott két pontra illeszkednek!

564." Hatarozzatok meg azon pontok mértani helyét, melyek
egyenld tavolsagra vannak két egymast metsz6 egyenestdl!

565. Hatarozzatok meg a kozos alapu egyenld szaru ha-
romszogek csticsainak mértani helyét!

566." Hatarozzatok meg azon pontok mértani helyét, me-
lyek egyenld tavolsagra vannak két parhuzamos egyenestdl!

567.” Hatarozzatok meg azon pontok mértani helyét, me-
lyek egy adott egyenestdl egyenld tavolsagra vannak!

O-mr 568.” Az AB szakasz egy korvonal atmérgje, az M
pont az adott korvonal tetszbleges pontja, amely kiilonbo6zik
az A és B pontoktol. Bizonyitsatok be, hogy ZAMB =90°.

569.* Adott az A és B pont. Hatdrozzatok meg azon X pon-
tok mértani helyét, melyekre igaz, hogy AX > BX!

570.% Adott az A és B pont. Hatarozzatok meg azon X pon-
tok mértani helyét, melyekre igaz, hogy AX > BX!

@ ISMETLO GYAKO NI

571. Az AC alapu ABC egyenldszari haromszogben AD
és CE szogfelezdk. Bizonyitsatok be, hogy AE = ED!

572. Az O pontbdl az A, B és C pontokon keresztil OA, OB
és OC félegyeneseket huztak. Ismert, hogy OA = OB = OC,
ZAOB=80°, /BOC= =110°, ZAOC=170°. Hatarozzatok
meg az ABC haromszog szogeit!

573. Az ABC haromszog AB oldalan ugy vettek fel egy M

pontot, hogy BM = CM, az MK félegyenes az AMC szog
szogfelezdje lesz. Bizonyitsatok be, hogy MK || BC.

574. A hegyesszogl haromszog egyik kiils6 szoge 160°. Ha-
tarozzatok meg a haromszog masik két csicsabol bocsatott
magassagait tartalmazé egyenesek hajlasszogét!
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c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
o SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
575. A 318. abran egy ABCD téglalap lathatd, amelyet

négyzetekbdl raktak ki. Hatarozzatok meg a legnagyobb
négyzet oldalat, ha a legkisebb négyzet oldala 1 egység!

A B

)

318.abra

21. A korvonal tulajdonsagai. A korvonal érintdje

21.1. tétel. A korvonal atmérédje, amely merdéleges
a hurra, felezi ezt a hurt.

Bizonyitds: © Ha a hur atmérdGje a kornek, akkor
a tétel allitasa szemmel lathaté lesz.

A 319. abran egy O kozépponta korvo-

¢ nal lathatd, melynek CD atmérgjét metszi

egy M pontban az AB hur, amely nem at-

0 mérdje a kornek CD 1 AB. Bebizonyitjuk,
hogy AM = MB.

A 7B Meghuzzuk az OA és az OB sugarakat.

1) Az AOB haromszog egyenlészara (AO =

319.4bra OB), melyben az OM szakasz magassag,

tehat oldalfelezoé is, vagyis AM = MB.®
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21.2. tétel. A kérvonal atmérdje, amely az atméré-
t6l kiilonbozoé hurt felezi, merédleges lesz erre a hurra.

Bizonyitsatok be ezt a tételt 6nalléan. Gondolkozza-
tok el azon, hogy igaz-e ez az allitas akkor is, ha a hur
atmérd lesz.

A 320. abran lathaté az egyenes és a kor koleso-
nos helyzetének 0sszes esete: nincs kozos pontjuk (320.
a abra), két kozos pontjuk van (320. b abra), egy kozos
pontjuk van (320. c. abra).

(0]
° [ )
a
N—" A
a b c

320.abra

Meghatarozas. Azt az egyenest, amelynek a kor-
rel csak egy ko6zos pontja van, a kor érintéjének ne-
vezzik.

A 320. ¢ abran az a egyenes érintgje az O koézéppontu
korvonalnak, az A pont pedig az érintési pont.

A korvonal érintGjének azzal a korlappal, melyet
az adott korvonal hatarol, csak egy
kozos pontja van. Ezért tgy is mond-
hatjuk, hogy ez az egyenes az adott
korvonallal hatarolt korlap érinté-
je is. A 321. abran az a egyenes az O
kozéppontu korlap érintdje.

Ha a szakasz (félegyenes) a kor
érintGjéhez tartozik, és az adott korrel
van ko6zo6s pontja, akkor Ugy is mond- 321.abra
hatjuk, hogy a szakasz (félegyenes) érin-
ti a korvonalat.
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Példaul a 322. abran az AB szakasz a C pontban érinti
a korvonalat.

21.3. tétel (az érinto tulajdonsaga). A korvonal
érintdje meroleges az érintési pontba hiuzott sugarra.

Bizonyitds: © A 323. abra egy O kozéppontu kérvona-
lat abrazol, ahol az A pont az érintési pontja az a egyenes-
nek és a korvonalnak. Be kell bizonyitani, hogy OA 1 a.

0]
0]
B
A a a
¢ B A M A
322.abra 323.abra 324.abra

Tételezzlk fel, hogy ez nem igy van, vagyis az OA sza-
kasz ferde az a egyeneshez viszonyitva. Ekkor az O pontbdl
egy OM merdlegest bocsatunk az a egyenesre 324. abra).
Mivel az A pont az egyetlen kozos pontja az a egyenesnek
és az O kozéppontu korlapnak, melyet az adott korvonal
hatarol, ezért az M pont nem illeszkedik erre a korlapra.
Innen kovetkezik, hogy OM = MB + OB, ahol a B pont
a korvonal és az OM merdleges metszéspontja. Az OA és az
OB szakaszok egyenldk, mivel a kor sugarai. Ezekbdl azt
kapjuk, hogy az OM > OA. Ellentmondasra jutottunk:
az OM merdleges hosszabb az OA ferdénél. Tehat, OA 1 a.®

21.4. tétel (az érint6é ismertetojele). Ha egy egye-
nes, amely a kérvonal egy pontjara illeszkedik,
és meroéleges ebbe a pontba huzott sugarra, akkor ez
az egyenes az adott korvonal érintdje lesz.

Bizonyitds: © A 323. abran egy O kozéppontu koérvo-
nal lathaté, melyben az OA az adott kor sugara, és az
A pont illeszkedik az a egyenesre, OA 1 a. Bebizonyitjuk,
hogy az a egyenes az adott kérvonal érintdje lesz.



@;\ 21. A kérvonal tulajdonsagai. A kérvonal érintdje 197

]

Legyen az a egyenes nem érinto, tehat az adott korvo-
nallal van még egy B kozos pontja is (325. abra). Ekkor
az OA és OB szakaszok egyenl6k, mint a korvonal sugarai,
tehat az AOB haromszog egyenld szard. Innen kévetkezik,
hogy ZOBA = Z0AB=90°. Tehat ellentmondéasra jutot-
tunk: az AOB haromszognek két derékszoge van. Vagyis
az a egyenes a korvonal érintGje lesz. @

Kovetkezmény. Ha a korvonal kézéppontja és az
egyenes tavolsaga a korvonal sugaraval egyenlo, ak-
kor ez az egyenes az adott kor érintdje lesz.

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a kovetkezményt.

B
A
a
325.abra 326.abra

O-=r Feladat. Bizonyitsatok be, hogyha az adott pont-
bdl a korhoz két érint6ét htzunk, akkor az adott pont és az
érintési pontok kozotti szakaszok egyenldk!

Megolddas. A 326. abran egy O koézéppontu koérvonal lat-
haté. Az AB és AC egyenesek az érint6i, a B és C pontok
az érintési pontok. Be kell bizonyitani, hogy AB = AC.

Meghtuzzuk az érintési pontokbdl az OB és OC sugara-
kat. Az érint6 tulajdonsaga alapjan OB 1L AB és OC 1 AC.
Az AOB és AOC derékszogl haromszogekben az OB és az
OC befogok egyenlék, mint a kérvonal sugarai, az AO pe-
dig a kozos atfogd lesz. Tehat az AOB és az AOC harom-
szogek egybevagok az atfogd és a befogd alapjan. Ebbdl
kovetkezik, hogy AB = AC. 4
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m 1. Hogyan ossza fel az atmérd a ra merdleges hart? 2. Mivel egyenld
az atmeérc6tél kulonbdzo hir és az adott hirt felezé atmérd hajlasszo-
ge? 3. irjatok le az egyenes és a korvonal kdlcsénds helyzetének
0sszes esetét! 4. Milyen egyenest neveziink a kdrvonal érintéjének?
5. Milyen tulajdonsaggal rendelkezik az a sugar, amelyet a kdrvonal
és az érintdje érintési pontjaba huztak? 6. Fogalmazzatok meg a kor-
vonal érintéjének ismertetdjelét! 7. Milyen tulajdonsaggal rendelkez-
nek a kérhoz egy pontbol huzott érintészakaszok?

)

@ GYAKORLATI FELADATOK I

576.° Rajzoljatok egy O kozéppontu kérvonalat, és egy AB
hurt. A derékszogli vonalzd segitségével osszatok fel két
egyenlo részre!

577.° Rajzoljatok egy O kozéppontt kérvonalat, és egy CD
hurt. Skalas vonalzé alkalmazasaval, htuzzatok meg a CD
hirra merdleges atmérat!

578.° Rajzoljatok egy tetszbleges sugaru kérvonalat, ve-
gyetek fel rajta egy A és egy B pontot. Kétéld és derékszo-
gl vonalzét felhasznalva rajzoljatok meg azokat az egye-
neseket, melyek az A és B pontokban érintik a kérvonalat!

579.° Rajzoljatok egy a egyenest, melyen vegyetek fel egy M
pontot. Felhasznalva a derékszogl vonalzot, a kétéld vonalzot
és a korzot, rajzoljatok egy 3 cm-es sugara kort, amely az M
pontban érinti az a egyenest. Hany ilyen kort lehet rajzolni?

GYAKORLATOK IS C

580.° A 327. abran egy O koézéppontu kor
lathato, melynek CD atmérdje merdleges o)

az AB hurra. Bizonyitsatok be, hogy
ZAOD = ZBOD. 4

581.° Ki lehet-e jelenteni, hogy az egye- D
nes, amely meréleges a korvonal sugarara, 327.abra
a korvonal érintGje lesz?
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582.° Az AB egyenes a C pontban érinti az O koézéppontd
korvonalat (328.abra). Hatarozzatok meg:

1) az OCD szoget, ha ZBCD = 28°;

2) az ACD szoget, ha ZOCD =55°.

A

B C A D
328.abra 329.abra

583.° A CD egyenes az A pontban érinti az O koézéppontd
korvonalat, az AB szakasz a korvonal hurja, ZBAD =35°
(329. abra). Hatarozzatok meg az AOB szoget)!
584.° A CD egyenes az A pontban érinti az O kézépponti
koérvonalat, az AB szakasz a korvonal hurja, ZAOB=80°
(329. abra). Hatarozzatok meg a BAC szoget!
585.° Adott egy 6 cm atmérdji korvonal. Az a egyenes
a kozéppontjatol: 1) 2 cm-re; 2) 3 cm-re; 3) 6 cm-re lesz.
Melyik esetben lesz az a egyenes a korvonal érintgje?
586.° Az ABC haromszégben ismert, hogy ~C=90°.
Bizonyitsatok be, hogy az:

1) a BC egyenes az A kozéppontu korvonal érintGje

lesz, amelyre illeszkedik a C pont;
2) az AB egyenes nem lesz a C kozéppontu koérvonal
érintGje, amelyre az A pont illeszkedik!

O-=r 587.° Bizonyitsatok be, hogy a korvonal egyenlé hur-
jai egyenld tavolsagra vannak a korvonal kézéppontjatol!
O-mr 588.° Bizonyitsatok be, hogy amikor a kérvonal hur-
jai egyenl$ tavolsagra vannak a koézépponttdl, akkor ezek
a huarok is egyenldk!
O-tr 589.° Bizonyitsatok be, hogy a koérvonal atmérdje
nagyobb, barmelyik, az atmérdétdl kilonbozd hurtol!
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590.° Egy korvonal sugara 7 cm. Lehet e a hturjanak hosz-
sza: 14 cm; 2) 15 cm?

591.° Egy O kozépponta korvonalban a sugarra merdleges
és azt felez6 AB hurt huztak. Bizonyitsatok be, hogy az
ZAOB=120°.

592.° Hatarozzatok meg a korvonal OA és OB sugarai altal
kozbezart szoget, ha az O pontdl az AB hur hossza kétszer
kisebb, 1) az AB hur hosszanal; 2) a korvonal sugaranal?

593." Az AB atmér6jd korben AC és CD hurokat huztak
meg, AC = 12 cm, ZBAC=30°, AB 1 CD. Hatarozzatok
meg a CD hur hosszat!

594.° Az AB és AC egyenesek B és C pontokban érintik
az O kozéppontu korvonalat. Bizonyitsatok be, hogy az AO
félegyenes a BAC szog szogfelezdje!

595.° Az O kozéppontu korvonalhoz az M pontbdl MA és MB
érintéket huztak, melyek az A és B pontokban érintik
a kort, az ZOAB=20°. Hatarozzatok meg az AMB szoget!

596." Az AB hur végpontjain at két érint6t huztak, melyek
C pontban metszik egymast. Ennek a huirnak a hossza
egyenl6 a kor sugaraval. Hatarozzatok meg Az ACB szoget)!

597.° Az O kozépponta, AB atmerd6ji korvonal C pontjan
at érintét huztak ehhez a korhoz. Az A pontba az érintére
AD merdlegest allitottak. Bizonyitsatok be, hogy az AC
egyenes a BAD szog szogfelezdje!

598." Az AC egyenes az A pontban érinti az O kozépponta
kort (330.abra). Bizonyitsatok be, hogy BAC szog 2-szer
kisebb az AOB sz6gnél!

599.° Az AB és BC szakaszok megfeleléen a kor huarja
és atmérdje, az LABC=30°. Az A ponton at érintét huz-
tak, amely a BC egyenest egy D pontban metszi. Bizonyit-
satok be, hogy az ABD haromszog egyenlGszari!
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A

A B

C B

330.abra 331.abra
600.° Ismert, hogy az AB atméré felezi a CD hurt, de nem
lesz merGleges ra. Bizonyitsatok be, hogy a CD szintén
a korvonal atmérdje!
601.” Hatarozzatok meg az adott egyenest egy adott pont-
ban érint6 korvonalak kozéppontjainak mértani helyét!
602.” Hatarozzatok meg az adott szég mindkét szarat
érint6 korvonalak koézéppontjainak mértani helyét!
603.” Hatarozzatok meg az adott egyenest érint6 korvona-
lak kozéppontjainak mértani helyét!
604.” Azok az egyenesek, amelyek az O kézéppontu korvo-
nalat az A és B pontokban érintik, egy K pontban metszik
egymast, LZAKB=120°. Bizonyitsatok be, hogy az
AK + BK = OK.
O-r 605.” Az ABC haromszog AB oldalat a korvonal egy
M pontban érinti, a masik két oldalanak meghosszabbi-
tasat is érinti ez a korvonal. Bizonyitsatok be, hogy a BC
és BM szakaszok 6sszege az ABC haromszog félkeruletével
lesz egyenld!
606.” A C ponton keresztil a kérvonalhoz AC és BC érin-
t6ket huztak, A és B pontok az érintési pontok (331. abra).
A koron felvettek egy tetszéleges M pontot, amely egy
félsikban lesz a C ponttal az AB egyeneshez viszonyitva,
és az M ponton keresztil is érint6t huztunk a korhoz,
amely az AC és BC egyeneseket megfeleléen D és E pon-
tokban metszi. Bizonyitsatok be, hogy a DEC haromszog
kertlete fliggetlen az M pont helyzetétdl!
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607. Bizonyitsatok be, hogy annak a szakasznak az M
felez6pontja, amelynek végpontjai két parhuzamos egye-
nesre illeszkednek, minden olyan szakasz felezGpontja,
amely atmegy az M ponton, és melynek végpontjai ezekre
az egyenesekre illeszkednek!

)

608. Az AB és CD szakaszok ugyanazon az egyenesen feksze-
nek, és kozos felez6pontjuk van. Az M pontot ugy valasztjuk
meg, hogy az AMB haromszog egyenl6 szara legyen, mely-
nek alapja az AB szakasz. Bizonyitsatok be, hogy a CMD
haromszog is egyenl6 szard, melynek alapja a CD szakasz!

609. Az MPK haromszog MK oldalan ugy vették fel az E
és F pontokat, hogy az E pont az M és F pontok kozott

van, ME = EP, PF = FK. Hatarozzatok meg az M szoget,
ha ZEPF=92°, /K =26°.

610. Az ABC hegyesszogi haromszogben BM szogfelezot
huztak. Az M pontbdél a BC oldalra MK meré6legest bocsa-
tottak. Az ZLABM = ZKMC. Bizonyitsatok be, hogy az ABC
haromszog egyenldszaru!

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
® SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
611. Allapitsatok meg, milyen szabaly szerint vannak

elhelyezve a 332. abran 1év6 alakzatok. Milyen alakzat
kovetkezik?

TARTZION..

332.abra
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22. A haromszog koré irt és beirt irt korvonalai

Meghatarozas. Azt a korvonalat, amely atmegy
a haromszog mindharom cstcsan, a harom szog koré
irhat6 korvonalanak nevezziik.

A 333. abran egy olyan koérvonal lat- B
hatd, amely a haromszog koré lett irva.

Ebben az esetben azt is mondjak, hogy \
a haromszog korbe van irva.

A 333. abran az O pont annak a kor- %
vonalnak a kozéppontja, melyet az ABC A
haromszog koré irtunk. Az OA, OB 333.4bra
és OC szakaszok a korvonal sugarai,
ezért OA = OB = OC. Tehat a haromszog koré irthaté korvo-
nal kozéppontja egyenlé tavolsagra van mindegyik csticsatol.

22.1. tetel. Barmely haromszog koré irhatoé kor.

Bizonyitas: © A bizonyitashoz elegendd bemutatni,
hogy tetszbleges ABC haromszogre létezik egy olyan O
pont, amely egyenld tavolsagra van mindegyik cstcsatol.

Ekkor az O pont a haromszég koré irt

C

B kor kozéppontja lesz, az OA, OB és OC
A szakaszok pedig a sugarai.
A 334. abran egy tetszbleges ABC

li harom szog lathat6. Megrajzoljuk az AB

A ; o €s AC oldalak felez6merdlegeseit, ezek

334.4bra megfelelGen a k és 1 egyenesek lesznek.
. Legyen az O pont ezeknek az egyenesek-
nek a metszéspontja. Mivel az O pont a k
felez6merdlegesre illeszkedik, ezért OA = OB. Mivel az O
pont az 1 felez6merdlegesre illeszkedik, ezért OA =OC. Te-
hat OA = OB = OC, vagyis az O pont egyenld tavolsagra
lesz a haromszog mindegyik cstcsatol. ®

Megallapitjuk, hogy a haromszog koré csak egyetlen
korvonal irhaté. Ez abbdl kovetkezik, hogy a k és [ felez6me-
rolegeseknek csak egy kozos metszéspontja van (334. abra).
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Tehat létezik egy és csakis egy pont, amely egyenls tavol-
sagra van a haromszog mindegyik cstcsatol..

1. kovetkezmény. A haromszog harom oldalfelezé
merdélegese egy pontban metszik egymast.

2. kovetkezmény. A haromszoég koré irhatoé korvo-
nal kézéppontja a haromszog oldalfelezé merdélege-
seinek a metszéspontja.

Meghatarozas. A haromszog beirt korének azt
a korvonalat nevezziik, mely érinti a haromszog
minden oldalat.

A 335. abran egy haromszog beirt kérvonala lathato.
Ebben az esetben azt is mondjak, hogy a haromszoget
a korvonal koré irtak.

A 335. abran az O pont az ABC haromszog beirt kor-
vonalanak a kozéppontja lesz, az OM, ON, OP szakaszok
a korvonal sugarai, melyek az érintési pontokba vannak
hazva, OML1LAB, ON1BC, OPlLAC. Mivel
OM = ON = OP, ezért a beirt kor kézéppontja egyenld td-
volsagra van a haromszég minden oldalatol.

335.abra 336.abra

22.2. tetel. Barmely haromszogbe koért lehet irni.

Bizonyitas: © A 336. abran egy tetszoleges ABC ha-
romszog lathato. Megrajzoljuk az A és B szogeinek a szog-
felezbit, megjeloljiik a metszéspontjukat egy O ponttal.
Az ABC haromszog AB, BC és CA oldalaira az O pontbdl
OM, ON és OP merolegeseket bocsatunk. Mivel az O pont
az A szog szogfelezdjére illeszkedik, ezért a szogfelezordl
sz010 tétel (20.2. tétel) alapjan OM = OP. Hasonlbéan, az O
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pont a B szog szogfelezGjére illeszkedik, ezért OM = ON.
Legyen OM = r. Ekkor OM = ON = OP =r. Ezért az O pont
a haromszog minden oldalatdl r tavolsagra lesz. Ekkor
a korvonal érintgje ismertetGjelének kévetkezménye (21.4.
tétel kovetkezménye) alapjan az O pont az r sugaru kor
kozéppontja, amely érinti az AB, BC és CA oldalakat. ®

Megjegyezzik, hogy a haromszogbe csak egyetlen kor
irhat6. Ez abbdl kovetkezik, hogy az A és B szogek szogfe-
lez61 csak egy pontban metszik egymast (336.4bra). Tehat,
csak egy olyan pont létezik, amely egyenld tavolsagra van
a haromszog oldalaitol.

1. kovetkezmény. A haromszog szégfelezéi egy
pontban metszik egymast.

2. kovetkezmény. A haromszogbe irt kor kozép-
pontja a szogfelez6k metszéspontja.

O-=r Feladat. Bizonyitsatok be, hogy a derékszogl
at+tb-c

haromszog beirt korének sugara az r= , ahol r

a beirt kor sugara, az a és b — a haromszoég befogéi, cl —
a haromszog atfogdja.

Megoldas. Az ABC haromszégben: ZACB= =90°,
BC=a, AC=b, AB=c, az O pont a beirt kor k6zéppontja,
M, E és K a korvonal megfelel§ érintési pontjai a BC, AC
és AB oldalakkal (337. abra).

Az OM szakasz az érintési pontba huzott kérvonal su-
gara. Ezért OM 1 BC. A

Mivel az O pont a beirt kor sugara,

ezért a CO félegyenes az ACB szog » K
szogfelezbGje, tehat ZOCM =45°, E.
A CMO haromszoég egyenlészaru ha- k‘

cC M b5

romszog lesz.
Innen CM =OM =r. 337.abra
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Az egy pontbdl huzott érinté szakaszok tulajdonsaga-
it felhasznalva kapjuk: CE = CM. Mivel CM = r, ebbdl
kovetkezik, hogy CE = r. Tehat AK = AE = b - r ;
BK=BM=a-r.

Mivel AK + BK = AB, ebbdl azt kapjuk, hogy

b-r+a-r=c.

Innen kévetkezik, hogy 2r=a+b—c; r="- to-e

. 4

9 1. Mit nevezliink a haromszog koré irhatd kérvonalnak? 2. Milyen
haromszoget nevezlink korbe irt haromszognek? 3. Milyen haromszog
koré irhaté korvonal? 4. Milyen pont lesz a haromszog koré irt kor
kodzéppontja? 5. Milyen kort neveziink a haromszogbe irtnak? 6. Mi-
lyen haromszoget neveziink a kor koré irt haromszognek? 7. Milyen
haromszogbe irhaté korvonal? 8. Melyik az a pont, amely a harom-
szOgbe irt kor kozéppontja lesz?

E@\ ‘1 GYAKORLATI FELADATOK I
r

612.° Rajzoljatok egy kiilonbozé oldalti hegyesszogii haromszoget!
1) Derékszogl vonalzo és a kétéld vonalzé skalajat
felhasznalva hatarozzatok meg az adott haromszog
koré irt kor kozéppontjat!
2) irjatok a haromszog koré kort!
Végezzétek el az 1.és 2.feladatokat kiilonb6z6 oldalu
derékszogl és tompaszogl haromszogekkel is!

613.° Rajzoljatok:
1) egy egyenl6 szara hegyesszogli haromszoget;
2) egy egyenld szaru tompaszogl haromszoget.
Végezzétek el az 1. és 2. feladatokat az 612. gyakorlatbodl!

614.° Rajzoljatok at a fiizetbe a 338. abrat! Az A, B, C pon-
tokon keresztiil rajzoljatok egy korvonalat, hasznalhattok
kétéll vonalzét, derékszogl vonalzot és korzot!
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A.
338.abra

615.° Rajzoljatok egy kiillonb6z6 oldald haromszoget!
1) Vonalzét és szogmérot hasznalva hatarozzatok meg
a haromszogbe irt kor kozéppontjat!
2) A derékszogl vonalzo segitségével hatarozzatok meg
a beirt kornek és a haromszog oldalainak az érintési
pontjait!
3) Rajzoljatok meg az adott haromszogbe irt kérvonalat!
616.° Rajzoljatok egy egyenld szart haromszoget. Végezzétek
el az 615. gyakorlat 1., 2. és 3. feladatat az adott haromszogon!

WGYAKORLATOK [

617.° A 339. a, b, ¢ 4brak koziil melyiken lathaté a harom-
szog koré irt korvonala?

@ Q. O

339.abra

618.° A 340. a, b, ¢ 4brak koziil melyiken lathaté a harom-
szog beirt korvonala?

340.abra
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619.° Az O pont az ABC hiromszog beirt kérvonalanak
koézéppontja (341.abra). Hatarozzatok meg a haromszog
szogeit, ha LABO =38°, ZBCO =22°.

'\

344.abra 342.abra
620.” Az O pont az ABC haromszog beirt kérvonalanak
kozéppontja (341.abra). Hatarozzatok meg az ABO szogét,
ha ZBAC =64°, ZACB=46°.
621.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld szard haromszog
koré irhato kor kozéppontja az alapra bocsatott sulyvonal-
ra illeszkedik!
622.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld szarti hdromszog
koré irhaté kor kozéppontja az alapra bocsatott magassag-
ra illeszkedik!
623.° Az ABC haromszog beirt kérvonala az M és N pon-
tokban érinti AB és AC oldalait. Hatarozzatok meg a ha-
romszog A szogét, ha az ZAMN =35°.
624.° Az ABC haromszog beirt kérvonala a D és E pontok-
ban érinti az AB és az AC oldalakat. Hatarozzatok meg
az ADE szoget, ha a £B=50°.
625.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld oldali haromszog
koré irt kor kozéppontja a szogfelez6k metszéspontja lesz!
O— 626.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenld oldali ha-
romszog koré irt kor sugara kétszer nagyobb az adott ha-
romszogbe irt kérvonal sugaranal!
627.° Az ABC haromszogbe egy olyan kor van irva
(342. abra), amely M, K és E pontokban érinti az oldala-
it, BK =2 cm, KC = 4 cm, AM = 8 cm. Hatarozzatok meg
az ABC haromszog keriiletét!

B

A ) C
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628.° Az ABC haromszogbe egy kor van irva (342. abra),
amely M, K és E pontokban érinti az oldalait, AB = 13 cm,
BC =8 cm, BK =3 cm. Hatarozzatok meg az AC oldal hosszat!

629.° Az ABC haromszog koré irt kérvonalanak O koézép-
pontjan keresztil az AC oldallal merdleges egyenest huz-
tak és ez az AB oldalt egy M pontban metszi. Bizonyitsa-
tok be, hogy AM = MC!

630." Az ABC haromszog beirt kérének O kozéppontjan ke-
resztil egy AO egyenest huztak, amely a BC oldalt egy M
pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy az M pont egyenld
tavolsagra lesz AB és AC félegyenesektdl

631.° Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog koré irt kérvo-
nalanak kozéppontja az sulyvonalra illeszkedik, akkor ez
a haromszog egyenlGszaru!

632.° Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog koré irt korvo-
nalanak kozéppontja a haromszog magassagara illeszke-
dik, akkor az ilyen haromszog egyenlGszaru!

633.° Bizonyitsatok be, hogyha a beirt kérvonal kozéppont-
ja a haromszog magassagara illeszkedik, akkor az ilyen
haromszog egyenl@szaru!

634.° Bizonyitsatok be, hogyha a beirt korvonal kézéppont-
ja a haromszog sulyvonalara illeszkedik, akkor az ilyen
haromszog egyenldszaru!

635.° Bizonyitsatok be, hogyha a haromszogbe beirt
és a korilirt korvonalanak kézéppontja egybeesik, akkor
az ilyen haromszog egyenld oldalu!

636." A 343.abran az ABD és CBD haromszogekbe koroket
irtak, melyeknek megfelelen a kozéppontjai az O, és O,
pontok lesznek. Bizonyitsatok be, hogy O DO, szog egye-
nesszog lesz!

637." A 344.abran az ABD és CBD haromszogekbe koroket ir-
tak, melyeknek megfeleléen a kozéppontjai az O, és O, pontok
lesznek, az ZABC =50°. Hatarozzatok meg O,BO, szoget!



210 § 4. Korvonal és korlap 445
B
B
/(1)
A D C A D C
343.abra 344.abra

638.° Az egyenl6 szard haromszog beirt korvonala a szara-
1t 7 : 5 aranyban osztja, a csucstol kezdve a szamolast. Ha-
tarozzatok meg a haromszog oldalait, ha a kertilete 68 cm!
639.° A korvonal koré irt ABC haromszog kerilete 52 cm.
Az AB oldalat az érintési pont a 2 : 3 aranyban osztja,
az A csucstdl szamitva. A BC oldalanak érintési pontja
a C ponttél 6 cm-re van. Hatarozzatok meg a haromszog
oldalait!

640.° Egy haromszogbe, melynek szogei 30°, 70° és 80°,
korvonal van irva. Hatarozzatok meg annak a haromszog-
nek a szogeit, melynek csucsai az adott haromszogbe irt
korvonal érintési pontjai lesznek!

641.° Az ABC egyenlG szaru haromszogbe korvonal van
irva, a haromszog AB és BC szarainak az érintési pontjai
megfeleléen az M és N pontok. Bizonyitsatok be, hogy
MN || AC.

O—= Bizonyitsatok be, hogyha a haromszog koré irt kor-
vonal koézéppontja, a haromszog oldalara illeszkedik, ak-
kor az ilyen haromszog derékszogi!

O-mr 643." Az ABC haromszogbe kor van irva, amely
az AB oldalt az M pontban érinti, BC = a. Bizonyitsa-
tok be, hogy AM = p — a, ahol a p az ABC haromszog
félkerulete!
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345.abra 346.abra

644.” Az egyenl6 oldali haromszogbe, melynek oldala a,
kor van irva. Ehhez a korhoz egy érintét huztak, amely
metszi a haromszog két oldalat. Hatarozzatok meg annak
a haromszognek a keriiletét, amelyet ez az érint6 vag le
az adott haromszogbdl!

645.% Az ABC egyenl§ szart haromszégnek (AB = BC)
az alapja 10 cm. Ebbe kort irtak, és ehhez a korhéz harom
érint6t huztak, amelyek az adott haromszogbhdl az ADK,
BEF és CMN haromszogeket vagtak le. A keletkezett
haromszogek kertiileteinek az Osszege 42 cm. Mekkora
az adott haromszog szara?

646.* Az ABC haromszogben a BD stlyvonal, AB = 7 cm,
BC = 8 cm. Az ABD és BDC haromszogekbe koérvonalat irtak.
Hatarozzatok meg az érintési pontok tavolsagat a BD szakasztdl!
647.% Az ABC héaromszog BAC és ACB szogei harom-ha-
rom egyenld részre van osztva (345. abra). Bizonyitsatok
be, hogy ZAMN = /ZCMN.

648.% A B szog csdcsat nem tudjuk elérni (346. 4bra).
Szogmérs és skala nélkiili vonalzé felhasznalasaval szer-
kesszetek egy egyenest, amely a B szog szogfelezdje lesz!

649.7 Az ABC egyenl§ szard harom- B

sz0g beirt és korulirt koreinek kozép-

pontjai megfeleléen az F' é s O pontok %‘\
(347. abra). Ezek a pontok a harom-

sz6g AC alapjatél egyenld téavolsdgra 4 Ol C

vannak. Hatarozzatok meg az ABC

haromszog szogeit! 347.abra
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650. Az ABC sz6g szogfelezdje a szog szaraval olyan szoget
zar be, amely az ABC szog mellékszogével egyenls. Hata-
rozzatok meg az ABC szoget!

651. Az egyenlGszarui haromszoghen B K ¢
az alapon fekvé szog csucsabdl meghuz- V /
tak a haromszog magassagat, az alapon

fekvé masik cstcsbél pedig a harom- 4 D
szog szogfelezGjét. A megrajzolt szog-
felez6 és a magassag hajlasszoge 64°.
Hatarozzatok meg a haromszog szogeit!
652. A 348.abran BC||AD, AB=3 cm, BC =10 cm. A BAD
szog szogfelezGje a BC szakaszt a K pontban metszi. Hata-
rozzatok meg a BK és KC szakaszokat!

653. Az ABC haromszogben ismert, hogy AB = BC, az AM és CK

szakaszok a haromszog sulyvonalai. Bizonyitsatok be, hogy
MK || AC.

348. abra

MEGTANULJUK ALKALMAZNI A MERTANT [

654. Két mobiltorony tavolsaga 5 km. A kapcsolat akkor
stabil, ha az eldfizet6 legfeljebb 3 km tavolsagra van a to-
ronytol. Abrézoljétok, hogy a tornyokhoz képest hova me-
het egy turista, hogy a stabil lefedettség zonajaban legyen:
1) a kozelebbi torony; 2) mindkét torony?

655. Harom falut a térképen pontokként jeloltek, amelyek
nem egy egyenesre illeszkednek. Hol kell elhelyezni a mobil-
tornyot, hogy egyenl6 tavolsagra legyen ezektol a falvaktol?

. B C
C' FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
+FO SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
656. Az ABCD négyzetbél kivagtak a bevonal-
kazott alakzatot (349. abra). A négyzet mara- A D

dék részét osszatok fel négy egyenld alakzatra! 349. 4bra
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23. Szerkesztési feladatok

Skalas kétéld vonalzéoval, korzovel, derékszogli vonal-
zoval szogmérovel, a 350. abran lathaté gorbevonalzoval
mar nagyon sokszor kellett kiilonb6z6 mértani szerkeszté-
seket végeznetek.

Lehet-e kevesebb eszkozzel geomet-
rial szerkesztéseket végezni? Kiderult,
nagyon sok esetben a szerkesztéshez ele-
gendb a korzé és a skala nélkiili kétéld
vonalzo is. Példaul ahhoz, hogy meg-
szerkesszuk a szog szogfelezdjét, egyal-
talan nem szikséges a szogméro, olyan
vonalzoval is el lehet végezni a szakaszt
felezését, amelyen nincs skala.

Erdemes-e a mai vildgban, amikor 350.4bra
olyan pontos eszko6zoket hoztak létre
és szamitdégép programok is rendelkezésiinkre allnak,
melyek segitségével a legbonyolultabb méréseket és szer-
kesztéseket 1s el lehet végezni, olyan egyszerl eszkozoket
hasznalni, mint a korzd és a vonalz6? A gyakorlatban ter-
mészetesen nem. Ezért a mérnokok, épitészek, formater-
vezOk nagyon sok ilyen eszkozt hasznalnak.

A mértanban az alakzatok szerkesztésénél a kovetkezd
szabalyokat alkalmazzak:

1) a szerkesztéseket korzdvel és olyan kétélii vonalzéval
végzik, amelyiken nincsenek beosztdsok;

2) vonalzé segitségével az adott ponton keresztiil lehet
egyenest hiuzni, és két ponton keresztiil, példaul az A és B
ponton at meghtizhaté az AB egyenes;

3) korzd segitségével lehet kort rajzolni, ha adott a kor
kozéppontja és sugara, amely egy adott szakasz hosszaval
egyenlo.

Ha a feladatban meg kell szerkeszteni valamilyen alakzatot,
akkor azt csak a fenti szabalyok alkalmazasaval lehet elvégezni.




214 § 4. Korvonal és korlap A

)

A szerkesztési feladatot elvégezni annyit jelent, hogy 6ssze-
allitani a feladat megoldasahoz sziikséges munkatervet (algo-
ritmust); megvalésitani ezt a munkatervet, elkésziteni a szer-
kesztést; bebizonyitani, hogy a kapott alakzat lesz a keresett.

Vizsgaljuk meg a szerkesztési feladatok kozil a legfon-
tosabbakat.

O-mr 1. feladat. Szerkesszetek egy adott szoggel egyenld
szoget, melynek egyik szara az adott félegyenesre illeszkedik!

Megoldas. A 351. abran az A szog és egy OK félegye-
nes lathat6. Meg kell szerkeszteni egy szoget, amely egyen-
16 lesz az A-val, az egyik szara pedig az OK félegyenes.

L B
A A}C
0) K A

351.abra 352.abra

Rajzolunk egy tetszdleges r sugaru kort, melynek ko-
zéppontja az A pont lesz. A kor és az A szog szarainak
metszéspontjat jeloljik B és C-vel (352. abra). Ekkor
AB=AC=r.

\ E E
0 M K O M K| O

F F

a b c

353.abra
Rajzolunk egy O kozépponta és r sugara kort. Az OK
félegyenest a kor egy pontban metszi, legyen ez az M pont
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(353. a abra). Ezutan az M pontbdl rajzolunk egy BC suga-
ru korvonalat. Legyen az O és M kozéppontu koérvonalak
metszéspontja K és F' (353. b abra). Megrajzoljuk az OF
és OF félegyeneseket (353. ¢ abra).

Bebizonyitjuk, hogy az EOM és az FOM szog is a kere-
sett szoglesz. Példaul, bizonyitsuk be, hogy ZEOM = ZBAC.

Megvizsgaljuk az ABC (352. abra) és az OEM (353. c abra)
haromszogeket. Adott: AB = OE=r = AC = OM. A szerkesz-
tésbol kovetkezik, hogy EM = BC. Tehat, az ABC és OEM
haromszogek egyenl6k harom oldaluk alapjan, vagyis a ha-
romszogek egybevagosaganak harmadik alapesete alapjan.
Ebbdl kovetkezik, hogy ZEOM = ZBAC. Ehhez hasonléan
azt is be lehet bizonyitani, hogy ZBAC = ZFOM. 4

Mi két olyan szoget, az EOM és az FOM szogeket,
szerkesztettiink, melyek mindegyike kielégiti a feladat
feltételeit. Ezek a szogek egyenldk. Ilyen esetekben tugy te-
kintik, hogy a szerkesztési feladatnak egy megoldasa van.

O-mr 2. feladat. Szerkesszétek meg az adott szakasz
felezOmerdlegesét!

Megoldas . Legyen AB az adott szakasz (354. a abra).
Megrajzolunk két korvonalat, melyeknek a kézéppontjai
az A és B pontok, sugaruk pedig az AB szakasz lesz. Ezek-
nek a koérvonalaknak a metszéspontjai legyenek M és N
(354. b abra). Meghuzzuk az MN egyenest (354. ¢ abra).
Bebizonyitjuk, hogy az MN lesz a keresett egyenes.

VR ALY

c d

354.abra
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A szerkesztésbol kovetkezik, hogy MA=MB=AB és
NA=NB= =AB 354. d abra). Tehat az M és N pontok
az AB szakasz felezOmerdlegesére illeszkednek. Ezért
az MA egyenes lesz az AB szakasz felez6merGlegese. €

Megjegyzés. Mivel az MN egyenes az AB szakaszt az O
felez6pontjaban metszi, ezért a kovetkezd feladatokat
is a fenti feladatok alapjan oldjuk meg..

O-= 3. feladat. Felezzétek meg az adott szakaszt!

O-mr 4. feladat. Adott egy egyenes, és egy pont, amely
nem illeszkedik az egyenesre. Ezen a ponton keresztil huz-
zatok egy egyenest, amely merdleges az adott egyenesre!

Megoldds. Legyen m az adott egyenes, A pedig a rajta
kivili pont. Rajzolunk egy olyan koért, melynek a kozép-
pontja az A pont, és két pontban metszi az m egyenest.
Megjeloljik ezeket a pontokat M-mel és N-nel (355. abra).

M~__ _“N - MUN

355.abra 356.abra

Mivel AM = AN, ezért az A pont illeszkedik az MA sza-
kasz felezomeroélegesére. Megszerkesztve ezt a felezOmerdlegest
(lasd a 2. feladatot), ezzel megoldottuk a feladatunkat. <«

O— 5. feladat. Adott egy egyenes, és egy pont, amely
illeszkedik az egyenesre. Ezen a ponton keresztiil fektes-
setek egy egyenest, amely merdleges az adott egyenesre!

Megoldds. Legyen m az adott egyenes, A pedig az egye-
nesre illeszked6 pont. Rajzoljunk egy tetszéleges sugara kor-
vonalat, melynek kozéppontja az A pont. Ez a kor az m egye-
nest két pontban metszi. Legyenek ezek: M és N. (356. abra).

Mivel AM = AN, ezért mi a feladatunkat atalakitottuk
egy olyan feladatta, ahol az MN szakasznak kell megszer-
keszteni a felezGmerg@legesét. €
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O-r 6. feladat. Szerkesszétek meg az adott szog szog-
felezdjét!

Megoldas. Legyen A az adott szog. Rajzolunk egy tetszdleges
sugaru korvonalat, melynek koézéppontja az A pont. Ez a kor
a szog szarait két pontban metszi. Jeloljik ezeket a metszés-
pontokat M-mel és N-nel (357. a abra). Ugyanezzel a sugarral
rajzolunk még két kort, melyeknek a kozéppontjai az M és az
pont. Ezek a korvonalak A és K pontokban metszik egymast
(357. b abra). Meghuzzuk az AK félegyenest (357. ¢ abra).

M M K M K
A N A N A N A
a b c

357.abra

Bebizonyitjuk, hogy az AK félegyenes lesz a keresett
szogfelezo.

Valéban, az AMK és ANK haromszogek (357. d abra) egybe-
vagok a harom oldaluk alapjan, a haromszogek egybevagosaga-
nak harmadik alapeste szerint. Tehat /MAK = ZNAK. 4

O-r 7. feladat. Szerkesszetek derékszogli haromszo-
get atfogdja és befogdja alapjan!

Megoldas. Legyen két szakasz b és ¢, ahol b < ¢ (358.
a abra). Mivel az atfogé nagyobb, mint a befogo, ezért
az atfogd a nagyobbik szakasz lesz ezek koziil, a befogo pe-
dig a kisebbik. Tehat egy olyan ABC derékszogl haromszo-
get kell szerkeszteni, melyben £C=90° AB=c, AC=0.

Szerkessziink két egymasra kolcsondsen meréleges m
és n egyenest. Legyen C pont a metszéspontjuk. Az m
egyenesen felmérjik a CA szakaszt, amely a b befogéval
lesz egyenl6 (358. b abra). Rajzoljunk egy A koézéppontu
koérvonalat, melynek sugara megegyezik a c¢ atfogoval.
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A korvonal az n egyenest két pontban metszi, ezek legye-
nek B, és B, (358. c dbra). Az ACB, és ACB, haromszo-

gek lesznek a keresett haromszogek.

n n

.;. C A m C Qm
b </
o-—0
a Cc

358.abra

Mivel az ACB, és ACB, haromszogek egybevagok, ezért
a feladatnak egyetlen megoldédsa lesz. <«

8. feladat. Szerkesszetek haromszoget oldala, és a ma-
sik két oldalhoz tartozé magassagok alapjan!

Megoldas. A 359. abran egy ABC haromszog lathato,
melynek magassagai AA, és CC, Ha ismertek az AC, AA,
és CC, szakaszok, akkor meg lehet szerkeszteni az AA C
és CC A haromszogeket az atfogé és a befogé alapjan (lasd
a 7. feladatot).

B
" A, c,
“ /<\\ i\
A CA C
A C a b
359.abra 360.abra

A fenti gondolatmenetet a szerkesztési feladat elemzé-
sének (analizisének) nevezziik, amely segit a szerkesztés
tervének elkészitésében.
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Megszerkessziik az AA C derékszogli haromszoget,
melyben az AC atfogé megegyezik az adott oldallal, és az
AA, befogb az egyik adott magassaggal (360. a abra).
A megszerkesztett ACA, haromszognek egyik szoge,
az adott oldal melletti sz6g, megegyezik a keresett ha-
romszog szogével. Hasonlo szerkesztéssel meg lehet kapni
a keresett haromszégnek az adott oldalra fekvé masik szo-
gét is. A 360. b abran ez a szog C AC szog lesz.

Most mar csak az ABC haromszig megszerkesztése
maradt hatra, az AC oldala és a rajta fekvd két szoge alap-
jan. Ezt a szerkesztést 6nalléan végezzétek el. 4

9. feladat. Szerkesszetek haromszoget, ha adott egyik
szoge, és ebbdl a szoghdl bocsatott szogfelezbje és magassaga!

Megoldas. Elvégezzik ennek a szerkesztési feladatnak
az elemzését. A 361. abran egy ABC haromszog lathato,
melyben a BD szakasz magassag, a BK pedig szogfelezd.

Ha ismert a BD és BK szakaszok hossza, akkor a BDK
derékszogl haromszoget meg lehet szerkeszteni a befogd
és atfogd alapjan. Szintén megallapitjuk, hogyha ismert
az ABC szog, akkor meg lehet szerkeszteni az ABK és KBC

. . 1
szogeket, melyek mindegyike EAABC. lesz. Innen meg-

kapjuk a szerkesztés tervét.

B B

A D K C /A D K C

361.abra 362.abra

Szerkesztliink egy derékszogd BDK haromszoget, mely-
ben a BK atfogd a szogfelezdvel lesz egyenlS, a BD befogd
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pedig a magassag lesz (362. abra). Szerkesztink két
szoget, melyek mindegyike az adott szog felével egyenls
és ezeknek a szogeknek a kozos szaruk a BK félegyenes.

A 362. abran ezek az ABK és KBC szogek lesznek. Az ABC
haromszog lesz a keresett haromszog. <

m 1. Milyen eszkdzdkkel lehet elvégezni a szerkesztési feladatot? Milyen
szerkesztéseket lehet ezekkel végezni? 2. Mit jelent megoldani egy
szerkesztési feladatot?

WGYAKORLATOK |

657.° Rajzoljatok: 1) hegyesszoget; 2) tompaszoget! Szer-
kesszetek olyan szoget, amely egyenld ezekkel a szogekkel!

658.° Rajzoljatok egy ABC hegyessziget és egy DK félegyenest.
Szerkesszetek egy ~MDK-t, amelyre igaz: ZMDK =2 /ABC.

659.° Osszatok fel az adott szakaszt négy egyenld részre!

660.° Rajzoljatok egy tetszbleges szdget. Osszatok fel azt
négy egyenls részre!

661.° Rajzoljatok: 1) hegyesszog(i haromszoget; 2) tompa-
sz0gl haromszoget. Szerkesszétek meg ezeknek a harom-
szogek minden magassagat!

662.° Rajzoljatok egy ABC hiromszoget! Szerkesszétek
meg: 1) az AM magassagat; 2) BD sulyvonalat; 3) CK ma-
gassagat!
663.° Szerkesszetek haromszoget:

1) két oldala és a kozbezart szoge alapjan;

2) oldala és a rajta fekvd két szoge alapjan!
664.° Szerkesszetek derékszogii haromszoget:

1) két befogdja alapjan;

2) befogdja és a rajta fekve szoge alapjan!
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665.” Szerkesszetek egyenl8szard derékszogli haromszo-
get befogdja alapjan!

666.° Szerkesszetek egyenl8szard haromszoget szara
és a szarszoge alapjan!

667.° Szerkesszetek egyenl8szart haromszoget alapja
és az alapjan fekv(g szoge alapjan!

668.° Szerkesszetek adott sugaru korvonalat, amely érinti
az adott egyenest egy megadott pontjaban!

669.° Szerkesszetek érintét adott sugaru koérvonalhoz,
amely a korvonal adott pontjaban érinti azt!

670.° Szerkesszetek: 1) 45% 2) 60% 3) 75% 4) 120Y.
szoget!

671." Szerkesszetek: 1) 30% 2) 22°30"; 3) 15Y. szoget!

672.° Az adott ponton at, amely nem illeszkedik az adott
egyeneshez, szerkesszetek az adott egyenessel parhuza-
mos egyenest!

673." A szog belsejében 1év6 ponton at szerkesszetek olyan
egyenest, amely a szog szarabdl egyenl6 szakaszokat fog
kimetszeni!

674.° Szerkesszetek korvonalat, amely érinti az adott szog
szarait!

675.° Adott egy 30°-0s szog. Szerkesszetek egy adott su-
garu korvonalat, amelynek kozéppontja illeszkedik a szog
szarara, és érinti a szog masik szarat!

676." Szerkesszetek korvonalat, amely érinti az adott szog
szarait, és az egyik szarat a megadott pontban érintse!
677.° Szerkesszetek derékszogd haromszoget atfogodja
és hegyes szoge alapjan!

678." Szerkesszetek derékszogl haromszoget befogdja
és szemkozti szoge alapjan!
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679.° Szerkesszetek egyenld szara haromszoget:
1) az alapjara bocsatott magassaga és a csucsnal 1évg
szoge alapjan;
2) az alapja és az alapra bocsatott sulyvonala alapjan;
3) az alapja és a szarra bocsatott magassag alapjan!

680." Szerkesszetek egyenld szart haromszoget:

1) Szara és az alapjan fekvl szoge alapjan;

2) a szara és az alapra bocsatott magassag alapjan!
681.° Szerkesszetek egyenld szara derékszogli haromszoget
atfogdja alapjan!

682.” Hogyan lehet felezni egy olyan szakaszt, amelynek
hossza tobbszorose a korzo legnagyobb nyilasanak?

683." Szerkesszetek derékszogl haromszoget:
1) hegyesszoge és ennek a szognek a szogfelezdje alapjan;
2) befogdja és az atfogoéra huzott magassaga alapjan!
684. Szerkesszetek derékszogli haromszoget:
1) befogdja és a masik befogéra huzott stlyvonala alapjan;
2) hegyesszoge és a derékszog csicsabol bocsatott ma-
gassaga alapjan!
685." Szerkesszetek egyenld szarti haromszoget alapja
és a beirt korének sugara alapjan!

686.” Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala,
ezen oldal melletti szoge és ezen szog cstcsabdl hizott
szogfelezdbje!

687. Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala,
és a masik oldalara bocsatott stlyvonala valamint az adott
oldal és a sulyvonal altal bezart szog!

688.” Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala, ezen
oldal melletti szoge és a magassaga, amely erre az oldalra
van bocsatva!

689." Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala,
és ezen oldal egyik végpontjabol huzott sulyvonala és ma-
gassaga! Hany megoldasa lehet ennek a feladatnak?
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690." Szerkesszetek haromszoget, ha adott két oldala
és az egyik oldalara bocsatott magassaga! Hany megolda-
sa lehet ennek a feladatnak?

691. Szerkesszetek haromszoget, ha adott a magassaga
valamint e magassag és a haromszog oldalai kozotti szo6-
gek, amelyeknek a magassaggal k6zos cstcsuk van. Hany
megoldasa lehet ennek a feladatnak?

692.” Szerkesszetek haromszoget, ha adott két oldala
és a harmadik oldalra htuzott magassaga! Hany megoldasa
lehet a feladatnak?

693.” Szerkesszetek haromszoget, ha adott két oldala
és az egyik adott oldalaval szemkozti szége! Hany megol-
dasa lehet a feladatnak?

694.” Szerkesszetek haromszoget egy oldal, a rajta fekvd
egyik szoge és egy adott oldalra huzott sulyvonal alapjan!
Hany megoldasa lehet a feladatnak?

695.” Szerkesszetek haromszoget, ha adottak egyik szoge
és a masik két szog csucsabdl huzott magassagai!

696." Szerkesszetek haromszoget, ha adott a két magassa-
ga és az a szoge, amelynek a megadott magassagok koziil
az egyikkel kozos csticsa van! Hany megoldasa lehet a fel-
adatnak?

697.% Szerkesszetek derékszogli haromszoget, ha adott
a befogdja és a beirt kérvonal sugara!

698." Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala, ezen
az oldalon fekvd szoge és a beirt korvonal sugara!

699.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott a beirt kor
sugara és azok a szakaszok, amelyek a beirt kor érintési
pontja osztja fel a haromszog egyik oldalat!

700." Szerkesszetek haromszoget az adott oldala és ezen
oldalra bocsatott magassaga és sulyvonala alapjan!

701.% Szerkesszetek haromszoget adott harom pont alapjan,
melyek a haromszog és a beirt korvonal érintési pontjai!
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702.* Hogyan kell felosztani harom egyenl§ részre az 54°-
os szoget?

ISMETLO GYAKORLATOK I

703. Az ABC haromszogben, AB = BC, az AE és CF — a ha-
romszog szogfelez6i. Bizonyitsatok be, hogy EF || AC.
704. Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit, ha:

1) LA+ £ZB=110°, LA+ /ZC=85°

2) LC—-LA=29°, LA+ /C=121°.
705. Az ABCharomszog ABoldalanak oldalfelez6merdlegese
a BC oldalt az M pontban metszi. Adott, hogy
ZMAC: Z/MAB=8:5. Hatarozzatok meg az ABC harom-
sz0g szogeit!
706. Allapitsétok meg a haromszog fajtajat, melynek
az egyik kiils6 szoge nagyobb a nem szomszédos belsé szo6-
geknél:

1) 60°-kal, és 40°-kal,

2) 25°-kal, és 35°-kal!

Y, FIGYELJETEK MEG, RAJZOLIATOK,

e SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
707. A lapra rajzoltak egy egyenld oldali haromszoget,
és teljesen lefedték két masik egyenld oldali haromszog-
gel, melyek kilonb6z6 méretliek voltak. Bizonyitsatok

be, hogy a haromszog teljes lefedéséhez elegendd lenne
az egyik haromszog!

24. A pontok mértani helye modszer alkalmazasa
a szerkesztési feladatoknal

Az ismert, hogyha a kék és a sarga szint Osszekever-
jiuk, akkor zéldet fogunk kapni.

A sikon olyan pontokat kell abrazolni, melyek egyide-
jileg kétféle tulajdonsaggal rendelkeznek. Ha az egyik
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tulajdonsaggal rendelkez6 pontokat kékre festjiik, a ma-
sik tulajdonsaggal rendelkezbket pedig sargara, akkor
érthets, hogy a zold pontok mindkét tulajdonsaggal fog-
nak rendelkezni. Ebben rejlik a pontok mértani helyének
(PMH) moédszere. Ezzel a moédszerrel megoldunk néhany
feladatot.

O-mr 1. feladat. Szerkesszetek haromszoget, ha adott
a haromszog harom oldala!

Megoldas. Legyen adott harom szakasz, melyeknek
a hossza a, b, ¢ (363. abra). Meg kell szerkeszteni az ABC
haromszoget, ha AB=c¢, AC=b, BC = a.

A
a
— I b
b —
D ————) B a C
c
-—0
363.abra 364.abra

Rajzolunk egy tetszileges egyenest. Korzo segitségével
felmérjik ra a BC szakaszt, melynek hossza a (363. abra).
A feladat megoldasahoz mar csak a haromszég harmadik
csucsanak, az A pontnak a megszerkesztése sziikséges.

Felhasznaljuk azt, hogy az A pontnak egyszerre két
feltételnek kell megfelelnie:

1) olyan pontnak kell lennie, hogy a B ponttdl ¢ tavol-
sagra 1évo pontok mértani helyéhez tartozzon, vagyis a c
sugaru korvonalhoz (a 364. abran ez a sarga kor lesz);

2) olyan pontnak kell lennie, hogy a C ponttél b tavol-
sagra 1évs pontok mértani helyéhez tartozzon, vagyis a b
sugaru korvonalhoz (a 364. abran ez a kék kor lesz).

Az A pontnak a keletkezett két zold pont kozil bar-
melyiket tekinthetjiik. A keletkezett ABC haromszog
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lesz a keresett, mivel megfelel az AB =c¢, AC=b, BC=a
feltételeknek. <

A szerkesztés fenti leirasabdl az kovetkezik, ha az adot-
tak koziil barmelyik szakasz hossza kisebb, mint a masik
két szakasz hosszanak oOsszege, akkor ezek a szakaszok
a haromszog oldalai lehetnek.

2. feladat. Szerkesszetek egy alakzatot, melynek min-
den pontja egy adott szoghoéz belsé pontja, egyenld tavol-
sagra van a sz0g szaraitdl és a tavolsagra a szog cstcsatol!

Megoldas. A keresett pont egyszerre két mértani hely
pontjaihoz tartozik: a szog szogfelezGjéhez és egy a sugaru
korvonalhoz, melynek kozéppontja a szog csucsa lesz.

Megszerkessziik a szog szogfelezojét és az adott korvo-
nalat (365. abra). Metszéspontjuk a keresett X pont lesz. <

X
a
Mo OM

a
4 ——

365.abra 366.abra 367.abra

3. feladat. Szerkesszétek meg annak az adott R su-
garu korvonalnak a koézéppontjat, amelyre illeszkedik
az adott M pont és érinti az adott a egyenest!

Megoldas: Mivel a kor érinti az a egyenest, ezért a ko-
zéppontja R tavolsagra lesz ettdl az egyenestdl. Az adott
egyenestdl adott tavolsagra 1évo pontok mértani helye két
parhuzamos egyenes (567. gyakorlat). Tehat a korvonal
kozéppontjat a sarga egyeneseken (366. abra) kell keresni.

Mivel az adott M pontra illeszkedé R sugaru korvo-
nal kozéppontjainak mértani helye, az M koézépponti R
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sugaru korvonal (367. abra kék korvonala.) Ezért a kere-
sett korvonal kozéppontjanak a kék korvonal és a sarga
egyenes metszéspontjai kozil barmelyiket tekinthetjiik
(367. abra).

Azt az esetet, amikor az adott pont az adott egyenesre
illeszkedik, vizsgaljatok meg 6nalléan! «

4. feladat. Szerkesszetek haromszoget egyik oldala,
és az erre az oldalra huzott sulyvonala valamint a kortlirt
korvonalanak sugara alapjan!

Megoldas: Szerkessziink meg az adott sugaru korvo-
nalat, és meghuzzuk az AB huart benne, amelynek hossza
megegyezik a keresett haromszog oldalaval. Ekkor a hur
végpontjai a keresett haromszog két cstucsa lesz. Erthetd,
hogy a haromszog harmadik csticsanak egyidejileg illesz-
kednie kell a megszerkesztett korvonalra (sarga korhoz)
és az O kozéppontu korvonalra is, ha ennek a kornek a ko-
zéppontja az AB szakasz felez6pontja, és a sugara egyenld
az adott sulyvonal hosszaval (ez lesz a kék korvonal).
Az ABC, és ABC, haromszogek (368. abra) mindegyike
a megszerkesztendé haromszog lesz. Mivel ezek egybeva-
gok, ezért a feladatnak egyetlen megoldasa van. <

368.abra



228 § 4. Korvonal és korlap A

@GYAKORLATOK [

708.° Adott az m egyenes, és a rd nem illeszked§ A és B
pont (369. abra). Szerkesszétek meg az m egyenesen azt
a pontot, amely egyenld tavolsagra lesz az A és B pontoktol!

oB

)

Ae

369.abra

709.° Az A és B pontok az m egyenesre illeszkednek. Szer-
kesszetek egy olyan pontot, amely az egyenest6l a tavol-
sagra lesz, az A és B pontoktdl pedig egyenl6 tavolsagra.
Hany megoldasa van ennek a feladatnak?

710.° Szerkesszetek egyenld szart haromszoget, ha adott
az alapja és a szara!

711.° A B és C pontok az A szog kiillonbo6z6 szaraira illesz-
kednek, és AB T AC. Szerkesszétek meg a szoghoz tartozé
M pontot, amely egyenld tavolsagra lesz a szaraktoél
és MB = MC!

712.° A B és C pontok az A szog kiilonboz6 szaraira illesz-
kednek. Szerkesszétek meg azt a D pontot, amely a szog-
hoz tartozik, egyenld tavolsagra van a szaraitél, valamint
teljesiil a DC = BC egyenl6séget! Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

713.° Az adott koérvonalnak szerkesszétek meg a kozép-
pontjat!

714.° Szerkesszetek adott sugaru kort, melynek kozép-
pontja egy adott egyenesre illeszkedik, és atmegy egy
adott ponton!

715.° Szerkesszetek adott sugaru korvonalat, amelyre két
adott pont is illeszkedik!
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716." Hatarozzatok meg az Osszes olyan pontot, amely
az adott korvonalra illeszkedik, és egyenld tavolsagra van
az adott szakasz két végpontjatél. Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

717.° Adott két egymast metsz6 m és n egyenes, és egy AB
szakasz. Szerkesszétek meg az m egyenesen azt a pontot,
amely az n egyenestél AB tavolsagra lesz! Hany megolda-
sa van ennek a feladatnak?

718. Az ABC haromszogben ZC=90°. Az AC befogéjan
szerkesszétek meg azt a D pontot, amely az AB egyenestol
CD tavolsagra van!

719.° Szerkesszetek haromszoget, ha adott a két oldala
és az egyik oldalhoz tartozé stlyvonala!

720.° Szerkesszetek egy egyenlGszarad haromszoget, ha
adott a szara és a szarara bocsatott sulyvonala!

721.”" Szerkesszetek egy egyenl6 szaru haromszoget, ha
adott az alapja és a korulirt korének sugara. Hany megol-
dasa van ennek a feladatnak?

722.” Az adott kérvonalon szerkesszétek meg azt a pontot,
amely adott tavolsagra lesz egy adott egyenestdl! Hany
megoldasa van ennek a feladatnak?

723.” Az adott korvonalon szerkesszétek meg azt a pontot,
amely egyenld tavolsagra lesz két egymast metsz6 egye-
nest6l! Hany megoldasa van ennek a feladatnak?

724. Két parhuzamos egyenes kozott adott egy pont.
Szerkesszétek meg azt a kérvonalat, amelyre az adott
pont illeszkedik, és a korvonal érinti az adott egyeneseket.
Hany megoldasa van ennek a feladatnak?

725. Szerkesszetek egy korvonalat, amelyre az adott
A pont illeszkedik, és egy adott B pontban érinti az adott
m egyenest!

726. 726. Adott két parhuzamos egyenes és egy Oket
metsz6 egyenes. Szerkesszetek egy kort, amely érinti ezt
a harom egyenest!
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727.” Szerkesszetek egy haromszoget, ha adott két oldala
és a koré irt korvonal sugara! Hany megoldasa van ennek
a feladatnak?

728." Szerkesszetek egy haromszoget, ha adott egyik olda-
la, az erre az oldalra bocsatott magassaga és a koré irt kor-
vonal sugara! Hany megoldasa van ennek a feladatnak?

729.” Szerkesszetek egyenld oldalt haromszoget, ha adott
a korilirt kérvonalanak sugara!

730.* Harom egyenes nem egy pontban, de paronként
metszik egymast. Szerkesszétek meg azt a pontot, amely
egyenlé tavolsagra lesz mindharom egyenestdl. Hany meg-
oldasa van ennek a feladatnak?

731.* Szerkesszetek derékszogi haromszoget, ha adott a be-
fogdja, valamint az atfogd és a masik befogdjanak osszege!
732.% Szerkesszetek derékszogd haromszoget, ha adott
az atfogdja és a befogdk Gsszege!

733.% Szerkesszetek derékszogd haromszoget, ha adott
az atfogoja és a befogdk kiilonbsége!

734.% Szerkesszetek derékszogd haromszoget, ha adott
egyik befogdja valamint az atfogé és a masik befogé kii-
Ionbsége!

735.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott egyik oldala
és a rajta fekvd szoge, valamint a masik két oldal 6sszege!

736.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott az egyik olda-
la, rajta fekvg szoge és a masik két oldal kiilonbsége!

737.*% Szerkesszetek haromszoget, ha adott az egyik olda-
la, ezzel az oldallal szemkozti szoge és a masik két oldal
kilonbsége!

738." Szerkesszetek haromszoget, ha adott az egyik olda-
la, a szemkozti szoge és a masik két oldal 6sszege!

739.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott a keriilete
és két szoge!
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740.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott a keriilete,
az egyik szoge és a magassaga, amely a haromszég masik
szogének csucsabdl van hazva!

741.* Szerkesszetek hdromszoget, ha adott az egyik csu-
csabdl huzott magassaga és sulyvonala, valamint a koril-
irt kérvonalanak sugara!

742.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott két oldala
és a harmadik oldalra huzott stulyvonala!

743.% Szerkesszetek haromszoget, ha adott az oldala,
az erre az oldalra huzott magassaga, és a masik két oldal
kozil az egyikhez tartozé stulyvonala!

@i ISMETLO GYAKORLATOK IS

744. A 370.abran ZA=46°, LACB=68°, /DEC=120°.
Hatarozzatok meg az EFC és DBE haromszogek szogeit!

745. Az MKN haromszog MK oldalanak O felezdpontjaba
egy merolegest allitottak, amely az MN oldalt egy C pont-
ban metszi. Ismert, hogy MC = KN ZN =50°. Hatarozza-
tok meg az MCO szoget!

B
B
D M N
E
4 C F A C
370.4bra 371.4bra

746. Az ABC haromszogben a C derékszogének cstucsabdl
CH magassagot és CM szogfelez6t huztak. A HM szakasz
hossza kétszer kisebb a CM szakasz hosszanal. Hatarozza-
tok meg az ABC haromszog szogeit!
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747. A 371. abran BD=DC, DN 1 BC, ZBDM = /ZMDA.
Hatarozzatok meg az MBN és BMD szogeket!

c'. FIGYELJETEK MEG, RAJZOLJATOK,
0 SZERKESSZETEK, KEPZELJETEK EL
748. A 372. abran 1év6 alakzatot vagjatok

harom olyan nem négyzet alaku részre,

melyekbdl ki lehet rakni egy négyzetet! )
372.abra

E‘_ﬁ FEJEZETEK A MERTANI SZERKESZTESEK TORTENETEBOL B

Valamilyen eredmény eléréséhez a legkevesebb eszkozt
felhasznalni mindig is a legmagasabb képzetséget kivant
meg. Az okori Gordgorszagban nagyon fejlett volt a mér-
tani szerkesztések mivészete, ezekhez csak két eszkozt
hasznaltak: 1écet, melynek a széle egyenes volt (vonalzo)
és két kihegyezett palcat, melyek az egyik végiikon Ossze
voltak kotve (korzd). Az, hogy a hasznalat ezekre az esz-
kozokre korlatozédott az 6kori gorog tradiciobol ered, mert
az egyenest és a kort az 6kori gorogok a legharmonikusabb
alakzatoknak tekintették. igy Eukleidész az Elemek cimi
konyvében leirja azokat a mértani alakzatokat, amelyeket
korzovel és vonalzoval meg lehet rajzolni.

Nagyon sok szerkesztési feladat 1étezik. Ezek kozil
néhannyal mar megismerkedtetek. De van harom olyan
szerkesztési feladat, amelynek nagyon fontos szerepe volt
a matematika fejlédésében. Ezek a feladatok hiresek lettek.

A kor négyszogesitése. Olyan négyzetet lehet e szer-
keszteni, melynek tertilete az adott korlap tertiletével egyenl6?

Szogharmadolas. Lehet-e az adott széget harom
egyenld részre osztani?

A kocka megkettézése. Lehet-e olyan kockat szerkeszte-
ni, melynek térfogata az adott kocka térfogatanak a duplaja.

Ezek a feladatok évezredekig nem hagytak nyugodni
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az embereket. Az 6kori id6k olyan hires tudoésai probal-
tak megoldani ezeket, mint koszi Hippokratész, Knidoszi
Eudoxosz, Eukleidész, Eratoszthenész Pentatlosz, Pergai
Apolloniosz, Héréon, Papposz, Platon, Arkhimédész, vala-
mint az Ujkor olyan kimagasl6é tuddsai, mint René Des-
cartes, Francois Viéte, Isaac Newton. Csak a XIX. szazad
koézepén nyert bizonyitast, hogy ezeket megoldani nem
lehet, vagyis csak korz6 és vonalzé alkalmazasaval nem
lehet elvégezni a szerkesztést.

Erre az eredményre nem geometriai, hanem algebrai
modszerekkel jutottak, vagyis egyenletekre vezették visz-
sza a geometriai feladatokat.

Amikor a szerkesztési feladatokat oldottatok meg, kii-
I6nosen a csillagos feladatoknal, gyakran talalkoztatok
azzal a nehézséggel, hogy a szerkesztd eszkozok szama
korlatozva van. Ezért az a javaslat, hogy tovabb kell szi-
kiteni az eszkozok felhasznalasat, elég furcsanak tlinhet.
A X. szazadban egy perzsa matematikus, Abu 1-Vafa Mu-
hammad ibn Muham mad al-Bazdzsani, olyan feladatok
megoldasat irta le, amelyben a szerkesztést vonalzéval
és korzovel ugy is el lehet végezni, hogy a szerkesztés
kozben a korzo6 szarainak nyilasat nem valtoztatjuk meg.
Elég furcsanak tlinik az a tétel, melyet 1797-ben egy
olasz matematikus, Lorenzo Mascheroni (1750— 1800) tett
kézzé: minden, ami megszerkeszthetd korzével és vonal-
zoval, az megszerkesztheté csak korzével is. Mascheroni
bevezette a kovetkezot: mivel csak korzovel egyenes
nem rajzolhatd, ezért az egyenest akkor tekintjik meg-
szerkesztettnek, ha meg van szerkesztve barmilyen két
pontja.

A XX. szazadban talaltak meg a Georg Mohr (1640-
1697) dan tudoés konyvét, melyben 6 szintén leirja a csak
korzével vald szerkesztéseket. Ezért a fentebb megfogal-
mazott tételt Mohrl — Mascheroni tételnek nevezik.
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4. SZAMU FELADAT. ONELLENORZES TESZT FORMABAN

1. Adott harom nem egy egyenesre illeszked6 pont. Hany pont-
bél all a toliik egyenld tavolsagra 1évé pontok mértani helye?

A) végtelen sok; B) 2; C)1; D) egyetlen egy sem.
2. Adott harom egy egyenesen fekvd pont. Hany pontbdl
all a t6luk egyenld tavolsagra 1év6 pontok mértani helye?

A) 1; B)2; C) végtelen sok; D) egyetlen egy sem.
3. Hany pontot tartalmaz azoknak a pontoknak a mértani
helye, melyek a szog szaraitdl és a csucsatol is egyenld
tavolsagra van?

A) 1; B)2; C) végtelen sok; D) egyetlen egy sem.
4. Az X pont egy O kozéppontu R sugara koérvonal egyik
pontja. A kovetkezd allitasok kozil melyik a hamis?

A) OX <R; B) OX > R; C) OX<R; D) OX =R.
5. Az egyenesnek és az O kozépponta R sugara kornek két
ko6zos pontja van. Milyen alakzatot képeznek az egyenes-
nek azon X pontjai, melyekre teljesiil az OX > R?

A) szakasz; C) félegyenes;

B) két félegyenes; D) egyenes.
6. A rajzon egy a egyenes lathatd, amely B
A pontban érinti az O kozéppontu kort. 0
A korvonalon megjel6ltiink egy B pontot,
az X az a egyenes tetszlleges pontja. A ko- a
vetkez6 allitasok koziil melyik a hamis? A

A) OX > OB; C) OX >0B;

B) OX >0A4; D) OA = OB.
7. Melyik allitas igaz?

A) Ha két hir merdéleges egymasra, akkor az egyik at-
méré lesz.

B) Ha két hir metszéspontjuk altal felezddik, akkor
egymasra merdlegesek lesznek.

C) Ha a hur végpontjan athaladé érinté merdleges ra,
akkor ez a hir atméro lesz.
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D) Ha az egyik hur felezi a masikat, akkor ez a hur
atméro is.
8. A haromszog koré irt korvonal kozéppontja, metszéspontja:

A) a haromszog magassagainak;

B) a haromszog sulyvonalainak;

C) a haromszog oldalfelez6 merdlegeseinek;

D) a haromszog szogfelezdinek.
9. A haromszogbe irt kérvonal kézéppontja, metszéspontja:

A) a haromszog magassagainak;

B) a haromszog sulyvonalainak;

C) a haromszog az oldalfelez6 merdlegeseinek;

D) a haromszog szogfelezdinek.
10. A haromszog beirt és koré irt korének a kézéppontjai
egybeesnek:

A) az egyenl6 szarui haromszogben,;

B) az egyenld oldalt haromszogben;

C) a derékszogli haromszogben;

D) a kiilonb6z6 oldali haromszogben.
11. A szerkesztési feladat megoldasa soran a kovetkezd
eszkozoket alkalmazzak:

A) korzd, szogmérd, vonalzo;

B) vonalzé, derékszogd vonalzo;

C) vonalz6, derékszogl vonalzd, korzo, szogmérds;

D) korzd, vonalzo.

A 4. PARAGRAFUS 0SSZEFOGLALASA

A pontok mértani helye (PMH)

A pontok mértani helyének (PMH) nevezziik az adott
tulajdonsaggal rendelkezé 6sszes pont halmazat.
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A szakasz felezOmerodlegese, mint PMH

A szakasz felezOGmerdlegesének azon pontok mértani
helyét nevezzilk, melyek egyenld tavolsagra vannak
a szakasz végpontjaitol.

A szogfelez6, mint PMH

A sz6g szogfelezbje azon pontok mértani helye, melyek
a sz0g belsd pontjai, és egyenl6 tavolsagra vannak
a szoOg szaraitol.

Ko6rvonal

Korvonalnak nevezzik azoknak a pontoknak a mérta-
ni helyét, melyek egyenld tavolsagra vannak egy adott
ponttol.

Korlap
Korlapnak nevezzik azon pontok mértani helyét, me-
lyek egy adott ponttdl adott pozitiv szamnal nem na-
gyobb tavolsagra vannak.

Korvonal hurja

Azt a szakaszt, amely a korvonal két pontjat koti 6ssze,
hurnak nevezzik.

Korvonal atmérdéje

Azt a hurt, amely keresztiilmegy a kérvonal kozéppont-
jan, atmérdnek nevezzik.

A korvonal tulajdonsagai
A korvonal atmérdje, amely merdleges a hurra felezi
azt.
Ha a kor atmérdje felezi az atmér6tol kiilonbozé hurt,
akkor merdleges erre a hurra.

Korvonal érintdje

Azt az egyenest, melynek a korvonallal csak egy kozos
pontja van, a korvonal érintGjének nevezzik.



@k A 4. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA 237

]

Korvonal érintojének tulajdonsaga

A korvonal érintGje merdleges az érintési pontba hu-
zott sugarra.

A korvonal érintojének ismertetéjele
Az az egyenes, amely illeszkedik a korvonal egyik
pontjara és meroleges az ebbe a pontba huzott sugarra,
az adott korvonalnak érintdje lesz.
Ha a korvonal kozéppontja és az egyenes tavolsag
a kor sugaraval egyenld, akkor ez az egyenes az adott
kor érintdje lesz.

A korvonalhoz egy pontbdl huzott érintok
tulajdonsaga

Ha egy adott pontbdl a korhéz két érintét huznak,
akkor az adott pontot az érintési pontokkal 6sszekoto
szakaszok egymassal egyenldk.

Haromszog koré irt korvonal

A korvonalat a haromszog koré irtnak nevezzik, ha
a haromszog mindegyik cstcsa illeszkedik a korre.

Haromszog koré irt korvonal kézéppontja

A haromszog koré irt kérvonal kozéppontja a harom-
sz0g oldalfelezOmeréGlegeseinek a metszéspontja.

Haromszogbe irt korvonal

A korvonalat a haromszogbe irtnak nevezzik, ha a ha-
romszog mindegyik oldalat érinti.
Barmelyik haromszogbe irhaté kor.

Haromszogbe irt korvonal kozéppontja

Haromszogbe irt korvonal kozéppontja a szogfelezii-
nek a metszéspontja.



238

A 7.0STALYOS MERTAN ISMETLO GYAKORLATAI

Legegyszeriibb mértani alakzatok és tulajdonsagaik

749. Egy a hosszisagu szakaszt felosztottak 6t egyenls
részre. Hatarozzatok meg a két szélsé szakasz felezGpont-
ja kozotti tavolsagot!

750. A C pont az AB szakasz felezépontja. AB = 10 cm.
Az AB egyenesen hatarozzatok meg minden olyan X pon-
tot, melyre teljesiil, hogy AX +BX +CX = 12 cm!

751. A D pont az MK szakasz felezépontja, MK = 16 cm.
Az MK egyenesen hatarozzatok meg az 0sszes olyan Y
pontot, melyre teljestil, hogy MY + KY + DY = 30 cm!

752. Egy egyenesen felvettek 10 pontot: A, B, C, D, E, F,
M, N, K, P. Hany olyan szakasz keletkezett, amelyeknek
egyik végpontja az A pont? Hany olyan szakasz keletke-
zett, melynek a végpontjai az adott pontok valamelyike?
A szakaszok szama fligg e attél, hogy a megjelolt pontok
ugyanazon az egyenesen fekszenek-e vagy sem?

753. A 373. dbran az AN = 24 cm, AB = BC, CD = DE,
EF = FK, KM = MN, DF = 6 cm. Hatarozzatok meg a BM
szakasz hosszat!

A B C D EFK MN

373.abra
754. Rajzoljatok egy 120°-0s MKE szoget! Huzzatok meg
ugy a KC félegyenest, hogy ZMKC =60°. Hatarozzatok
meg a CKE szoget, és allapitsatok meg a fajtajat! Hany
megoldasa van a feladatnak?
755. Két szognek kozos a szara, és mas kozos pontjuk
nincs. Mellékszogek-e ezek a szogek, ha:
1) aranyuk 11 : 19 és az egyik szog 32°-kal nagyobb
a masiknal;
2) aranyuk 7 : 3, és az egyikik 72°-kal kisebb, mint
a masik?
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756. Az 500.abran a BD 1 BC. Az ABD és DBC szogek
szogfelezol altal kozbe zart szog 55°-0s. Hatarozzatok meg
az ABD szoget!

Haromszoégek

757. 757. A haromszog kertlete 87 cm, az egyik oldala
a cm, a masikl — b cm. Allitsatok Ossze egy kifejezést
a harmadik oldal meghatarozasara! Szamitsatok ki a har-
madik oldalanak hosszat, ha a = 27, b = 21!

758. A Hatarozzatok meg az ABC haromszog kertiletét, ha
AB +BC =27 ¢cm, AB + AC =28 cm, BC + AC = 29 cm!

759. Az 375.abran L1=/2, /3=/4, AD=CF.
Bizonyitsatok be, hogy az AABC = ADEF.

B
D
A g > F
I C I
A D 2 4
B E
374.abra 375.abra

760. Az ABC és DEF haromszogekben meghuztuk a meg-
felel6 BM és EK sulyvonalakat. Ismert, hogy BC=EF,
/ZABC =/ZDEF, ZC=/F. Bizonyitsatok be, hogy az:
1) ABMC=AEFK; 2) AABM = =ADEK.

761. Az ABC és A B,C, hegyesszogli haromszégekben
meghuztuk a megfelel6 BD és B/D, magassagokat.
Bizonyitsatok be, hogy az AABC =AA B,C,, ha BD=BD,
AD=AD,, CD=C.D,.
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762. Az ABC és DEF haromszogekrdl ismert, hogy AC =
DF, BC = EF, Z/C=/F. A BAC és ABC szogek szogfelezoi
az O pontban metszik egymast, és a DEF és EDF szogek
szogfelez61l pedig az M pontban, Bizonyitsatok be, hogy
AAOB=ADME.

763. Az egyenld szarui haromszog egyik oldala 4 cm, ke-
riilete 20 cm. Hatarozzatok meg a haromszog masik két
oldalat!

764. Az AC alapu ABC egyenl$ szari haromszognek két
szogfelezGje AM és CK. Bizonyitsatok be, hogy AK = CM!

765. Az ABC egyenlGszaru haromszog BC alapjanak B
ponton tuli meghosszabbitasan ugy jeloltek egy M pontot,
hogy /M BA =128°. Hatarozzatok meg az AC szar és az
ACB szog szogfelezoje altal kozbe zart szoget!

766. Az A és B pontokbdl, melyek az m egyenes altal ha-
tarolt ugyanazon félsikra illeszkednek, erre az egyenesre
megfeleléen AC és BD merdlegeseket huztak. Az A és B
pontok egyenl6 tavolsagra vannak az m egyenestdl, az O
pont a CD szakasz felezépontja. Bizonyitsatok be, hogy
az AOB haromszog egyenlészaru!

767. Az 376. abran AB = BC, AD = DF, ZADE = Z/CFE. Bi-
zonyitsatok be, hogy az E pont az AC szakasz felezGpontja!

B B
D B
D F 9
A O \¢ 4 C
A C D
376.abra 377.abra 378.abra

768. Az ABC és ADC egyenlGszart haromszognek kozos
az AC alapja. Bizonyitsatok be, hogy a BD egyenes az AC
szakasz felezGmerdélegese lesz!
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769. Az 377.abran AB = BC, ZABO = ZCBO. Bizonyitsatok
be, hogy #DAO = ZDCO.

770. Az 378.4abran OA =0C, OD =O0B. Bizonyitsatok be,
hogy /DAC = /BCA.

771. Az ABC haromszogben az AC és BC oldalak felezGme-
rélegesei az O pontban metszik egymast, amely az AB ol-
dalra illeszkedik. Bizonyitsatok be, hogy: 1) az O pont
az AB szakasz felezépontja; 2) LACB=/A+ /B.!

772. Az ABC haromszog sulyvonala a haromszoget két
haromszogre osztja, melyek keriiletei egyenlék. Bizonyit-
satok be, hogy az ABC haromszog egyenlészaru!

773. Az ABC haromszogben AB = BC, a BD szakasz —suly-
vonal. Az ABC haromszog kerilete 50 cm, az ABD harom-
szogé pedig 40 cm. Hatarozzatok meg a BD sulyvonalat!

774. Az ABC haromszog AC és BC oldalain rendre fel-
vettek egy F és egy K pontot. Bizonyitsatok be, hogyha
az AFB és AKB haromszogek egybevagok, és az AK és BF
megfelel6 oldalak, akkor az ABC haromszog egyenlGsza-

ru lesz! B

775. A 379.4bran az AM = CN, AB=CD,

BN = DM. Bizonyitsatok be, hogy N C
/ABN = =/CDM. Y

776. Az ABC és A BC, haromszogek-

ben AM és A M, sulyvonalak egyenldk, D

AB=A B, BC=B_,. Bizonyitsatok be, 379.abra

hogy AABC == AA B,C,.

Parhuzamos egyenesek. A haromszog szogeinek osszege

777. Az a egyenesre nem illeszkedd ponton at, harom egye-
nest huztak. Bizonyitsatok be, hogy legalabb két egyenes
ezek kozil metszik az a egyenest!
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778. Az ABC haromszog AB és AC oldalain ugy vették fel
az M és K pontokat, hogy LZAMK = Z/ABC. Bizonyitsatok
be, hogy az LAKM = ZACB.

779. Bizonyitsatok be, hogy két parhuzamos egyenest egy
harmadikkal val6 metszésekor, az egyoldali szégek szogfe-
lez61 merdlegesek egymasra!

780. Egy egyenes, amelyre a haromszog egyik csicsa il-
leszkedik, parhuzamos a haromszog szemkozti oldalaval,
és a masik két oldallal egyenld szogeket zar be. Bizonyit-
satok be, hogy a haromszog egyenld szaru!

781. Az ABC haromszog C cslcsan at egy egyenest huz-
tak, amely parhuzamos a haromszog AM szogfeleziGjével
és az AB egyenest egy K pontban metszi. Hatarozzatok
meg az ACK szoget, ha a Z/BKC =28°.

782. Az ABC egyenl§ szarui haromszog AC és BC szarai-
nak a C cstcs utani meghosszabbitasan rendre felvették
az E és D pontokat ugy, hogy DE| AB. Bizonyitsatok be,
hogy a CDE haromszog egyenld szara!

783. Az ABC haromszog BC oldalan ugy vették fel az M
és a K pontokat (az M pont a B és K pontok kozott van),
hogy £ZKAC=/B, ZBAM = /C. Bizonyitsatok be, hogy
az MAK haromszog egyenlGszar!

784. Az egyenlé szard haromszog alapra bocsatott magas-
saga 2-szer kisebb, mint a haromszog alapja. Hatarozza-
tok meg az adott haromszog szogeit!

785. Az ABC haromszog AK és CM szogfelez6i az O
pontban metszik egymast. Ismert, hogy ZBAC =64°,
ZMOK =132°. Hatarozzatok meg az ACB szoget!

786. Az ABC haromszog AC oldalan ugy vettek fel egy O
pontot, hogy AB = AQO. Tudjuk, hogy az ABC haromszog
A szogének kiils6 szoge 160° és £C=40°. Bizonyitsatok
be, hogy az BO =CO.
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787. Az ABC haromszog AC oldalanak folytatasan az A és
C pontokat az M és K pontokkal jeloljik, igy AM=AB,
CK=BC. Hatarozzuk meg az MBK haromszog szogeit, ha
ZBAC =60°, LACB=280°.

788. Az ABC haromszog AC oldalaval parhuzamos egye-
nes az AB é BC oldalakat megfeleléen az M és K pontok-
ban metszi gy, hogy AM = MK. Ismert, hogy £ZB=65°,
ZC =45°. Hatarozzatok meg a KAC szoget!

789. Az ABC haromszogben ZA =55°, Z/B="75°. Hataroz-
zatok meg a C cstcsabol htuzott magassag és szogfelezd
altal bezart szoget!

790. Az ABC egyenld szart haromszog (AB = BC) az AD
és BK magassagal az H pontban metszik egymast,
ZAHB=128°. Hatarozzatok meg az ABC haromszog
szogeit!

791. Az ABC egyenl( szaru haromszog (AB = BC) az AD

és CM magassagai az H pontban metszik egymast,
ZAHC =140°. Hatarozzatok meg az ABC haromszog szogeit!

792. A derékszogli haromszog egyik hegyes szoge 42°. Ha-
tarozzatok meg derékszog szogfelezbje és az atfogd hajlas-
szogét! ¢

793. Az m egyeneshez viszonyitva egy B D
félsikra illeszkedd C és D pontokbodl

CE és DF merdlegeseket bocsatottak A F K E
erre az egyenesre, CF = DE. Bizonyit- 380.4bra

satok be, hogy CE = DF!

794. A 380.abran AB = BC = CD = DE, BF 1 AC,
DK | CE. Bizonyitsatok be, hogy AF = EK.

795. Az ABC haromszog BM és CK magassagai a H pont-
ban metszik egymast. LZABC =35°, ZACB=283°. Hataroz-
zatok meg a BHC szoget!
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796. A derékszogd haromszog derékszogének csucsabdl
bocsatott magassaga és szogfelezGje altal kozbezart szog
12°-0s. Hatarozzatok meg az adott haromszog a hegyes
szogeit!

797. Az ABC egyenlészara haromszog AB atfogdjan
ugy vették fel az M és K pontot ugy, hogy AC = AM
és BC = BK. Hatarozzatok meg az MCK szoget!

798. Egy derékszogli haromszogben meghiuzzuk az atfogo-
hoz tartoz6 magassagot. Bizonyitsatok be, hogy a keletke-
zett két haromszognek és az adott haromszognek a szogei
megfelel6en egyenlok!

799. Az ABC és DEF haromszogekrdl ismert, hogy
LA=/D, /B=/E, a BM és EK magassagaik egyenldk.
Bizonyitsatok be, hogy az AABC= =ADEF.

800. Az ABC haromszog AM és CK magassagai az O pont-
ban metszik egymast, OK = OM, Z/BAM = Z/ACK. Bizo-
nyitsatok be, hogy az ABC haromszog egyenld oldald!
801. Egy egyenl6 szaru haromszog két magassaga altal be-
zart szog 100°. Hatarozzatok meg az adott haromszog szogeit!
802. Az ABC haromsziégben az ACB sz6g derékszog,
a CH — az adott haromszoge magassaga, a CD szakasz
a BCH szog szogfelezoje. Bizonyitsatok be, hogy AC = AD!
803. Egy egyenldszari haromszog egyik cstcsabdl huzott
magassaga és szogfelezgje 15°-o0s szoget zar be. Hatarozza-
tok meg az adott haromszog szogeit! Hany megoldasa van
ennek a feladatnak?

804. Az ABC haromszog AB atfogéjanak meghosszabbita-
sara az A és B pontokon tul megfelelGen tugy vették fel a D
és az E pontokat Ugy, hogy AC = AD, BC = BE. Hataroz-
zatok meg a DCE szoget!

805. Az ABC egyenl6oldali haromszog AC oldalanak fele-
z6pontja M, ebbsl a pontbdl a BC oldalra MK merélegest
bocsatottak. Hatarozzatok meg az ABC haromszog keriile-
tét, ha KC = 3 cm!
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806. A derékszogl haromszog egyik szoge 60°, az atfogoja
és a kisebbik befogdjanak osszege 27 cm. Hatarozzatok
meg a haromszog ezen oldalait!

807. Az ABC haromszéghben, ZC=90°, ZA=15°
BC =11 cm. Az AC befogdjan ugy jeloltek egy M pontot,
hogy Z/BMC =30°. Hatarozzatok meg az MK szakaszt!
808. A B szog egyik szaran jelolték A
a D és A, a masik szarara pedig az £ D _r
és C pontokat (381.abra) ugy, hogy
AC1BC, DE1BC, CD 1 AB. Ha-
tarozzatok meg a DE szakaszt, ha
/B==30° AC =12 cm.

809. Hatarozzatok meg az egyenld
oldali haromszoégben a sulyvonalak
hajlasszogét!

-
B E C
381.abra

Korvonal és korlap

810. Az O kozépponta korvonalon az AC atmérs, az AB
és BC hurokra pedig teljesiil, hogy AB = BC. Hatarozzatok
meg az AOB szoget!

811. Az O kozéppontu kor AB és CD atmérdi merdlegesek
egymasra. Az AB atmérén, az O pont kiilénbozd oldalain,
ugy vették fel az E és F pontokat, hogy CE = DF. Bizonyit-
satok be, hogy OF = OF!

812. Az O kézépponta korvonal MK és NP nem parhuza-
mos hurjai, MK = NP, az A és B pontok az MK és NP hu-
rok megfeleld felezépontjai. Bizonyitsatok be, hogy
Z0OAB = Z0OBA.

813. A korben az AB és BC hurok mindegyike egyenld
a kor sugaraval: Hatarozzatok meg az ABC szoget!

814. Bizonyitsatok be, hogy a kor atmérdjére merdleges
érint6k parhuzamosak!
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815. A kor AB atméroje felezi az MN és PK hurokat, me-
lyek nem atmérdk. Bizonyitsatok be, hogy MN || PK.

816. Bizonyitsatok be, hogy a kor kozéppontja egyenld ta-
volsagra van a korvonal barmelyik érintdjétol!

817. Az A pontbdl az O koézéppontu kérhoéz AM és AK
érint6ket hizunk, M és K érintési pontok. Az OA szakasz
és a korvonal metszéspontja ennek a szakasznak a felezs-
pontja lesz. Hatarozzatok meg az MAK szoget!

818. A kor AC hurjaval parhuzamos egyenes a B pontban
érinti a korvonalat. Bizonyitsatok be, hogy az ABC harom-
sz0g egyenld szaru!

819. Az O kozépponta korvonal OC sugara felezi az AB
hirt, ami nem a koér atmérgje. A C ponton at érintét huz-
tunk a korhoz. Bizonyitsatok be, hogy ez az érinté parhu-
zamos az AB hurral!

820. Egykorvonal, amelynek akozéppontjaazadott szog szog-
felezGjéreilleszkedik, két pontban metszia szog szarait. Bizo-
nyitsatok be, hogy a kor altal kimetszett szakaszok egyenldk!

821. Az M ponton at az O koézéppontu korvonalhoz MK
és ME érintGket huztak, melyek a K, E pontokban érintik
a korvonalat. Az ZOMK =30°, MK = 6 cm. Hatarozzatok

meg a KE hur hosszat!

822. Bizonyitsatok be, hogy a kor hurja, amely merdleges
az adott korvonal masik hurjara és felezi azt, a kor atmé-
roje lesz!

823. A korben ugy huztak meg az AB atmérot, és az AC
és BD hurokat, hogy AC| BD. Bizonyitsatok be, hogy

a CD szakasz a korvonal atmérgje lesz!

824. Az ABC egyenlGszard haromszogben adott, hogy
AB = BC, az O pont a beirt kérvonal kézéppontja, a D és E
pontok pedig a beirt kérvonal AC és AB oldalak érintési
pontjai, az LABC =48°. Hatarozzatok meg a DOE szoget)!
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825. Az ABC haromszogbe kor van irva, amely az AB, BC
és AC oldalait megfeleléen a K, M és E pontokban érinti,
AK = BM = CE. Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog
egyenlé oldalt lesz!

826. Az ABC haromszog AD és CE szogfelezdl az O, pont-
ban metszik egymast, a DEB haromszog EF és DK szogfe-
lez6i pedig az O, pontban. Bizonyitsatok be, hogy a B, O,
és O, pontok egy egyenesre illeszkednek!

827. Fejtsétek meg a keresztrejtvényt!

1] 2] 3 4]
(] B [ [ ]| _ |
6
(][] [TT1 OQ4 ] Q4
1 [ | | [ |
(L I
12 13 14 15
s | [8] [ [ ] I [ |
][] ML ] | I
B 20 |21| 22 | |
23] I . HER
|24| | | 25
[ ] 26[27] | @ :
P I [ |
ol [ [ [ [ |
| B | HEN

IIo ropusdonTani: 5. Ilpami, AKl He mepeTUHAITh-
ca. 7. JIsa kyTu, ogHa CTOpPOHA AKHX CIILJIbHA, a OBl
1HIIl — JOIIOBHAJIBHI mmpomeni. 9. Bimpisok, mro cmosryuae
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BEPIIUHY TPUKYTHUKA 13 CEPEIUHOI0 MPOTUJIEKHOI CTOPO-
uu. 10. JI[pa KyTH, CTOPOHM OHOTO 3 SKUX € JIOIIOBHSJIb-
HUMH TIpoMeHaMHu cTOpiH apyroro. 11. 'eomerpuyusne wmic-
IIe TOYOK, BIJCTAHBb Bl AKHX N0 JAHOI TOYKH He OLliIbIIa
3a mame uywmciio. 16. Bigpi3ok, AKHil CIIoaydyae TOUKY
kojsa 3 #woro meuTpoMm. 18. Ilpsami, mpu meperwHl IKHX
yTBOpOIOTHCA mpami kytu. 19. Bigpisok, mio cmosydae aBi
toukn KoJsia. 21. Koo, sske mpoxoauTh dyepes ycl BepIIUHI
tpukyTHuKa. 23. [lepmeHaukysisp, mpoBedeHU 3 BepIU-
HU TPUKYTHUKA JI0 IIPAMOI, 10 MICTUTH HOT0 MPOTUJIEIKHY
cropony. 24. Touka, piBHOBIOZAJIEHA Bl yCIX TOUYOK KOJIA.
26. TeepaKeHHs, TPABUIBHICTh SAKOTO BCTAHOBJIIOITH 34
nmorromoroo moseneHHs. 29. [IpomiHs 3 moyaTkoM y BepIiu-
HI KyTa, SKWUH TUJIATH KyT Ha ABa piBHuX kytu. 30. Ky,
CYyMIKHUM 13 KyToM TpukyTHHKA. 31. Cyma MOBKUH ycix
CTOPIH TPUKYTHHUKA.

IIo BepTukamni: 1. Cropora IpsSIMOKYTHOTO TPHKYTHH-
Ka, IPOTUJIeKHA mpaMomy KyTy. 2. OgHa 13 yacTuH, Ha SK1
JIOBLJIbHA TOYKA po30mBae mpamy. 3. Xopaa, siKa IpOXOIUTH
yepe3 1eHTp Koyaa. 4. Koo, sske moTukaeTbess M0 BCIX CTO-
piu TpukyTHHUKA. 6. 'eomerpuuna dirypa. 8. ['eomerpuute
MICIle TOYOK, piBHOBIOmasieHux Bixg maxHol Touku. 12. Ky,
rpajaycHa mipa sakoro oiiabina 3a 90Y, ame menmra Bixg 180Y.
13. Oguuuisg sumipy KyTiB. 14. ['eomerpuuna dirypa.
15. Kyr, rpagycua mipa saxoro mopisuoe 90Y. 17. Ilpsma,
sIKa Mae 3 KOJIOM OfHy culibHy Touky. 20. CTopoHa mpsvmo-
KYTHOTO TPUKYTHHKA, IIPHUJIEerJa J0 OPAMOTo KyTa.
22. TBepmxeHHs, TPABUIBHICTD SIKOT0 IIPUMAMAIOThH 0e3 J10-
BemenHs. 25. JlaBuborpenbkuii mareMaTtuk. 27. ABTop
kauru «Hauama». 28. Ky, rpagycHa mipa ssKOro MeHIa
Bix 90Y.
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A 6. osztalyos matematika tanulmanyozasa kozben
mar szamitéogépet hasznaltatok, és értékeltétek, milyen
megbizhato segitétars lehet. Segit a geometria elsajatita-
saban is.

A mértan alakzatokat tanulmanyoz: szakaszok, harom-
szogek, téglalapok, téglatestek, gombdk stb. Ezért hasznos
megtanulni a grafikus szerkesztd hasznalatat, amellyel
geometriai alakzatokkal dolgozhattok és rajzokat készit-
hettek. Ilyen szerkeszt6k példaul a CorelDraw, Visio stb.
Ezen rész feladatainak a megoldasahoz sziikséges rajzok
elkészitéséhez a tanar segitségével valasszatok grafikus
szerkesztot. Ezen feladatokon kiviil a kivalasztott grafikus
szerkesztd segitségével lehet szemléltetni a megoldandod
feladatokat. Ha pedig beszamolot vagy érdekes tizenetet
szeretnél késziteni a barataidnak, akkor a geometriai for-
mak "életébdl" akar rajzfilmet is készithetsz prezentacié-
szerkesztd programok (példaul PowerPoint) segitségével.

Nagyon sok olyan iskolasoknak vald program létezik,
amelyek segitik a matematika elsajatitasat: multimédi-
as oktatdé programok, geometriai szerkesztd programok.
Az Interneten talalhattok ilyen programokat is. A meg-
szerzett ismeretek és készségek birtokaban a geometria
tanulmanyozasara ti is hasznos programokat dolgozhat-
tok ki.

A kovetkezo feladatokat tudjatok majd elvégezni a sza-
mitoégép segitségével, az adott témak feldolgozasakor.
Legtobbjik szerkesztési feladat, melyet a kivalasztott
programmal tudtok megoldani.

Pontok és egyenesek

1. Mar tudjatok, hogy a mértanban a pontnak nincs mé-
rete. Ezért a pontot csak feltételesen kis korlapként ab-
razoljak, a grafikus szerkesztés soran (lasd az 35. pont
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abrait) vagy pixelként (képpont) a képernyon. Ugyan-
igy a monitoron abrazolt egyenesnek van szélessége (a
vonal a geometriaban szélesség nélkiili). Sajatitsatok el
a grafikai szoftver lehetGségeit a pont és az egyenesek
abrazolasara, tanuljatok meg, hogyan kell két ponton
keresztiil egyenest szerkeszteni!

2. Sajatitsatok el, hogyan kell a pontokat és az egyenese-
ket a latin abécé nagy- és kisbetiivel jel6lni!

A szakasz és hossza

3. Abrézoljatok két pontot, szerkesszetek szakaszt, mely-
nek az adott két pont lesz a végpontja!

4. Allapitsétok meg, hogy a grafikai szoftver hogyan adja
meg a szakasz hosszat!

5. Szerkesszetek adott hossztusagu szakaszt!

6. Hatarozzatok meg azt az eszkozt, amely segitségével
mozgatni és forgatni lehet az adott alakzatot!

7. Szerkesszetek két szakaszt, majd egymasra helyezéssel
hozzatok fedésbe Gket!

8. Készitsetek rajzot a szakasz hossza szemléltetésére!
Allapitsatok meg, hogy teljesiil-e a szakaszok mérésé-
nek alapigazsaga a megrajzolt szakaszokra!

9. Az altalatok valasztott grafikai program rendelkezik-e
olyan eszkozzel, amely képes meghatarozni a szakasz
felez6pontjat?

Félegyenes. Sz6g

10.Rajzoljatok kulonbozb szogeket! Keressétek meg azt
az eszkozt, amellyel meg lehet hatarozni szogek mérté-
két, és adott fokmértékl szoget lehet szerkeszteni!

11.Készitsetek olyan abrat, amely bemutatja a szo6g méré-
sének alapigazsagat! Allapitsatok meg, hogy teljesiil-e
ez a tulajdonsag, a megszerkesztett szog mértékének
megallapitasakor!

12.Keressétek meg azt a rajzeszkozt, amelynek segitségé-
vel tudtok korivet rajzolni! Rajzoljatok néhany szoget,
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és az azonos méretl szogeket azonos szamu korivekkel
jeloljétek! Figyeljétek meg, hogy a rajzokon kiillonbo-
z6 alakzatok mas-mas vastagsaggal vannak jeldlve!
Keressétek meg azt az eszkozt, amely lehetGséget ad
a vonal vastagsaganak megvaltoztatasara!
13.Abrézoljatok mellékszogeket és csucsszogeket.

Meroleges egyenesek

14. Keressétek meg a grafikai szoftver azon eszkdozét,
mellyel merdleges egyeneseket lehet htizni! Szerkessze-
tek merdleges egyeneseket ezzel az eszkozzel!

15.Rajzoljatok egy egyenest és az egyenesre illeszkedd
pontot! Ezen a ponton keresztiil rajzoljatok meré6leges
egyenest az adott egyenesre!

16.Rajzoljatok egy egyenest és az egyenesre nem illeszke-
dé pontot! Ezen a ponton keresztil rajzoljatok meréle-
ges egyenest az adott egyenesre!

Haromszog. A haromszog magassaga, silyvonala,
szogfelezdje

17.Ahhoz, hogy megrajzoljunk egy haromszoget, altalaban
el6szor megrajzolunk harom szakaszt, melyek a ha-
romszog oldalai lesznek. Rajzoljatok meg ezt a harom
szakaszt! Keressétek meg azt az eszkozt, amely lehe-
toséget ad egy alakzatta, haromszoggé Gsszeragasztani
a szakaszokat!

18.Rajzoljatok egy hegyesszogd, derékszogl és tompaszo-
gl haromszoget!

19.Keressétek meg azt az eszkozt, amely lehetoséget ad le-
masolni a mar elkészitett alakzatot, és azt az eszkozt,
amellyel lehetséges mozgatni és elforgatni az alakza-
tot! Segitségiikkel abrazoljatok egybevagd haromszoge-
ket!

20. Szerkesszetek egy tetszéleges haromszoget, és mindegyik
csucsabol huzzatok meg a magassagat, sulyvonalait
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és szogfelezdjét. Milyen eszkozoket kellene alkalmazni,
hogy a szerkesztés pontos legyen? Végezzétek el ezt
a szerkesztést a hegyesszogl, a derékszogl és a tompa-
sz0gUd haromszogekre is!

Egyenlo szari harom szog

21.Szerkesszetek egyenld szaru és egyenl6 oldali harom-
szogeket! A rajzszerkesztd milyen lehetdségel teszik
egyszerlbbé a szerkesztést?

22.Hogyan lehet alkalmazni a 44.3. tételt az egyenl6 szara
haromszogek szerkesztésénél?

A haromszogek egybevagosaganak alapesetei

23.Szerkesszetek két olyan haromszoget, melyeknek a két
oldaluk és a kozbezart szogik megfeleléen egyenld egy-
massal! Hogyan lehetne szemléltetni azt, hogy a ha-
romszogek egybevagdok?

24.Rajzoljatok egy szakaszt, és szerkesszétek meg a fele-
zomerolegesét!

25.Szerkesszetek két haromszoget, melyeknek egyik olda-
la és a rajta fekvd szogel megfelelGen egyenlGk egymas-
sal! Hogyan lehetne szemléltetni azt, hogy a haromszo-
gek egybevagok?

26. Készitsetek olyan rajzot, amely bemutatja a felezomerdle-
ges tulajdonsagat. Vegyetek fel néhany pontot a felezéme-
r6legesen! Milyen eszkozzel ellendrizhetd, hogy ezek a pon-
tok egyenl6 tavolsagra vannak-e a szakasz végpontjaitol?

Parhuzamos egyenesek

27.Az el6z6 feladatokat végrehajtva megismerkedtetek
azokkal az eszkozokkel, melyek segitségével mértani
alakzatokat tudtok masolni, mozgatni és szerkeszteni.
Hogyan kell ezeknek az eszkézoknek az alkalmazasa-
val parhuzamos egyeneseket rajzolni?

28.Talaljatok ki, hogyan szerkeszthet6k parhuzamos
egyenesek a 13.1. tétel alapjan!
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29.Rajzoljatok egy egyenest, és egy ra nem illeszked6 pon-
tot! Rajzoljatok meg az adott egyenessel parhuzamos
egyenest, amely illeszkedik erre a pontra! Nagyobbit-
satok meg a keletkezett rajzot! Lehet-e ezzel a rajzzal
meggyo6zoen illusztralni az egyenesek parhuzamossagi
axiomajat? Miért?
Ez a példa azt mutatja, hogy minden mértani szerkesz-
tés, amit a papiron vagy a szamitégépen készitiink,
eléggé esetleges. Ezért hidba a legcsodalatosabb rajz,
nem a rajzra kell tamaszkodni, hanem a matematikai
tényekre és bizonyitasra.

30.Alkalmazva a 48.1.1 — 48.3. tételeket, szerkesszetek
néhany parparhuzamos egyenest! A grafikus program
segitségével gyozodjetek meg arrdl, hogy az egyenesek
tényleg parhuzamosak-e!

31.Készitsetek néhany olyan rajzot, melyek illusztraljak
a parhuzamos egyenesek tulajdonsagait! A grafikus
program alkalmazasaval gydzédjetek meg arroél, hogy
ezek a tulajdonsagok tényleg teljestiilnek!

32.Rajzoljatok két parhuzamos egyenest! Hogyan allapit-
haté meg a koztik 1év6 tavolsag?

A haromszog szogeinek osszege

33.Rajzoljatok egy tetszlleges haromszoget! Szerkesszé-
tek meg az Osszes kiilsé szogét! Alkalmazva a grafikus
program eszkozeit, allapitsatok meg a megszerkesztett
szogek fokmértékét!

Derékszogii harom szog

34. Rajzoljatok egy derékszogl haromszoget, és jeloljétek
vékony ivvel a derékszogét (lasd a 380. abrat)!

35.Rajzoljatok két derékszogl haromszoget, melyekkel
szemléltethet6 a derékszogli haromszogek egybeva-
gosaga! Jeloljétek a rajzon azonos szamu vonalkaval
az egyenl6 oldalakat, és azonos szamu ivvel az egyenl6
szogeket!.
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36.Szerkesszetek derékszogli haromszoget, melynek he-
gyesszoge 30°! Ellendrizzétek, hogy igaz-e 19.1. tétel
allitasa és a 19. pont 1. alap feladatanak allitasa!

Kor és korlap

37.Ismerkedjetek meg a korvonalat és a korlapot abrazolo
eszkozokkel! Mivel kiilonb6zik a kérvonal és a kor-
lap abrazolasa? Milyen eszkoz sziikséges ahhoz, hogy
az abrazolt korvonalbdl korlapot készitstink?

38.Rajzoljatok korvonalat, és htuzzatok meg hurjat és at-
mérgjét. A korvonal abrazolasakor milyen eleme szik-
séges ahhoz, hogy az atmérdt pontosan megrajzolhas-
suk?

39.Rajzoljatok korvonalat és jeloljetek rajta egy pontot!
Milyen eszkozt kell alkalmazni ahhoz, hogy megrajzol-
hassuk az adott pontban a kérvonal érintdjét?

A haromszogbe beirt és koré irt korvonal

40.Rajzoljatok egy tetszoleges haromszoget. Szerkesszétek
meg a haromszogbe és a koré irt korvonalat ugy, hogy
nem alkalmazzatok a 22. pontban tanult elméleti isme-
reteket. Ezutan szerkesszétek meg ugyanezeket a ko-
roket, alkalmazva az 22.1 és 22.2. tételeket! Sikeriil-e
a szerkesztést gyorsabban és pontosabban elkésziteni?

Szerkesztési feladatok

41.A szerkesztési feladatok megoldasa soran korzot és vo-
nalzét hasznalunk. Ha grafikus szoftverrel akarjatok
elkésziteni a szerkesztést, akkor milyen eszkoézoket
lehet felhasznalni a korz6 és a vonalzd helyett?

42. Ismerjétek meg azokat az eszkozoket, amelyekkel kii-
16nb6z6 mértani alakzatok kiilonb6z6 szinben abrazol-
hatok!

43.Az altalatok valasztott rajzszerkesztd rendelkezik-e
olyan eszkozzel, amely lehetévé teszi a mértani testek
metszetének automatikus meghatarozasat?
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PROJEKTMUNKA

Ez a rész els6sorban azoknak sz6l, akik szeretnék
megtanulni az 6nallé tudasszerzést, kreativ gondolkodast,
allaspontjuk formalasat, kifejezését és védelmét, hipotézi-
sek felallitasat, valamint a legracionalisabb és legszokat-
lanabb megoldasok megtalalasat.

Az elsé6 1épés, amely segithet e célok elérésében, a pro-
jektmunkaban vald részvétel.

A projektl — a kivalasztott téma fiiggetlen tanul-
manyozasa, melyet egyénileg és csoportosan is el
lehet végezni.

Néhany tanacsot adunk a projekttel kapcsolatos mun-
ka megszervezéséhez és a kutatasi eredmények tervezésé-
hez.

1. A téma kivalasztasakor figyelembe kell venni annak
relevanciajat, a szakirodalomban és az internetes for-
rasokban talalhat6é informaciéforrasok elérhetfségét.
Ugyanakkor nagyon fontos az a vagy, hogy a valasztott
témaval kapcsolatos munkat kutatoként szeretnétek
elvégezni.

2. A munka egy elGzetes terv elkészitésével kezdddik,
melyben korvonalazédik az elképzelés és a terv meg-
valdsitasanak szakaszai. A f6bb informaciéforrasok
megismerése utan a projekt vezetdje segitségével elké-
szitjik a végleges tervet.

3. Fontos a kutatasi célok vilagos megfogalmazasa. Fel-
irhatok példaul a kovetkezé modon: tanulmanyozd, ird
le, elemezd, bizonyitsd, hasonlitsd 0ssze stb.

4. A munka a kutatas eredményeinek Osszegzésével, ko-
vetkeztetések levonasaval, a téma tovabbi tanulmanyo-
zasara vonatkozoé kilatasok megrajzolasaval zarul.

5. A munka hozzavetbleges terjedelme 10-15 oldal. Ezen
kivil szemléltetd anyag is alkalmazhato.
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6. A munka bemutathat6 referatum, beszamol6 vagy sza-
mitégépes prezentacié formajaban is.

Az alabbiakban a projektmunkahoz ajanlott va-
laszthaté témak vannak felsorolva.

. Geometria a kérnyezetliinkben

. Oll6 egy geometrikus kezében

. Geometria és miivészet

. Eukleidész és figyelemre mélté konyve "Elemek"

. A geometria az egyik legrégebbi tudomany

. Az 6kor harom hires problémaja — szégharmadolasa,
kor négyszogesitése, kocka kettozése.

. Egy probléma — két megoldas

. A PMH moédszer a szerkesztési feladatokban

9. Szerkesztések a terepenl — specialis eszkozok segitsé-

gével
10. A geometria, mint tudomany kialakulasa és fejl6désé-
nek fébb allomasai

SOk W

o0
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MEGOLDASOK ES UTMUTATASOK

12. 382.abra. 14. 1 pont, vagy 4 pont, vagy 6 pont.
15. A lehetséges legkevesebb metszéspontok szamal — 1,
a legtobbl — 10. 16. 383.abra. 17. 12 pont. 18. 384. abra..
41. 8 cm vagy 56 cm. 43. 1) Az EF szakasz 6sszes pontja;
2) az A és Bpontok (385. abra); 3) nem léteznek ilyen pontok.

¥R

382.abra 383.abra
A -
1,5cm 1,5cm
(_JHv (_Jsv
A FE F B
384.abra 385.abra

44. Ilyen pontbdl kettd van. Az egyik AB szakasz olyan
belsé pontja, hogy AC : BC =1 : 2, a masik pont pedig
olyan, hogy az A pont lesz a BC szakasz felez6pont-
ja. 45. 4 cm. 49. Utmutatds. Alkalmazzdtok a kovet-
kez6 egyenléséget: 1) 13 — 2-5=3;2) 3-5 — 13 = 2;
3) 213 -5 - 5= 1. 50. Utmutatds. Alkalmazzitok a kévet-
kez6 egyenlGséget: 1) 2-11 -2 7=28;2) 311 —4 7 =5.
74. 60°. 75. 108°. 78. 68°. 79. 153°. 80. 1) 6°. 2) 0,5°.
82. 50° vagy 110°. 83. 77° vagy 163°. 87. Utmutatds.
Barmilyen félegyenesre mérjétek fel 14-szer az adott szo-
get. Alkalmazzatok azt, hogy az igy kapott szog 2° -kal
lesz nagyobb, mint az egyenesszog. 88. 1) Utmutatas.
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Alkalmazzatok azt, hogy az igy kapott szog 19°-19 = 361°.
89. Igen. Utmutatds. Tételezziik fel, hogy nincs ilyen
szog, ellentmondast kapunk. 91. 1) Nyugati vagy keleti;
2) északnyugatra vagy északkeletre. 113. 90°. 114. 180°.
115. 75°. 116. 108°, 72°. 117. 136°, 44°. 136. 1) 124°;
2) 98°. 137. 126°. 141. 70°, 160°. 142. 130°. 143. 1) Utmu-
tatds. 90° =17°- 5 +5°.

168. 48 cm. 169. 13 cm. 171. 120Y. 206. 3 cm. 207. 10 cm.
209. 2) 2) Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy LAOM =
= /ZBOK. AOB szog —egyenesszog. Ekkor ZAOM + Z/MOB =
=180°. Ebbdl kovetkezik, hogy £LMOB+ £ZBOK =180°.
214. 20Y, 70Y. 243. 4 cm vagy 7 cm 244. 4 cm és 6 cMm vagy

5cMm és 5 cm. 248. 26 cm vagy 14 cm. 250. 1) 57(1; 2) i_Z'

260. 6 cm. 265. Utmutatds. Alkalmazzatok azt, hogy ha
a haromszog szogfelezfje magassag is, akkor a haromszog
egyenld szaru, az MAD és KBD haromszogek egyenldsza-
raak. 266. 8 cm. 267. AB : AC =1 : 2. 269. 2 cm, 3 cm,
4 cm. Utmutatds. A BD szakasz— az ABC haromszog szog-
felezoje lesz (386.abra), CE szakaszl — az oldalfelezdje,
BD 1 CE. Bizonyitsatok be, hogy @CBE egyenlGszaru
(BC = =BE). Ekkor AB=2BC és a kovetkezd esetek le-
hetne: AB — BC =1 cm vagy AB — BC = 2 cm, vagyis
BC =1 cm vagy BC = 2 cm.

B
b b ai ‘:a
b
a

386.abra 387.abra

270. 2 cm. Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy a KMC
és KDA haromszogek egyenldszaruak. 288. Nem. Utmuta-
tas. Vizsgaljatok meg az 387. abran 1évé haromszioget.
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289. Utmutatds. Legyen az ABC és A BC, — az adott ha-
romszogek, AB=AB, AC=AC, az AM és AM, -
az ABC és A B .C, megfelel6 oldalfelezéi. Az AM és A M,
szakaszok M és M, pontjaik utani meghosszabbitasaira
felmérjiik megfeleléen az MD és M D, olyan szakaszokat,
hogy MD = AM és M,D, = A M,. Bizonyitsatok be, hogy AC
= BD és A /C, = B,D,. Ezek utan bizonyitsatok be, hogy
ABD és A\ B.D,, MBD és M B D, és végiil az ABC és A}BIC1
haromszogek egybevagok. 316. Végtelen sok. 322. Utmu-
tatas. Feltételezziik, hogy az a és b egyenesek metszik
egymast. Az a egyenesen felvesziink egy barmilyen pontot,
amely kiilonbozik az a és b egyenesek metszéspontjatol.
Az adott ponton at egyenest fektetiink, amely metszi
az a egyenest, és parhuzamos a b egyenessel, ez ellent-
mond a feltétellel. 323. 6 cm. 324. 35°. 325. 90°. 349. Nem.
352. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy a ABKM egyenld-
szard. 353. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy BF || AC és

BD|| AC, és alkalmazzatok a parhuzamossagi axiomat.

354. 111° vagy 69°. 378. 40°. 378. 40°, 70°, 70°. 384. 121°.
385. Utmutatds. A C ponton keresztil fektessetek egy
egyenest, amely parhuzamos az AB-vel. . 391. Utmutatds.
Bizonyitsatok be, hogy az AMO és CKOIl — egyenlészaruak.
393. AD : DB = 2 : 3. 438. 25°, 55°, 100°. 439. 35°, 35°,
110°. 441. 140°. 444. Utmutatds. Hatérozzatok meg
az ABC haromszog szogeit és bizonyitsatok be, hogy
az AMB és MAC egyenlészara haromszogek. 445. 36°, 72°,
72°. 446. Utmutatds. Alkalmazzatok az indirekt bizonyita-
si médszert. 448. Hegyesszogd. Utmutatds. Vizsgaljatok
meg sorban a haromszog szogeit. Mivel a két masik szog
0sszege nagyobb, mint 90°, ezért a vizsgalt szég kisebb
lesz 90°-nal. Mivel a haromszég minden szoge kisebb 90°-
nal, ezért hegyeszogl lesz. 449. Nem. 451. 36°, 72°, 72°
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(@) . 454. 90Y, 40Y, 50Y. .Utmutatds. Vizsgéljatok meg

a DAK haromszoget ahol a K pont az AB szakasz felezo-
pontja. 455. 36 cm. 464. 37 cm. 466. 3 cm. 467. 12 cm.
469. Igen. 470. Utmutatds. A DAC haromszogben a DAC
szog tompaszog. Tehat, DC > AC. 473. Utmutatds. Vegye-
tek fel az m egyenesen egy barmilyen X pontot és hason-
litsatok Ossze az AX + BX Osszeget az AB szakasz hossza-
val. 474. 3 cm. 475. Utmutatds. Az AM oldalfelezén az M
ponton tul vegyétek fel az MD szakaszt, amely egyenld
ezzel az oldalfelezdvel, és vizsgaljatok meg az ABD harom-
szoget! 477. 40° vagy 140°. Két megoldas lesz. 479. 1) A fo-
lyosé barmely pontjan a kértermek bejaratai kozott (bele-
értve a kortermek bejarataihoz kozeli pontokat is);
2) a kozepén talalhaté korterem bejaratanal; 3) a folyoso
barmely pontjan a masodik és harmadik kérterem bejara-
tai kozott (beleértve a kortermek bejarataihoz kozeli pon-
tokat is). 480. Nagyobb, mint 1 m nem nagyobb, mint 5 m.
510. Utmutatds. Bizonyitsatok be az AKH és CMH harom-
szogek egybevagosagat. 511. Utmutatds. Bizonyitsatok be,
hogy AMEN =ANFM. ebbol kovetkezik, hogy MK = NK.
Ezen kivil, KE = FM =NE. Tehat, MK = MN. 512. Nem.
514. 50°, 130°. 527. 30°, 1 cm. 528. 30°. 529. 9 cm.
530. 15 cm. 533. 8 cm. 534. 6 cm. Utmutatds. Bizonyitsa-
tok be, hogy ADB haromszog egyenldszaru. 536. 21 cm.
554. 6 cm. 560. 1,5 cm. 561. 2,5 cm. 562. Adott sugara
és adott kozéppontu korvonal. 563. Az adott pontokat 6sz-
szekotd szakasz felezGmerdGlegese. 564. Két egyenes, me-
lyek a négy szog szogfelezGje lesz. 565. Az adott alap fele-
zomeroélegességének az Gsszes pontja, kivéve a felezGmero-
leges és az alap metszéspontjat. 566. Olyan egyenes,
amely az adott egyenesekre meréGleges szakasz felezGmer6-
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legese, és amelynek végpontjai az adott egyenesekhez tar-
toznak. 567. Parhuzamos egyenes par, amelyek mindegyi-
ke adott tdvolsdgra van egy adott egyenestdl. 568. Utmu-
tatds. Kossétek ossze az M pontot és a kor O kézéppontjat,
vizsgaljatok meg az AOM és a BOM haromszogeket.
569. Annak a félsiknak az Osszes pontja, amelyhez a B
pont tartozik, és amelynek hatara az AB szakasz felezo-
merdlegese, kivéve ennek a félsiknak a hatarat. 570. A sik
Osszes olyan pontja, amely nem tartozik az A kozépponta
és AB sugaru korhoz. 572. 55°, 85°, 40°. 574. 20°.
592. 1) 90°; 2) 120°. 593. 12 cm. 595. 40°. 596. 120°.
601. Az adott ponton atmend egyenes minden pontja me-
réleges az adott egyenesre, kivéve az adott pontot.
602. A szogfelez6 minden pontja, kivéve a szog csucsat.
603. A sik Gsszes pontja, kivéve ezt az egyenest. 604. Ut-
mutatds. Az OAK haromszog figyelembevétele utan bizo-
nyitsuk be, hogy OK = 2AK. 605. Utmutatds. Alkalmazza-
tok a korhoz egy ponton keresztiil hiizott érint6k tulajdon-
sagat. 609. 18°. 638. 24 cm, 24 cm, 20 cm. 639. 20 cm,
14 cm, 18 cm. 640. 50°, 55°, 75°. 643. Utmutatds. Alkal-
mazzatok a korhoz egy ponton keresztiil htuzott érinték
tulajdonsdgat. 644. a. 645. 16 cm. Utmutatds. Bizonyitsa-
tok be, hogy a kialakitott haromszogek kertileteinek 6ssze-
ge egyenl6 az adott haromszog keriiletével. 646. 0,5 cm.
Utmutatds. Legyen az M, i M, az érintési pontjai ABD
és DBC haromszogekbe 1rt korvonalnak A DM, es DM,
szakaszokhoz alkalmazzatok az 643. feladatot. 647 Utmu-
tatas. Alkalmazzatok azt, hogy hogy az AMC haromszog
szogfelez6i egy pontban metszik egymast. 648. Utmutatds.
A sz6g kulonboz6 oldalain jeloljétek be az M és N ponto-
kat. Rajzoljatok meg a BMN és BNM szogek szogfelezoit!
Ezutan jeloljétek meg az E és F pontokat a szog kiilonb6zo
oldalain. Rajzolja meg a BEF és BFE szogek szogfelezoit!
649. 36°, 36°, 108°. Utmutatds. Hasznaljatok azt a tényt,
hogy az FAO és BOA haromszogek egyenlGszaruak!
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651. 52°, 52°, 76°. 652. 3 cm, 7 cm. 683. 1) Utmutatds.
Szerkessziink olyan derékszogli haromszoget, amelyben
az atfogd egyenld az adott szogfelezdvel, a hegyesszoge pe-
dig a fele a megadott szognek. 685. Utmutatds. Szerkesz-
sziink olyan derékszogli haromszoget, amelyben az egyik
befogd egyenlé a megadott alap felével, a masik pedig
a kor sugara. 688. Utmutatds. Szerkessziink olyan derék-
sz0gl haromszoget, amelynek a befogdja megegyezik
az adott magassaggal, és a vele szemben 1év6 hegyesszog
az adottval egyenld! 689. Utmutatds. Szerkessziink olyan
derékszogli haromszoget, amelyben az atfogd az adott ol-
dallal, a befogd pedig a megadott magassaggal egyenld.
697. Utmutatds. Szerkessziink derékszogdi haromszoget,
melynek egyik befogdja egyenld a befogd és a sugar kii-
Ionbségével, a masik pedig a sugarral. Ekkor a befogdval
szemkoztl szoge egyenld a keresett haromszog hegyesszo-
gének felével. 701. Utmutatds. Szerkessziink egy kért,
amely athalad a harom megadott ponton. 702. Szerkesz-
sziink egy szoget, amely 60°. Ezutan alkalmazzatok a ko-
vetkezo egyenlGséget: 6° = 60° — 54°. 704. 1) 15°, 95°, 70°;
2) 46°, 59°, 75°. 705. 25°, 65°. 706. 1) Hegyesszogi; 2)
tompaszogd. 717. Utmutatds. A keresett pont a PMH-hez
tartozik, amelyet AB tavolsagra lesz az n egyenestdl.
A jelzett PMH az n egyenessel parhuzamos egyenes par.
Ezen egyeneseknek az m egyenessel valo metszéspontjai
mindegyike teljesiti a feltételt. A feladatnak két megolda-
sa lesz. 724. Utmutatds. Rajzolj egy szakaszt, amely merd-
leges két parhuzamos egyenesre, a szakasznak az A és B
végpontjal ezekhez az egyenesekhez tartoznak. Ekkor
a keresett kor kozéppontja két PMH -hez tartozik: az els6
egyenld tavolsagra van az A és B ponttél, a masodik pedig

1 , , , 2 .
EAB' tavolsagra van az adott ponttél. 725. Utmutatds.

Az adott B pontban adott egyenest érintd korok kozép-
pontjainak geometriai helye az adott pontra merdleges
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és ezen a ponton atmend egyenes (az adott B pont nem
tartozik a PMH-hez). Az A és B pontokon atmend korok
kozéppontjainak mértani helye az AB szakasz felez6mer6-
legese. 731. Utmutatds. Szerkessziink meg egy BCD de-
rékszogl haromszoget, amelyben a BC befogb egyenld
az adott befogoval, a DC pedig az atfogd és a masodik be-
fogd osszege. Ekkor a keresett ABC haromszog A csucsa
a BD szakasz felez6merdlegeséhez tartozik. 732. Utmuta-
tas. Szerkesszetek egy ADB haromsziéget, melyben a
ZD =45° a DB oldal egyenlé a befogok 0sszegével, az AB
oldal pedig az atfogoval! 733. Utmutatds. Szerkesszétek
meg az ADB haromszoget, melyben /D =135°, a DB ol-
dala az adott befogdk kiillonbsége legyen, az AB pedig
az adott atfogd. 734. Utmutatds. Szerkesszétek meg
a DBC haromszoget, melyben a ~ZC=90°, a CB befogd
az adott befogdval legyen egyenlé a CD befogd pedig az At-
fogd és a masik befogd kiillonbsége. Ekkor a keresett
A csucs a DB szakasz felez6merdélegesére illeszkedik. 735.
Utmutatds. Szerkessziink meg egy ADC haromszoget,
amelyben az AC oldal egyenld az adott oldallal, a DC oldal
a masik két oldal 6sszegével, és a DCA szog egyenld
az adott szoggel! 736. Utmutatds. Szerkessziik meg
az ADC haromszoget, ha adott az AC oldal, a megadott C
sz0g és a DC oldal egyenld az adott oldalak kiillonbséggel.
A keresett ABC haromszog B csucsa az AD szakasz felezd-
merédlegesén fekszik. A leirt szerkesztés arra az esetre al-
kalmazhato, ha az adott C szog a két ismeretlen oldal ko-
ziil a nagyobbikkal szomszédos. 737. Utmutatds. Szerkesz-

szétek meg az ADC haromszoget, melynek 4D=90°+%,
ahol a B — az adott szog, az AC —az adott oldal, AD a két
adott oldal kiilonbsége. Ekkor a keresett B pont a DC sza-
kasz felez6merGlegesére illeszkedik. 738. Utmutatds. Szer-

kesszétek meg az ADC haromszoget, melyben LD=%,
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ahol a B — az adott szog, az AC oldallal egyenld, az AD ol-
dal pedig az adott oldalak 6sszege. Ekkor a keresett
B cstcs a DC oldal felezomerdlegesére illeszkedik. 740. Ut-
mutatas. Szerkesszetek derékszogli haromszoget, befogoja,
amely a magassaggal egyenl6 és a szemkozti szoge alap-
jan, amely az adott szoggel lesz egyenld. Ennek a harom-
szognek az atfogdja lesz a keresett egyik oldal. Ezzel
az adott feladat az 735. feladat alapjan oldhaté meg.
741. Utmutatds. Szerkesszetek BDM derékszog harom-
szoget, melynek a BM az adott oldalfelez6, a BD befogd
pedig az adott magassag. A keresett haromszog koré irt
korvonalanak kézéppontja a DM egyenesre merdleges
egyenesre illeszkedik, amely az M ponton halad at.
742. Utmutatds. Szerkesszetek ABD haromszéget, mely-
nek AB és AD oldalai az adott két oldallal egyenls, a BD
pedig 2-szer nagyobb, mint az adott oldalfelezd. 743. Ut-
mutatds. Szerkesszetek ADC haromszoget, melynek AC
oldala az adott oldal, az AD pedig 2-szer nagyobb az oldal-
felezdjénél és a D pontbol huzott magassaga az adott ma-
gassaggal legyen egyenld. Bizonyitsatok be, hogy a DC ol-
dal a keresett haromszog egyik oldala lesz. 745. 65°.
746. 15°, 75°. 7417. 180°.

749. 4?&. 750. Az X, és X, pontok a 388.abran lathatok.

751. Az Y, és Y, pontok a 389.abran lathatok. 754. 60°
vagy 180°. Két megoldasa van. 756. 20°. 758. 42 cm.
773. 15 cm. 784. 45°, 45°, 90°. 787. 30°, 40°, 110°. 788. 35°.
789. 10°. 790. 52°, 52°, 76°. 791. 70°, 70°, 40°. 796. 33°,
57°. 797. 45°. 801. 50°, 50°, 80° vagy 80°, 80°, 20°.
803. 70°, 70°, 40° vagy 50°, 50°, 80°. 804. 135°. 807. 22 cm.
808. 9 cm. 809. 60°. 813. 120°. 817. 60°. 821. 6 cm.
823. Utmutatas. Legyen az O pont a korvonal kézéppont-
ja. Bizonyitsatok be, hogy ZCOD=180°. 824. 114°.
826. Utmutatds. Bizonyitsatok be, hogy az O, és O, pontok
a B szog szogfelezojére illeszkednek.
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2cm 2cm 10 cm 10 cm
A X, C X, B Y, M >

388.abra 389.abra

A TESZTKERDESEK MEGOLDASA
A feladatsor A feladat sorszama
szama 1121|3415 6| 78] 91011

1 C/'DlA|C/C|C|B/' B|C|B|C
2 B/ B/ID D|IB|C|B/  B|A|C|B
3 DIC|C|A|JA|B|C|C|B|C|A
4 C/'DIA|]C B/A|]C|C|D|B|D
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A MATEMATIKAI KIFEJEZESEK EREDETE

Axioma Akcioma
gorog: axiosl - elismerésre mélto

Parhuzamossag
gorog: parallelosl - ami mellette van

MapanenbHicTb

Szogfelez6 BicekTtpuca

latin: bisl - kétszer és sectrix -
metsz6

Geometria, mértan feomeTpis

latin: geo- fold és metreol - mérés

Atfogo lrinoteHysa
latin: giptenusal - az, ami 6sszekot

Fok [paayc
latin: gradusl - 1€pés, 1épcsofok

Atlo AiaroHanb
gorog: dia- at és gonium szog

Atméré
gorog: diametros- atméré

Aiametp

Befogo Katet
gorog: katetosl - fliggbleges,
merdleges

Négyzet KBaapat

latin: quadratus- négyszogi (a
quattuor-négy)

Kocka Ky6
gorog: kybos- jatékkocka

Matematika MatemaTtrka

gorog: mathematike (mathema-
tudas, tudomany)

Oldalfelezo MepiaHa
latin: mediusl - k6zépsd
Méter MeTtp

francia: métre -mérdpalca, vagy
gorog metron- mérték

Keriilet Mepumetp
gorog: peri- korll és a metreo mérni

Merodleges MNepneHAnKyASIp
latin: perpendicularisl - meréleges

Sikmértan MaaHimeTpis
gorog: planum -sik
Arany Mponopuis

latin: proportio -6sszefliggés

Sugar Paaiyc

latin: radiusl - kUll6 a kerékben,
kallé

Tétel Teopema
gorog: theoreo -mérlegelni,
megvizsgalni

Szogmeéro TpaHcnopTtup
latin: transportarol - atvinni,
leforditani

Alakzat Qirypa
latin: figura - megjelenés, kép
Képlet dopmyaa
latin: formula - alak, szabaly

Huar Xopaa
gorog: chorde - hdr, ijhar
Ko6zéppont LieHTp
latin: centruml - az iranytd
mutatéjanak hegye

Korzo LnpkyAb

latin: circulus -Korvonal
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