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DIN PARTEA AUTORILOR

Dragi elevi!

Voi incepeti s& studiati un nou obiect scolar — geome-
tria. Atrageti atentia ca cuvintele ,geografie” si ,geometrie”
au radacina comuna — ,geo” (in greaca inseamna ,,pamant”).
Dar daca la lectiile de geografie din clasa a 6-a faceati descri-
erea pamantului (,grafie” in greaca inseamna ,descriere”),
la lectiile de geometrie va ve-ti ocupa direct cu masurarea
pamantului (,metreo” in greaca inseamna ,a masura”).

Geometria este una dintre cele mai vechi stiinte.
Denumirea ei se poate explica prin faptul cd nasterea si
dezvoltarea geometriei au fost strans legate de activitatile
practice ale oamenilor: delimitarea granitelor loturilor de
padmant, constructia drumurilor, canalelor de irigatie si a
altor constructii, adica, geometria a fost o stiinta aplica-
tiva. Treptat, pas cu pas, omenirea a acumulat cunostinte
si geometria s-a transformat intr-o frumoasa si desavarsita,
stricta si consecutiva teorie matematica. La lectiile de geo-
metrie veti face cunostinta cu aceasta stiinta si o sa va inva-
tati sa aplicati cunostintele obtinute in practica.

Sa cunosti geometria este foarte important. Intr-adevar,
priviti in jur — peste tot este geometrie, mai exact, figuri
geometrice: segmente, triunghiuri, dreptunghiuri, paraleli-
pipede dreptunghice, sfere etc.

Fara cunostinte aprofundate in geometrie, n-ar fi putut
sa apara constructii arhitectonice complicate (fig. 1, 2), co-
rabii maritime si avioanele (fig. 3) si chiar detaliile unui
constructor pentru copii si modelele pentru broderii (fig. 4).
Crearea modelelor pentru cusut cere de la mesterita sa pose-
de imaginatia despre astfel de notiuni geometrice, ca sime-
tria, translatia. Fara a cunoaste geometria, este imposibil sa
devii un bun inginer, constructor sau arhitect, nu poti lucra
in domeniul graficii computationale, designului, modelarii
hainelor si incaltdmintei etc. In general, cunostintele din
geometrie sunt un component important a culturii omenesti.
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a b
Fig. 1. Constructii arhitectonice: Fig. 2. Turnul
a — hotelul ,Salut” (or. Kiev); de televiziune
b — o cladire administrativa (or. Londra) ,oaret” (or. Kiev)

Geometria este un obiect foarte interesant. Speram ca
vol va veti convinge de aceasta in curand, ajutati de manu-
alul pe care il aveti in fata. Faceti cunostintd cu structura
lui.

Manualul este impéartit in patru paragrafe, fiecare fiind
alcatuit din puncte. In aceste puncte este expus materialul
teoretic. Studiindu-l, acordati atentie deosebitd textului
scris cu caractere grase, cursive grase si cursive; astfel
in manual sunt evidentiate definitiile, regulile si cele mai
importante afirmatii matematice.

Fig. 3. Constructii din domeniul constructiilor de masini:
a — o corabie a uzinei navale din Nicolaev;
b — avionul AN-225 (,Mria”)
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Fig. 4. Geometriain viatade zicu zi:
a — constructor pentru copii; b — model de cusatura

De obicei, expunerea materialului teoretic se incheie cu
exemple de rezolvare a problemelor. Aceste scrieri pot fi
considerate ca una din variantele posibile de perfectare a
rezolvarii.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme pentru
rezolvare independenta, la rezolvarea carora va sfatuim sa
treceti doar dupa ce ati insusit materialul teoretic. Printre
aceste insarcinari sunt exercitii de complexitate simpla si
mijlocie, atat si probleme complicate (marcate cu un aste-
risc (¥)).

Fiecare punct se termind cu rubrica ,Observati, dese-
nati, construiti, inventati”. Aici géasiti probleme pentru
rezolvarea carora sunt necesare nu cunostinte speciale de
geometrie, ci doar gandire sanatoasa, inventivitate si pri-
cepere. Aceste probleme dezvoltd ,viziunea geometricd” si
intuitia.

In plus, in rubrica ,Dupi ce ati terminat lectiile” veti
citi povestiri interesante din istoria geometriei, inclusiv
despre contributia oamenilor de stiinta ucraineni la dezvol-
tarea acestei stiinte.

Va dorim succes!
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Stimati colegi!

In limitele scolii generale, este imposibil de a realiza prin-
cipiul formal-logic de construire a structurii cursului de geo-
metrie: de pus la bazé sistemul de axiome si de a construi apoi
expunerea deductiva, adica de a demonstra teoremele strict logic,
bazandu-se pe axiome si pe fapte demonstrate anterior. Acest
lucru se explica prin faptul, cd numarul elevilor care au inclina-
tie spre gandirea deductiva este limitat. In realitate, majoritatea
elevilor au un tip de gandire vizual-ilustrativ. De aceea, pentru
copil, apelarea la claritatea vizuala este in general naturala si
inteleasa.

Reiesind din cele expuse in baza acestui manual este pus
principiul vizual-deductiv in combinatie cu axiomatizarea
partiala.

Noi consideram, ca scopul studierii geometriei in scoald nu
este doar dezvoltarea gandirii logice si a abilitatii de a efectua
demonstratii. Autorii manualului pun scopuri mai largi: de a
preciza inchipuirea elevilor despre obiectele geometrice elemen-
tare (punctul, dreapta, semidreapta, segmentul, unghiul), sa le
facem cunostintd cu cele mai importante proprietati ale figuri-
lor de baza ale geometriei elementare (triunghiul, circumferinta,
patrulaterul etc.), sd dezvoltim la ei necesitatea de a demon-
stra, adicd a pune bazele gandirii deductive si euristice, iar cel
mai important — sa invatam elevii sa aplice proprietatile
figurilor geometrice in procesul de rezolvare a probleme-
lor practice si teoretice. Noi sperdm ca voi veti aprecia acest
manual ca un ajutor in realizarea scopurilor mentionate.

In manual este cules un mare si divers material didactic.
Insid, intr-un an scolar este imposibil de rezolvat toate proble-
mele, dar nici nu este necesar. Totodata, este cu mult mai comod
de lucrat cand este o rezerva mare de probleme. Aceasta ofera
posibilitatea realizarii diferentierii pe nivele si a individualizarii
in Invatamant.

Cu culoare albastra sunt marcate numerele problemelor,
care sunt recomandate pentru temele pentru acasa, iar cu
culoare purpurie sunt marcate numerele problemelor recoman-
date pentru rezolvarea orala.
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In unele puncte, o parte din text este plasatd pe un fundal
colorat. Acest lucru evidentiaza materialul care, dupa parerea
dumneavoastra, poate fi considerat optional pentru studiu.

Deci sa transformidm impreund cursul de geometrie intr-o
materie inteleasa si atragatoare.

V& dorim inspiratie creativa si rabdare.

INSEMNARI CONVENTIONALE
insarcinari, ce corespund nivelului initial si mijlo-
ciu de pregatire;
insarcinari, ce corespund nivelului suficient de
pregatire;
insarcinari, ce corespund nivelului 1nalt de
pregatire;
probleme pentru cercurile si facultativele de
matematica;
probleme-cheie, rezultatul carora poate fi folosit in
timpul rezolvarii altor probleme;
demonstratia teoremei ce corespunde nivelului sufi-
cient de pregatire;
demonstratia teoremei ce corespunde nivelului inalt
de pregitire;
demonstratia teoremei, ce nu este obligatorie pen-
tru studiere;

terminarea demonstratiei teoremei;

terminarea rezolvarii problemei;

pyopuka «I'oBOopuMO Ta THINEMO YKPaiHCHBKOIO
MIPaBUJIBHO» ;

rubrica ,,Cand temele sunt indeplinite”.

Segmentele egale pe desene sunt marcate cu acelasi numaér
de liniute, unghiurile egale — cu acelasi numar de arcuri, cu
exceptia segmentelor si unghiurilor care trebuie aflate.
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INTRODUCERE

Ce studiaza geometria?

Cu toate ca geometria este pentru voi un obiect nou,
insa la lectiile de matematicd din clasele precedente, deja
ati facut cunostinta cu notiunile de baza ale acestei stiinte
intelepte. Astfel, toate figurile geometrice prezentate in
figura 5, va sunt bine cunoscute.

a A B M NOﬁ M

Dreaptaa Segmentul AB  Semidreapta MN Unghiul POM

(£ POM)
D B
B 4 B c
A
C E A C A D
Linia franta ABCDEF Triunghiul ABC Dreptunghiul ABCD
Circumferinta Cercul
B, C,
i
A H
1 | D1
|
//' ---------- ==~ C
//
A D
Paralelipipedul dreptunghic Poligoanele
ABCDABCD

1T—111

Fig. 5
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Fig. 6 Fig. 7

Puteti uni, cu ajutorul riglei doud puncte cu un seg-
ment (fig. 6); cu ajutorul compasului construiti o circum-
ferinta (fig. 7); cu ajutorul riglei si echerului sa construiti
drepte perpendiculare si paralele (fig. 8); sa masurati lun-
gimea segmentului si sa construiti segmentul cu lungimea
data, folosind o rigla cu diviziuni milimetrice (fig. 9); sa
aflati marimea unghiului si sé construiti un unghi de mari-
mea data cu ajutorul raportorullui (fig. 10); sa clasificati
triunghiurile (vezi forzatul).

P K
Wn|
0 1 2

Fig. 9
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Fig. 10

Insa, determinarea aspectului figurii sl executarea
constructiilor simple sunt doar cunoastinte incepatoare
ale stiintei despre proprietatile figurilor geometrice, adica
geometriei.

In timpul studierii cursului sistematic de geometrie, voi
treptat, intr-o anumita succesiune, veti invata proprietatile
figurilor geometrice, si totodata, si figurile, care sunt deja
cunoscute, cat si pe cele noi. Aceasta inseamnd, ca va tre-
bui sad va invatati, reiesind din unele proprietéti ale figurii
sa stabiliti si, principalul, s demonstrati alte proprietati
ale ei.

Cursul scolar de geometrie traditional se imparte in
planimetrie si stereometrie. Planimetria studiaza figu-
rile pe plan (lat. planum — plan), iar stereometria studiaza
figurile in spatiu (grec. stereos — spatial).

Deci, noi incepem studierea planimetriei.
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CELE MAI SIMPLE FIGURI 1%
GEOMETRICE S| PROPRIETATILE LOR

In acest paragraf vom studia figurile geometrice cunoscute de
voi din clasele precedente si anume: puncte, drepte, segmente,
semidrepte si unghiuri.

Veti afla mai mult despre proprietatile acestor figuri. Unele
din aceste proprietdti veti invdta sa le demonstrati. Cuvintele
definitie, teorema, axioma vor deveni obisnuite, intelese si des
folosite de voi.

1. Puncte si drepte

Punctul — cea mai simpla figura geometrica. Aceasta
este unica figura care nu poate fi divizata in parti. De exem-
plu, fiecare dintre figurile reprezentate in figura 11 este
divizatd in parti. Chiar si despre figura reprezentatd in
figura 12, care consta din doua puncte, se poate spune ca
este compusa din doud parti: punctul A si punctul B.

B B
o [ )
A A
[ ]
Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13

In figura 13 este reprezentatd dreapta a si doud punc-
te A si B. Se spune ca punctul A apartine dreptei a; sau
punctul A se afla pe dreapta a; sau dreapta a trece prin
punctul A, si, respectiv, punctul B nu apartine dreptei a; sau
punctul B nu se afla pe dreapta a; sau dreapta a nu trece
prin punctul B.

Dreapta — figura geometricAi care are anumite
proprietati.
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Proprietatea fundamentala a dreptei. Prin
orice doua puncte' se poate duce o dreapta si numai
singura.

De ce aceasta proprietate a dreptei este considerata
fundamentala?

Fie ca despre o linie se stie doar ca ea trece prin punc-
tele A si B. Pentru a avea o imagine clara despre aceasta
figura, aceasta informatie nu este de ajuns, deoarece prin
punctele A si B se poate de dus o
multime de linii diferite (fig. 14).
A B Dreapta este definitd in mod unic de
aceste puncte. Aceasta si este sensul
proprietatii fundamentale a dreptei.

Aceasta proprietate permite a insemna dreapta, nu-
mind doua oricare puncte ale ei. Astfel, dreapta care
trece prin punctele M si N se numeste ,dreapta MN” (sau
,dreapta NM”).

Proprietatea fundamentald a figurii geometrice mai
este numitd axioma (veti afla mai multe despre axiome in
punctul 6).

Daca este necesar de explicat sensul unor notiuni (ter-
meni), se foloseste definitia. De exemplu:

1) ceas se numeste aparatul pentru masurarea timpului;

2) geometria — ramura a matematicii care studiaza
proprietatile figurilor.

Definitiile se folosesc si in geometrie.

Fig. 14

Definitie. Doua drepte care au un punct comun
se numesc drepte care se intersecteaza.

In figura 15 sunt reprezentate dreptele a si b, care se
intersecteaza in punctul O.

! Aici si pe parcurs, vorbind despre ,doud puncte”, ,trei

puncte”, ,doud drepte” etc., vom considera, céd acestea sunt puncte si
drepte diferite. Cazul suprapunerii lor il vom considera aparte.
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Adesea, justetea (adevarul) unui fapt este stabilita cu
ajutorul rationamentului logic.

a a -

Fig. 15 Fig. 16

Examindm urmaéatoarea problema: Se stie ca toti locui-
torii de pe Strada Geometrica sunt matematicieni. Eugen
locuieste la adresa str. Geometrica 5. Este oare Eugen
matematician?

Dupéa conditiile problemei Eugen locuieste pe strada
Geometricd. Deoarece toti locuitorii acestei strazi sunt
matematicieni, rezulta ca Eugen este matematician.

Aceste rationamente logice sunt numite demonstratia
faptului ca Eugen este matematician.

In matematica afirmatia, adevirul cireia este stabilit
cu ajutorul demonstratiei se numeste teorema.

Teorema 1.1. Oricare doud drepte care se inter-
secteazd au un singur punct comun.

Demonstratie. © Fie ca dreptele a si b, care se inter-
secteaza, au pe langa punctul comun A, incd un punct
comun B (fig. 16). Atunci, prin doud puncte A si B trec
doua drepte. Aceasta este contrar proprietatii fundamen-
tale a dreptei. Asadar, presupunerea ca ar exista un alt
punct de intersectie al dreptelor a si b este incorecta. ®

") 1. Ce figura nu poate fi divizata In parti? 2. Formulati proprietatea
fundamentala a dreptei. 3. Care proprietate a dreptei permite de
a o nota, numind oricare douad puncte ale ei? 4. Pentru ce se folo-
seste definitia? 5. Care doua drepte se numesc drepte care se
intersecteaza? 6. Cum se numeste afirmatia, adevarul careia este
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stabilit cu ajutorul demonstratiei? 7. Formulati teorema despre
douad drepte care se intersecteaza.

LE&%\ iNSARCINARI PRACTICE I—

1.° Duceti o dreaptd, notati-o cu litera m. Notati punctele A
si B care sunt situate pe aceastd dreapta si punctele C, D,
E, care nu sunt situate pe ea.

2.” Notati punctele M si K si duceti o dreaptd prin ele.
Notati punctul E pe aceasta dreapta. Scrieti toate insemnaé-
rile posibile ale dreptei obtinute.

3° Duceti dreptele a si b asa, ca ele sid se intersecteze.
Notati punctul lor de intersectie cu litera C. Apartine oare
punctul C dreptei a; dreptei b?

4.” Notati trei puncte astfel, incat acestea si nu se afle pe o
dreapta si prin fiecare pereche de puncte duceti o dreapta.
Cate drepte s-au format?

5.° Notati patru puncte astfel, ca oricare trei din ele sa nu
se afle pe o dreapta.

6.° Duceti trei drepte astfel, incat fiecare doua din ele sa
se intersecteze. Notati punctele de intersectie ale acestor
drepte. Cate puncte de intersectie se pot obtine?

7." Notati patru puncte astfel, incat la trasarea dreptei prin
fiecare doua din ele pe desen: 1) se formeaza o singura
dreapta; 2) se formeaza patru drepte; 3) se formeaza sase
drepte. Duceti aceste drepte.

@EXERCITII E

8.” Folosind figura 17
1) determinati daca dreptele a si MK se intersecteaza;
2) indicati toate punctele notate care apartin dreptei q;
dreptei MK;
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3) indicati toate punctele notate care nu apartin drep-
tei a; dreptei MK;

4) indicati toate punctele notate care apartin dreptei aq,
dar nu apartin dreptei MK.

m_ \/a

E
B g7
a M
B D
/ N -
c . / ¢
° p p E
Fig. 17 Fig. 18

9.” Folosind figura 18, indicati:

1) care dintre punctele notate apartin dreptei p si care
nu apartin ei?

2) caror drepte apartine punctul A; punctul B; punc-
tul C; punctul D; punctul E?

3) care drepte trec prin punctul C; punctul B; punctul A?

4) in ce punct se intersecteaza dreptele k si p; dreptele
m si k?

5) in ce punct se intersecteaza trei dintre cele patru
drepte reprezentate in figura?

10." Punctul C apartine dreptei AB. Sunt oare diferite
dreptele AB si AC? Argumentati raspunsul.

11. Sunt duse patru drepte, fiecare doua dintre ele se
intersecteaza, totodatd prin fiecare punct de intersectie
trec numai douad drepte. Cate puncte de intersectie s-au
format?

12.” Cum trebuie aranjate sase puncte ca ele si determine
sase drepte?
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13.” Dreapta data este intersectata de patru drepte. Cate
puncte de intersectie pot fi formate de aceste drepte cu
aceasta dreapta?

14. Sunt duse patru drepte, fiecare doua dintre ele se
intersecteaza. Cate puncte de intersectie pot fi formate?
15.” Sunt duse cinci drepte, fiecare doua dintre ele se inter-
secteaza. Care este cel mai mic numar posibil de puncte de
intersectie a acestor drepte? Care este cel mai mare numar
posibil de puncte de intersectie a acestor drepte?

16.* Se poate oare de dus sase drepte si de notat pe ele
11 puncte astfel, incat pe fiecare dreapta sa fie notate exact
patru puncte?

17.* Pe plan sunt duse trei drepte. Pe prima dreapta sunt
notate cinci puncte, pe a doua — sapte puncte, iar pe a
treia — trei puncte. Care este cel mai mic numar de puncte
ce poate fi notat?

18.% Se poate oare de notat cateva puncte si de dus cateva
drepte astfel, incat pe fiecare dreapta sa fie exact trei
puncte notate si prin fiecare punct sa treaca exact trei din
dreptele duse?

% iINVATAM SA APLICAM GEOMETRIA IS

19. Corectitudinea fabricatiei unei rigle poate fi verificata
astfel: prin doua puncte cu ajutorul riglei duceti o linie.
Apoi intoarceti rigla si prin aceleasi doua puncte duceti o
alta linie de-a lungul aceleiasi margini a riglei. Daca liniile
coincid, atunci rigla a fost fabricata corect. Explicati de ce?

Yy OBSERVATI, DESENATI,

/o CONSTRUITI, INVENTATI
20. Formati un patrat din cateva figuri
identice cu cea din figura 19. Fig. 19
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2. Segmentul si lungimea lui

In figura 20 este reprezentatd dreapta a, care trece prin
punctele A si B. Aceste puncte limiteaza o parte a dreptei q,
care este marcata cu rosu. Aceasta parte a dreptei, impre-
una cu punctele A si B, se numeste segment, iar punctele
A si B — extremitatile (capetele) acestui segment.

- : J\/VA X B
r—————@

Fig. 20 Fig. 21 Fig. 22

Pentru orice doua puncte exista unicul segment, pentru
care aceste puncte sunt capete, adica segmentul cu extremi-
tatile lui este dat univoc. De aceea, segmentul se noteaza,
numind extremitatile lui. De exemplu, segmentul desenat
in figura 21 este notat astfel: MN sau NM (se citeste: ,seg-
mentul MN” sau ,segmentul NM”).

In figura 22 este desenat segmentul AB si punctul X,
care apartine acestui segment, dar nu coincide cu nici
o extremitate a acestui segment. Punctul X se numeste
punct interior al segmentului AB. In acest caz, se spune,
ca punctul X se afla intre punctele A si B.

Astfel segmentul AB este format din punctele A si B,
precum si din toate punctele de pe dreapta AB care se
afld intre punctele A si B.

Definitie. Doua segmente se numesc egale, daca
ele coincid prin suprapunere.

In figura 23 sunt reprezentate segmentele egale AB
si CD. Se scrie: AB=CD.

Deja stiti ca fiecare segment
are o anumitd lungime si pentru
a-l masura este necesar de ales
segmentul unitar. Ca segment
unitar poate fi luat orice segment. Fig. 23

A B

C D
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Fig. 24

De exemplu, presupunem ca segmentul MN in figura 24
este unitar. Acest fapt se scrie astfel: MN =1 unitate.
Atunci se considerda ca lungimea segmentului AB este
egald cu trei unitati de lungime, si se scrie: AB=3 uni-
tati. De asemenea se scrie AB=3, se citeste: ,segmen-
tul AB este egal cu trei”.

2
Pentru segmentul CD avem: CD =§.

In practicd, cel mai des se folosesc astfel de segmente

unitare: 1 mm, 1 cm, 1 dm, 1 m, 1 km.
In dependenta de alegerea unitatii de lungime se schimba
valoarea numerica a lungimii segmentului. De exem-
plu, in figura 25 avem: AB=17 mm, sau

A B ABA= 1,7 cm, sau AB=0,17 dm si altele.
] In productie si in viata cotidiand se
Fig. 25 folosesc diferite dispozitive si instrumente

pentru masurarea lungimii segmentului
(fig. 26): rigla gradata, ruleta, sublerul, micrometrul, com-
pasul de camp (teren).

Segmentele egale au lungimi egale, si invers, daca lun-
gimile segmentelor sunt egale, atunci sunt egale si insasi
segmentele.

Daca lungimea segmentului AB este mai mare decat
lungimea segmentului MN, ca de exemplu, in figura 24,
atunci se spune ca segmentul AB este mai mare decat seg-
mentul MN, si se scrie: AB > MN. De asemenea, se poate
spune ca segmentul MN este mai mic decat segmentul AB,
si se scrie: MN < AB.
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Rigla gradata

Sublerul Micrometrul ~ Compasul de camp
Fig. 26

Pe parcurs, vorbind de ,suma segmentelor”, vom consi-
dera suma lungimilor acestor segmente.

Proprietatea fundamentala a lungimii seg-
mentului. Daca punctul C este un punct interior al
segmentului AB, atunci segmentul AB este egal cu
suma segmentelor AC si CB (fig. 27), adica

AB=AC+CB.
A ¢ B 4 ¢ B
AB = AC + CB
Fig. 27 Fig. 28

Definitie. Distanta dintre punctele A si B se
numeste lungimea segmentului AB. Daca punctele A
si B coincid, se considera ca distanta dintre ele este
egala cu zero.

Definitie. Mijlocul segmentului AB se numeste
un punct interior C, pentru care AC=CB.

In figura 28 punctul C este mijlocul segmentului AB.
Adesea, in loc de ,Aflati lungimea segmentului...”, se
spune ,Aflati segmentul...”.
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Problema. Punctele A, B si C apartin unei dreapte.
AB=8 cm, iar segmentul AC este cu 2 cm mai lung decéat
segmentul BC. Aflati segmentele AC si BC.

Rezolvare. In conditie nu este indicati care este ampla-
sarea relativa a punctelor pe dreapta. De aceea, analizam
trei cazuri posibile.

1) Punctul B — punct interior al segmentului AC (fig. 29).
Atunci, segmentul AC este mai lung decat segmentul BC cu
lungimea segmentului AB, adica cu 8 cm. Aceasta contra-
zice conditia. Deci, acest caz este imposibil.

2) Punctul C — punct interior al segmentului AB (fig. 30).
In acest caz AC+BC=AB. Fie BC=x cm, atunci AC=(x+2)
cm. Avem:
x+t2+x=8;
x=3.
Deci, BC=3 cm, AC=5 cm.

A B C A C B B A @

Fig. 29 Fig. 30 Fig. 31

A 3) Punctul A — punct interior al segmentului BC (fig. 31).
In acest caz AB+AC=BC si atunci AC < BC. Aceasta con-
trazice conditiei. Deci, acest caz este imposibil.

Rdaspuns: AC=5 cm, BC=3 cm. 4

") 1. Cate segmente exista extremitatile carora sunt doua puncte
date? 2. Care doua segmente se numesc egale? 3. Se poate oare
de luat ca segment unitar orice segment? 4. Ce stiti despre
lungimile segmentelor egale? 5. Ce stiti despre segmentele, care
au lungimi egale? 6. Formulati proprietatea fundamentala a
lungimii segmentului. 7. Ce se numeste distanta Tntre doua
puncte? 8. Care punct se numeste mijlocul segmentului AB?
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VY cioBax Ha O3HAUEHHS JOBMKHUHM, CKJIAZOBOIO Uac-
TUHOIO SIKUX € CJIOBO «METpP», HATOJIOIIYEMO OCTAHHIN CKJAam:
minimemp, canmumemp, deyumemp. A or y HazBax BHUMIpIO-
BaJbHUX IPUJIAZIB HATOJIOC IIaZa€ Ha IIepPeJOCTAaHHIiN CKJAaI:
oapomemp, cnidomemp, mepmomemp, MiKpomemp.

@\ INSARCINARI PRACTICE I

21.° Notati doud puncte A si B si duceti prin ele o dreapta.
Notati punctele C, D si E, care apartin segmentului AB
si punctele F, M si K care nu apartin segmentului AB, dar
apartin dreptei AB.

22.° Duceti o dreaptd si notati pe ea trei puncte. Cate seg-
mente s-au format?

23.° Notati pe dreapti punctele A, B, C si D astfel, ca punc-
tul C sa fie situat intre punctele A si B, iar punctul D —
intre punctele B si C.

24.° Notati pe dreaptd punctele A, B si C astfel, ca egalita-
tea data sa fie corecta AC=AB+ BC.

WEXERCITII E

25.° Numiti toate segmentele care sunt prezentate in

figura 32.
K P
A B C (0] T
b

a

Fig. 32
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26." Scrieti toate segmentele care sunt prezentate in

figura 33.
A N
K
D M

E P
Q
b

a
Fig. 33
27.° Aflati lungimea fiecirui segment desenat in figura 34,

dacd segmentul unitar este egal cu segmentul: 1) AB;
2) MN.

S
E
K P
Me————oN
Coe——D

Ae—e B

Fig. 34

28.° Care din punctele notate in figura 35, este situat
intre celelalte doud? Scrieti egalitatea corespunzatoare,
care rezultd din proprietatea fundamentala a lungimii
segmentului.

29.° Intre care puncte se afld punctul B (fig. 36)? Pentru
fiecare caz scrieti egalitatea corespunzatoare, care reiese
din proprietatea fundamentala a lungimii segmentului.
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30.° Punctul D — punctul interior al segmentului ME. Afati:

1) distanta dintre punctele M si E, daca MD=1,8 dm,
DE=2,6 dm;

2) lungimea segmentului MD, daca ME=42 mm,
DE=1,5 cm.

31.° Punctele A, B si C sunt situate pe o dreapta (fig. 37).
Care din afirmatiile date este corecta:
1) AB+BC=AC; 2)AC+AB=B(C?

A B C

Fig. 37

32.° Punctul K este mijlocul segmentului MN. Pot oare
coincide prin suprapunere: 1) segmentele MK si KN; 2) seg-
mentele MK si MN?

33.° Punctul K — mijlocul segmentului MN, punctul E —
mijlocul segmentului KN, EN=5 cm. Aflati segmentele
MK, ME si MN.

34.° Pe o foaie cu patritele sunt notate punctele A, B si C
(fig. 38). Aflati distanta de la punctul C pana la mijlocul
segmentului AB, daca lungimea laturii unui patratel este
egala cu 5 mm.

Fig. 38
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35." Pe o foaie cu pitritele sunt notate punctele M, N si K
(fig. 39). Aflati distanta de la punctul M pana la mijlocul seg-
mentului NK, dacad lungimea laturii unui patratel este egala
cu 5 mm.

N. N.
MO M.
K. .
K
a b
Fig. 39

36.° Punctul C — punct interior al segmentului AB, lungimea
caruia este egald cu 20 cm. Aflati segmentele AC si BC, daca:
1) segmentul AC este cu 5 cm mai mare decat segmen-
tul BC;
2) segmentul AC este de 4 ori mai mic decat segmentul BC;
3) AC:BC=9:11.
37.° Punctul K apartine segmentului CD, lungimea caruia
este egald cu 28 cm. Aflati segmentele CK si KD, daca:
1) segmentul CK este cu 4 cm mai mic decat segmen-
tul KD;
2) segmentul CK este de 6 ori mai mare decat segmen-
tul KD;
3) CK:KD=3:4.
38.° Segmentele AB si CD sunt egale (fig. 40). Demonstrati
ca segmentele AC si BD tot sunt egale.

N
A C £ F
Fig. 40 Fig. 41

39.” Segmentele ME si FN sunt egale (fig. 41). Demonstrati
cia MF=EN.
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40.° Punctul C imparte segmentul AB, lungimea caruia este
egald cu a, in doud segmente. Aflati distanta dintre mijlocu-
rile segmentelor AC si BC.

41." Punctele A, B si C se afla pe o dreapta. Aflati seg-
mentul BC, daca AB=24 cm, AC=32 cm. Cate rezolvari are
problema?

42.” Pe o dreapta s-au notat punctele A, B si C astfel, ca
AB=15 cm, AC=9 cm. Aflati distanta dintre mijlocurile seg-
mentelor AB si AC.

43.” Segmentul EF este egal cu 12 cm. Gasiti pe dreapta EF
toate punctele, suma distantelor de la fiecare din ele pana
la extremitatile segmentului EF sa fie egald cu: 1) 12 cm;
2) 15 cm; 3) 10 cm.

44.” Prin punctul A si B este dusd o dreaptd. Unde pe
aceastd dreaptd este situat punctul C, distanta de la care
pana la punctul B este de 2 ori mai mare, decat distanta de
la el pana la punctul A?

45.” Segmentul, lungimea caruia este egala cu 32 cm, s-a
impartit in trei segmente inegale. Distanta dintre mijlocurile
segmentelor extreme este egald cu 18 cm. Aflati lungimea
segmentului mijlociu.

46.* Cate puncte trebuie de notat pe dreapta AB intre punc-
tele A si B astfel, incat impreuna cu segmentul AB sa se
formeze sase segmente?

% INVATAM SA APLICAM GEOMETRIA IS

47. Comparati vizual segmentele AB si CD (fig. 42). Verificati
concluzia prin masurare.

‘A \ [ B
C
C B D \ /D C] [D
a
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48. Comparati vizual segmentele AB si BC (fig. 43). Verificati
concluzia prin masurare.

B

Fig. 43 Fig. 44

49. Gradatia riglei contine numai diviziunile 0 cm, 5 cm si
13 cm (fig. 44). Folosind aceasta rigld, cum se pot construi seg-
mentele cu lungimea de: 1) 3 cm; 2) 2 ¢cm; 3) 1 cm?

50. Gradatia riglei contine numai diviziunile 0 cm, 7 cm si
11 cm. Folosind aceasta rigld, cum se pot construi segmentele
cu lungimea de: 1) 8 cm; 2) 5 cm?

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, INVENTATI

51. Din dreptunghiurile cu dimensiunile 1x1, 1x2, 1x3, ..,
1x13, formati un dreptunghi, fiecare laturda a caruia este mai
mare de 1.

3. Semidreapta. Unghiul. Masurarea unghiurilor

Ducem dreapta AB si notdm pe ea un punct arbitrar O.
Aceast punct imparte dreapta in doua parti, care sunt evi-
dentiate in figura 45 cu diferite culori. Fiecare din aceste
parti impreund cu punctul O se numeste semidreapta.
Punctul O se numeste originea semidreptei.

Fiecare din semidreptele, reprezentate in figura 45, sunt
formate din punctul O si toate punctele dreptei AB, care
sunt situate de aceeasi parte fatd de punctul O.
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Aceasta permite de notat semidreapta, numind doua
puncte ale ei: primul indica intotdeauna originea semidrep-
tei, iar al doilea — orice alt punct care apartine semidrep-
tei. Astfel, semidreapta cu originea in punctul O (fig. 46)
poate fi notata OM sau ON.

Fig. 45 Fig. 46

Semidreptele OA si OB (fig. 45) se completeazd una pe
alta pana la o dreapta. De asemenea se poate spune, ca
reuniunea acestor semidrepte este o dreapta.

Definitie. Doua semidrepte care au originea
comuna si se afla pe o dreapta se numesc comple-
mentare.

De exemplu, semidreptele BC si BA — complementare
(fig. 47). Reuniunea lor este dreapta AC. Atragem atentia ca
reuniunea semidreptelor CA si AC este
dreapta AC. Insa aceste semidrepte nu 4 L4 ¢
sunt complementare: ele nu au origine Fig. 47
comuna.

In figura 48, a este desenata figura, care este formata
din doud semidrepte OA si OB, care au origine comuna.
Aceasta figura imparte planul in doué parti, care sunt mar-
cate cu diferite culori. Fiecare din aceste parti impreuna cu
semidreptele OA si OB, se numeste unghi.

Semidreptele OA si OB se numesc laturile unghiului,
iar punctul O — varful unghiului.
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A

A

Fig. 48

Dupa cum observati, unghiurile din figura 48, a se deo-
sebesc. Aceastd diferenta este determinata de o astfel de
proprietate. Pe semidreptele OA si OB alegem punctele arbi-
trare M si N (fig. 48, b). Segmentul MN apartine unghiului
ySpurpuriu’, iar unghiului ,albastru” apartin doar extremi-
tatile segmentului.

In viitor spunand ysunghi”, avem in vedere numai acela,
care contine orice segment cu extremitatile pe laturile lui.
Situatiile, cand se vor analiza unghiurile pentru care aceasta
conditie nu se indeplineste, vor fi concretizate special.

Exista cateva metode de a nota unghiurile. Unghiul in
figura 49 se poate nota astfel: £ MON, sau £ NOM, sau £ O
(se citeste corespunzator: ,unghiul MON”, ,unghiul NOM”,
yunghiul O”).

Fig. 49 Fig. 50

In figura 50 sunt reprezentate cateva unghiuri, cu varful
comun. Notarea unghiului cu o singura litera poate duce la
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o incurcatura. In aceste cazuri unghiurile le vom nota cu
ajutorul numerelor: /1, Z2, /3 (se citeste corespunzator:
yunghiul unu”, ,unghiul doi”, ,unghiul trei”).

Definitie. Unghiul, laturile caruia sunt semi-
drepte complementare, se numeste desfasurat.

Fig. 51 Fig. 52

In figura 51 semidreptele OA si OB sunt complemen-
tare, de aceea unghiurile marcate cu culorile verde si gal-
ben sunt desfasurate.

Orice dreaptda imparte planul in doua semiplane, pen-
tru care aceastd dreaptd este granita (fig. 52). Se consi-
dera, ca dreapta apartine fiecaruia din aceste semiplane
pentru care ea este granita. Si deoarece laturile unghiului
desfasurat formeaza o dreapta, se poate spune cd unghiul
desfasurat este semiplan, pe granita céruia este notat
punctul — varful unghiului.

Definitie. Doua wunghiuri se
numesc egale, daca ele coincid prin
suprapunere. B

A

40
In figura 53 sunt reprezentate unghiu-

rile egale ABC si MNK. M
Se scrie: ZABC=/MNK. :
Orice doud unghiuri desfasurate coin- j

cid prin suprapunere, deci toate unghiu- K

rile desfasurate sunt egale. Fig. 53
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Proprietatea fundamentala de depunere a
unghiurilor. Pentru unghiul dat ABC si semidreapta
data B,C| exista un singur unghi A B C, care este egal cu
unghiul ABC astfel, incat punctul A sa fie situat in semi-
planul dat fatd de dreapta B C, (fig. 54).

In figura 55 este dat unghiul AOB si semidreapta OC,
care apartine acestui unghi, dar este diferitd de laturile
lui. Se spune ca semidreapta OC trece intre laturile unghiu-
lui AOB si il imparte in doud unghiuri AOC si COB.

Definitie. Bisectoarea unghiului se numeste semi-
dreapta cu originea in varful unghiului, care imparte
acest unghi in doua unghiuri egale.

In figura 56 semidreapta OK — bisectoarea unghiului
AOB. Deci, ZAOK = 2 KOB.

Deja cunoasteti, ca fiecare unghi are o marime. Pentru
a o masura este necesar de ales unitatea de masurare —
unghi unitar. 11 putem alege astfel: impartim unghiul des-
fasurat in 180 de unghiuri egale (fig. 57). Unghiul format
din doua semidrepte vecine se ia ca unitate. Marimea lui se
numeste grad si se scire: 1°

De exemplu, masura in grade (marimea) a unghiului
AOB (fig. 58) este egala cu 20° (acest fapt este usor de
stabilit cu ajutorul raportorului). In acest caz se spune, ci
ysunghiul AOB este egal cu 20°” si se scrie: ZAOB =20°.

Din definitia de grad rezultd, cd madsura in grade a
unghiului desfasurat este egald cu 180°.
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10

Fig. 57 Fig. 58

In figura 59, a este reprezentat un aparat antic pen-
tru masurarea unghiurilor: astrolabul (din greaca veche,
inseamna ,cel care apuca stele”). De-a lungul multor secole
acest aparat ajuta marinarilor sa gaseasca calea, astronomi-
lor — si determine pozitia stelelor. In zilele noastre pentru
masurarea unghiurilor in practicd se foloseste astrolabul
(fig. 59, b), de asemenea si alte aparate speciale: teodolitul
(fig. 60) — pentru masurarea pe teren, busola (fig. 61) — in
artilerie, sextantul (fig. 62) — in chestiile maritime.

Fig. 61. Busola

b
Fig. 59. Astrolabul: Fig. 60. Fig. 62. Sextantul
a — antic; Teodolitul

b — modern
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Pentru obtinerea rezultatelor exacte ale masurarilor

.. . g 1 .
unghiurilor se folosesc parti din grad: o din grad este

egala cu o minuta (1’), adica 1°=60"; 1 din minuta se
60
numeste secunda (1”), adica 1'=60".

De exemplu, scrierea 23°15°11” inseamna, ca masura
in grade a unghiului alcatuieste 23 de grade, 15 minute si
11 secunde.

Exista de asemenea si alte unitati de masurd a unghiu-
rilor: de exemplu, pentru necesitatile maritime se folo-
seste unitatea rumb (1 rumb=11°15").

Definitie. Unghiul, masura in grade a caruia este
de 90° se numeste drept. Unghiul, masura in grade
a caruia este mai mica de 90°, se numeste ascutit.
Unghiul, masura in grade a caruia este mai mare de
90° si mai mica de 180°, se numeste obtuz.

In figura 63 sunt reprezentate unghiurile celor trei
tipuri date.

Unghi drept Unghi ascutit Unghi obtuz
Fig. 63

Unghiurile egale au mdrimi egale si invers, dacd mdri-
mile unghiurilor sunt egale, atunci si unghiurile sunt egale.

Daca marimea unghiului ABC este mai mare decat mari-
mea unghiului MNP, atunci se spune ca unghiul ABC este
mai mare decat unghiul MNP si se scrie: ZABC > ZMNP.
De asemenea se spune, ca unghiul MNP este mai mic
decat unghiul ABC si se scrie:

/MNP < /ABC
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Mai departe, spunand ,suma unghiurilor”, vom avea in
vedere suma marimilor acestor unghiuri.

Proprietatea fundamentala a marimii
unghiurilor. Daca semidreapta OC imparte
unghiul AOB in doua unghiuri AOC si COB, atunci
ZAOB=/A0C+ £ COB (fig. 64).

A
C

Fig. 64 Fig. 65

Problema. In figura 65 unghiul AMD este un
unghi desfisurat, £ AMC=2/DMB, /BMC=118°. Aflati
unghiul' AMB.

Rezolvare: Avem: ZAMC=/AMB+ 2 BMC,
ZDMB=/DMC+ 2 BMC.

Deoarece LAMC=/DMB, atunci L AMB =/ DMC.

Scriem: LAMB+ /BMC+ 2 CMD=/AMD =180°.

Atunci 2 ZAMB +118°=180°. De aici ZAMB = 31°.

Rdaspuns: 31°. 4

'I) 1. Care doua semidrepte se numesc complementare? 2. Care unghi
se numeste desfasurat? 3. Care doud unghiuri se numesc egale?
4. Ce se numeste bisectoarea unghiului? 5. Tn ce unititi se misoars
unghiurile? 6. Care este masura in grade a unghiului desfasurat?
7. Cum se numeste unghiul, masura in grade a caruia este de 90°?
8. Care unghi se numeste ascutit? Care unghi se numeste obtuz?
9. Ce stiti despre marimile unghiurilor egale? 10. Ce stiti despre
unghiurile, marimile carora sunt egale? 11. Formulati proprietatea
fundamentalad a marimii unghiului.

! Adesea in loc de ,Aflati mésura unghiului...”, se spune ,Aflati

unghiul...”.
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Igél INSARCINARI PRACTICE IE—
/) A\

52.° Duceti doud semidrepte AB si AC astfel, incat ele sa
nu fie complementare. Construiti pentru fiecare din aceste
semidrepte, semidreaptele complementare. Notati si scrieti
toate semidreptele formate.

53.” Duceti segmentul AB si doua semidrepte AB si BA.
Sunt oare aceste semidrepte complementare? Argumentati
raspunsul.

54.° Desenati unghiul MNE si duceti semidreptele NA si NC
intre laturile lui. Scrieti toate unghiurile ce s-au format.
55.” Duceti semidreptele OA, OB, OC si OD astfel, incat
semidreapta OC sa treaca intre laturile unghiului AOB, iar
semidreapta OD intre laturile unghiului BOC.

56. Desenati doud semidrepte astfel, incat partea lor
comuna sa fie: 1) un punct; 2) un segment; 3) o semidreapta.

o
WEXERCITII T

57.° Dreapta EF intersecteazi dreptele AB si CD (fig. 66).
Indicati:
1) toate semidreptele, care s-au format cu originea in
punctul M;
2) toate perechile de semidrepte complementare cu ori-
ginea in punctul K.

Fig. 66 Fig. 67 Fig. 68

58. Scrieti toate semidreptele care sunt desenate in
figura 67. Indicati care din ele sunt semidrepte complemen-
tare cu originea in punctul O.
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59.” Se poate oare ca unghiul, reprezentat in figura 68, si
fie notat astfel:
1) ZABC; 3) LADC; 5) LACE; 7) £ZBDE;
2) LACD; 4) ZDCA; 6) ZBCD; 8) LECD?

60.” Scrieti toate unghiurile reprezentate in figura 69.

c\ D
B B E F
C A A
: %
E O 0

Fig. 69 Fig. 70 Fig. 71

A B

61.° In figura 70 ZAOB=/BOC=./COD=/DOE = Z/EOF.

1) Care din semidrepte este bisectoarea unghiului AOC;
unghiului DOF; unghiului BOF?

2) Pentru care unghiuri semidreapta OC este bisectoare?

62.° Semidreapta OC — bisectoarea unghiului AOB (fig. 71).

Pot oare coincide prin suprapunere: 1) unghiul AOC si BOC;
2) unghiul AOC si AOB?
63.° Semidreapta BD imparte unghiul ABC in doua
unghiuri. Aflati:

1) unghiul ABC, daca ZABD =54°, Z/CBD="172°

2) unghiul CBD, daca LABC=158°, ZABD =93°.
64.” Semidreapta OP trece intre laturile unghiului MOK.
Aflati unghiul MOP, daca ZMOK =172°, ZPOK = 85°.
65.° Mirimea unui unghi este egald cu: 1) 28° 2) 162°.
Care este marimea unghiului format de bisectoarea acestui
unghi si latura lui?
66.” Aflati unghiul, a cidrui bisectoare formeazia cu una
dintre laturile lui un unghi de: 1) 43°; 2) 65°.
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67.” Este oare corecta afirmatia:
1) orice unghi mai mic decat cel obtuz este ascutit;
2) unghiul mai mic decat cel desfasurat este obtuz;
3) unghiul mai mic decat cel obtuz de 2 ori este ascutit;
4) suma a doua unghiuri ascutite este mai mare decat
unghiul drept;
5) unghiul care este mai mic decat cel desfasurat de
2 ori este mai mare decat orice unghi ascutit;
6) unghiul mai mare decéat cel drept este obtuz?
68.° Unghiul CEF este de 152°, semidreapta EM trece
intre laturile lui, unghiul CEM este cu 18° mai mare decat
unghiul FEM. Aflati unghiurile CEM si FEM.
69.” Semidreapta AK apartine unghiului BAD. Aflati
unghiurile BAK si DAK, daca unghiul BAK este de 7 ori
mai mic decat unghiul DAK si Z/BAD=172°.
70.° In figura 72 unghiurile egale sunt notate cu paranteze.
Aflati unghiurile ABC, MKE si STK, daca ca unghi unitar
este luat: 1) unghiul ABC; 2) unghiul MKE.

S
M

Fig. 72

71.° Din varful unghiului drept BOM (fig. 73) sunt duse doua
semidrepte OA si OC astfel incat /BOC="14°, ZAOM =62°.
Aflati unghiul AOC.

72." Din varful unghiului desfasurat ACP (fig. 74) sunt
duse dous semidrepte CT si CF astfel, incat ZACF=158°,
Z/TCP=134°. Aflati unghiul TCF.

73.” Punctele A, B si C sunt situate pe o dreapta astfel,
incat AB=3,2 cm, AC=4,8 cm, BC=8 cm. Sunt oare semi-
dreptele AB si AC complementare?
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C\M
T
F
A C P

Fig. 73 Fig. 74

74.° In figura 75 unghiul ABC este drept, ZABE = /EBF =
= /FBC, semidreptele BD si BK — bisectoarele unghiurilor
ABE si FBC, corespunzator. Aflati unghiul DBK.

D B
E » A C

Fig. 75 Fig. 76

75." In figura 76 ZAOC= £/ COD = /DOF, semidreapta OB —
bisectoarea unghiului AOC, semidreapta OEF — bisectoarea
unghiului DOF, ZBOE =72°. Aflati unghiul AOF.

76.* In figura 77 ZAOB= /DOC. Exista oare alte unghiuri
egale In aceasta figura? Argumentati raspunsul.

F M
B C
N~ x
A 19) D ON
Fig. 77 Fig. 78

77." Unghiurile FOK si MOE sunt egale (fig. 78). Sunt oare
egale unghiurile FOM si KOE?
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78." Unghiul ABC — desfasurat, iar

semidreapta BK este bisectoarea D
unghiului CBD, ZABK =146° (fig. 79). K
Aflati unghiul CBD.

79. Unghiul ABC — desfasurat, iar
semidreapta BK este bisectoarea
unghiului CBD, ZCBD=54° (fig. 79). Fig. 79
Aflati unghiul ABK.

80.” Cu cate grade se roteste intr-un minut: 1) acul care
indica minutele; 2) acul care indica ora?

81." Aflati unghiul dintre acele ceasornicului cand acestea
indica: 1) ora 3; 2) ora 6; 3) ora 4; 4) ora 11; 5) ora 7.

82. Unghiul ABC este egal cu 30°, unghiul CBD — 80°.
Aflati unghiul ABD. Cate solutii are problema?

83.” Aflati unghiul MOK, daci ZMON =120°, /KON =43°.
Cate solutii are problema?

84." Semidreapta dusa din varful unghiului drept il imparte
in doud unghiuri. Demonstrati ca unghiul dintre bisectoa-
rele unghiurilor formate este egal cu 45°.

85." Avand sablonul unghiului de 70°, cum putem construi
un unghi de 40°?

86." Avand sablonul unghiului de 40°, cum putem construi
un unghi de: 1) 80°; 2) 160°; 3) 20°?

87. Avand sablonul unghiului de 13°, cum putem construi
un unghi de 2°?

88.* Cum vom construi unghiul de 1°, folosind sablonul
unghiului egal cu: 1) 19°; 2) 7°?

89.% Duceti sase drepte care se intersecteazi intr-un punct.
Este oare corect, ca intre unghiurile formate este un unghi
mai mic de 31°?
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90. Vantul sudic a schimbat directia spre: 1) vest; 2) sud-
est. Aflati unghiul de schimbare a directiei vantului.

91. Batea un vant nordic. Apoi, directia s-a schimbat cu un
unghi de: 1) 90°%; 2) 45°. Ce directie va avea vantul dupa
aceasta?

‘i!% OBSERVATI, DESENATI, o e e
0 CONSTRUITI, INVENTATI
92. Fara a ridica creionul de pe hartie, duceti ’ ’ ’
prin cele noua puncte (fig. 80) patru segmente . R
(nu este necesar de se intors la punctul de .

Fig. 80

plecare).

4. Unghiuri adiacente si opuse la varf
Definitie. Doua unghiuri se numesc adiacente,
daca ele au o latura comuna, iar altele doua sunt

sengidrepte complementare.
In figura 81 unghiurile MOE si EON sunt adiacente.

C
E
/>/( 4
M (0 N (0] B
Fig. 81 Fig. 82

Teorema 4.1. Suma unghiurilor adiacente este
egala cu 180-°.

Demonstratie. © Fie, ca unghiurile AOC si COB
sunt adiacente (fig. 82). Trebuie de demonstrat, ca
ZAOC+ £COB=180°.

Deoarece unghiurile AOC si COB sunt adiacente,
atunci semidreptele OA si OB sunt complementare.
Atunci unghiul AOB este desfasurat. Deci, ZAOB=180°.
Semidreapta OC apartine unghiului AOB. Conform pro-
prietatii fundamentale a marimii unghiurilor avem:
ZAOC+ 2ZCOB=/ZA0B=180°. ®
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Definitie. Doua unghiuri se numesc opuse la
varf, daca laturile unui unghi sunt semidrepte com-
plementare ale celuilalt unghi.

In figura 83 unghiurile AOB si COD sunt opuse la varf.

Evident, ca la intersectia a doud drepte se formeaza
doua perechi de unghiuri opuse la varf, diferite de cel des-
fasurat. In figura 83 unghiurile AOC si BOD de asemenea
sunt opuse la varf.

Teorema 4.2. Unghiurile opuse la varf sunt egale.

Demonstratie. © Daca unghiurile opuse la varf sunt
unghiuri desfasurate, atunci ele sunt egale.

In figura 84, unghiurile 1 si 2 sunt opuse la varf si dife-
rite de cel desfasurat. Trebuie de demonstrat, ca £1= /2.

Fiecare din unghiurile 1 si 2 este adiacent cu ung-
hiul 3. Atunci £1+2£3=180° si £2+ /£3=180° De aici
Z£1=180° - £3 si £2=180° - Z3. Obtinem ca masurile in
grade a unghiurilor 1 si 2 sunt egale, deci si unghiurile
sunt egale. ®

Problemi. In figura 85 ZABE=/DCP. Demonstrati
ca ZFBC+ ZBCP=180°.

Rezolvare. ZDCP+ ZBCP=180° deoarece unghiurile
DCP si BCP sunt adiacente. Unghiurile DCP si ABE sunt
egale conform conditiei. Unghiurile ABE si FBC sunt egale
fiind opuse la varf.

Deci, Z/DCP= /FBC. Atunci, Z/FBC+ #BCP=180°4

A c X
B0 A N

Fig. 83 Fig. 84 Fig. 85

'l) 1. Care doua unghiuri se numesc adiacente? 2. Cu ce este egala
suma unghiurilor adiacente? 3. Care doua unghiuri se numesc
opuse la varf? 4. Formulati teorema despre proprietatea
unghiurilor opuse la varf.
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93.° Desenati trei unghiuri: ascutit, drept si obtuz. Pentru
fiecare din ele construiti unghiul adiacent.

o) . - . . . . A ~
94." Desenati doua unghiuri adiacente inegale astfel, incat
latura lor comuna sa fie verticala.

EXERCITII BT

4

95.° Indicati perechile unghiurilor adiacente (fig. 86).

A M % P N C
B D
B K M A B E
C
3 E
D C 0 F
b c d

Fig. 86

96.° Sunt oare unghiurile ABC si DBE opuse la varf

(fig. 87)?
4 ¢ A B D
/.B/ /\
D E ¢ B
b

Fig. 87

o . .. . Q
97. Cate perechi de unghiuri adiacente ><
. .. D B
sunt reprezentate in figura 88? Numiti-le.

Indicati perechile de unghiuri opuse la varf. Fig. 88
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98.° Se poate oare ca doud unghiuri adiacente sa fie egale cu:
1) 24° si 156°; 2) 63° si 107°? Argumentati raspunsul.
99.° Aflati unghiul adiacent cu unghiul de: 1) 29°; 2) 84°;
3) 98°; 4) 135°.
100.” Poate oare o pereche de unghiuri adiacente sa fie for-
mata din:
1) doua unghiuri ascutite;
2) doua unghiuri obtuze;
3) un unghi drept si un unghi obtuz;
4) un unghi drept si un unghi ascutit?
101.° Unul din unghiurile adiacente este unghi drept. Cum
este al doilea unghi?
102.° Aflati unghiul adiacent cu
unghiul ABC, daca: 1) ZABC=36;
2) ZABC=102°.
103.° Aflati unghiurile 2, 38 si 4
(fig. 89), daca £1=42°. Fig. 89
104.° Aflati unghiurile adiacente, daci:
1) unul din ele este cu 70° mai mare decat celdlalt;
2) unul din ele este de 8 ori mai mic decat celalalt;
3) masurile lor in grade se raporta ca 3:2.
105.” Aflati unghiurile adiacente, daca:
1) unul din ele este de 17 ori mai mare decat celalalt;
2) masurile lor in grade se raporta ca 19:26.
106.” Este oare corecti afirmatia:
1) pentru fiecare unghi se poate construi doar un unghi
opus la varf;
2) pentru fiecare unghi se poate construi doar un unghi
adiacent;
3) daca unghiurile sunt egale, atunci ele sunt opuse la varf;
4) daca unghiurile nu sunt egale, atunci ele nu sunt opuse
la varf;
5) daca unghiurile nu sunt opuse la varf, atunci ele nu
sunt egale;
6) daca doua unghiuri sunt adiacente, atunci unul din ele
este ascutit, iar celdlalt — obtuz;
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7) daca doua unghiuri sunt adiacente, atunci unul din ele
este mal mare decat celalalt;

8) daci suma a doud unghiuri este egala cu 180°, atunci
ele sunt adiacente;

9) daca suma a doué unghiuri nu este egald cu 180°, atunci
ele nu sunt adiacente;

10) daca unghiurile adiacente sunt egale, atunci ele sunt
drepte;

11) daca unghiurile egale au o varf comun, atunci ele sunt
opuse la varf;

12) daca doua unghiuri au o laturd comuna, atunci ele
sunt adiacente?

O—r 107." Demonstrati ca atunci cind doud unghiuri sunt
egale, unghiurile adiacente acestora sunt de asemenea egale.
108." Suma a doua unghiuri, formate la intersectia a doua
drepte, este egald cu 140°. Demonstrati ci aceste unghiuri
sunt opuse la varf.
109.° Aflati unghiurile formate la intersectia a doua drepte,
daca:

1) suma a doud din ele este egala cu 106°;

2) suma a trei din ele este egalad cu 305°.
110." Aflati unghiurile care se formeaza la intersectia a doua
drepte, daca diferenta a doua din ele este egald cu 64°.

111.° Trei drepte se intersecteaza intr-un singur punct
(fig. 90). Aflati suma £1+ 22+ /3.

Fig. 90 Fig. 91

112." Dreptele AB, CD si MK se intersecteaza in punctul O
(fig. 91), LAOC="170°, ZMOB = 15°. Aflati unghiurile DOK,
AOM si AOD.
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O— 113.° Aflati unghiul dintre bisectoarele unghiurilor
adiacente.

O—m 114.° Aflati unghiul dintre bisectoarele unghiurilor
opuse la varf.

115." Unghiurile ABF si FBC sunt adiacente, /ABF=80°,
semidreapta BD apartine unghiului ABF, ZABD=30°.
Aflati unghiul dintre bisectoarele unghiurilor DBF si FBC.

116." Unghiurile AOB si BOC — adiacente, semidreapta
OD — bisectoarea unghiului AOB, unghiul BOD este cu 18°
mai mic decat unghiul BOC. Aflati unghiurile AOB si BOC.

117." Aflati unghiurile adiacente MKE si PKE, daca unghiul
FKE este cu 24° mai mare decat unghiul PKE, unde semi-
dreapta KF — bisectoarea unghiului MKE.

118.° In figura 92 ZMAB+ ZACB=180°. Demonstrati ca
/MAB= Z/KCB.

: YA
/[

M A C K D /E F
Fig. 92 Fig. 93

119.° In figura 93 ZMBC=/BEF. Demonstrati ci
/ABE + /BED =180°.

120.* Doua unghiuri au o latura comuna, iar suma lor este
egala cu 180°. Se poate oare afirma ca aceste unghiuri sunt
adiacente?

c\#Zy OBSERVATI, DESENATI,
fo CONSTRUITI, INVENTATI
121. Taiati figura desenata in figura 94 in
sase parti cu doua drepte. Fig. 94
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5. Drepte perpendiculare

In figura 95 sunt notate patru unghiuri, formate la
intersectia dreptelor a si b. Este usor de aratat (incercati
singuri), ca daca unul dintre unghiuri este drept (de exem-
plu, unghiul 1), atunci si unghiurile 2, 3 si 4 sunt de ase-
menea drepte.

Definitie. Doua drepte se numesc perpendicu-
lare, daca la intersectie ele formeaza unghi drept.

In figura 95 dreptele a si b sunt perpendiculare. Se scrie:
albsaubla.

T
Fig. 95

In figura 96 dreptele AD si BC nu sunt perpendiculare.
La intersectia lor s-a format o pereche de unghiuri ascu-
tite egale si o pereche de unghiuri obtuze egale. Marimea
unghiului ascutit format se numeste unghiul dintre drep-
tele AD si BC.

A C

B D
(0]

Fig. 96
Daca dreptele sunt perpendiculare, se considera ca
unghiul dintre ele este egal cu 90°.
Din cele spuse rezulta ca unghiul dintre doua drepte nu
depiaseste 90°.
Definitie: Doua segmente se numesc perpendi-
culare, daca ele se afla pe drepte perpendiculare.
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In figura 97 segmentele AB si CD sunt perpendiculare.
Se scrie: AB L CD.

w0
w)

| C D C
Fig. 97

Tot asa se poate de cercetat perpendicularitatea a doua
semidrepte, semidreaptei si segmentului, dreaptei si semi-
dreaptei, segmentului si dreaptei. De exemplu, in figura 98
este reprezentat segmentul CD perpendicular la semi-
dreapta AB.

In figura 99 este reprezentatd dreapta a si segmentul
AB, perpendicular la ea, extremitatea B a caruia apartine
dreaptei a. In acest caz se spune, cid din punctul A pe
dreapta a este coborata perpendiculara AB. Punctul B
se numeste piciorul perpendicularei AB.

Lungimea perpendicularei AB se numeste distanta de
la punctul A pana la dreapta a. Daca punctul A apartine
dreptei a se considera, ca distanta de la punctul A pana la
dreapta a este egala cu zero.

A A

C
B

B B X

Fig. 98 Fig. 99 Fig. 100
Coboram din punctul A pe dreapta a perpendiculara AB
(fig. 100). Fie X — un punct oarecare al dreptei a, diferit

de punctul B. Segmentul AX se umeste oblica, dusa din
punctul A la dreapta a.
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Teorema 5.1. Prin fiecare punct al dreptei se
poate duce o dreapta perpendiculara la cea data si
numai una singurd.

Demonstratie ® Notam pe dreapta AB un punct arbi-
trar M. Mai intai aratam ca prin punctul M se poate duce
o dreapta perpendiculara la dreapta AB.

De la semidreapta MB (fig. 101) con- C D
strium unghiul drept CMB (aceasta se
poate realiza folosind proprietatea fun-

damentald de depunere a unghiurilor). 73 /l M B
Atunci, dreapta CM este perpendiculara
la dreapta AB. Fig. 101

Presupunem ca prin punctul M trece
inca o dreapta, diferita de dreapta CM
si este perpendiculara la dreapta AB. Fie, ca punctul D al
acestei drepte se afla in acelasi semiplan fata de dreapta AB
ca si punctul C (fig. 101). Atunci avem ca de la semidreapta
MB in acelasi semiplan au fost depuse doua unghiuri CMB
si DMB, care sunt drepte, ceea ce contrazice proprietatii
fundamentale de depunere a unghiurilor. ®

") 1. Care douad drepte se numesc perpendiculare? 2. Ce simbol se
foloseste pentru a nota dreptele perpendiculare? 3. Ce se numeste
unghi dintre doua drepte care se intersecteaza? 4. Care doud
segmente se numesc perpendiculare? 5. Ce se numeste distanta
de la punct pana la dreapta? 6. Cate drepte perpendiculare pot fi
duse prin fiecare punct al unei drepte date la ea?

\E.; L INSARCINARI PRACTICE I

/V

122.° Copiati figura 102 in caiet. Folosind un echer, duceti
prin punctul M o dreapta perpendiculara la dreapta a.
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M a ° M e
M a
a a e
a b c

Fig. 102 Fig. 103

123.° Copiati figura 103 in caiet. Folosind echerul, duceti
o perpendiculara din punctul M la dreapta a. Duceti din
punctul M doua oblice la dreapta a.

124.° Duceti dreapta c si notati pe ea punctul K. Folosind
echerul, duceti o dreaptéd prin punctul K, perpendiculara la
dreapta c.

125.” Duceti dreapta d si notati un punct M care nu apar-
tine dreptei. Cu ajutorul echerului, duceti prin punctul M o
dreapta perpendiculara la dreapta d. Duceti din punctul M
doua oblice la dreapta d.

126.” Desenati unghiul ABK care este egal cu: 1) 73°%;
2) 146°. Notati pe semidreapta BK punctul C si duceti prin
el drepte perpendiculare la dreptele AB si BK.

127.° Desenati doua segmente perpendiculare astfel ca:
1) sa se intersecteze, dar sa nu aiba extremitate comuna;
2) sa nu aiba puncte comune; 3) sa aiba o extremitate
comuna.

128.° Desenati doud semidrepte perpendiculare astfel ca:
1) sa se intersecteze; 2) sa nu aiba puncte comune.

WEXERCITII -

129.° In figura 104 dreptele AC si DK sunt perpendiculare.
Sunt oare perpendiculare:
1) segmentele AB si BK; 3) semidreptele BC si BK;
2) segmentele BC si DF;  4) segmentul AB si semi-
dreapta FD?
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130.° Poate oare unghiul dintre dous
drepte sa fie egal cu: 1) 1° 2) 80°;
3) 90% 4) 92°; 5) 101°?

131.° Nazar a construit doud drepte care
se intersecteaza. Cu ajutorul transporto-
rului, a determinat ca unul dintre unghiu- Fig. 104
rile formate la intersectia dreptelor este

egal cu 110° si a afirmat cd unghiul dintre aceste drepte
este egal cu 110°. Are oare dreptate Nazar? Argumentati
raspunsul.

132.° Dreptele EF si MK se intersecteazd in punctul A,
EAK=142° (fig. 105). Aflati unghiul dintre dreptele EF
si MK.

T A B
K
E M
A

M r M,

*B
a b
Fig. 105 Fig. 106

133.° Considerand ci lungimea laturii unui patritel este
egala cu 0,5 cm, aflati distanta de la punctul M pana la
dreapta AB (fig. 106).
134.° Considerand ci lungimea laturii unui patratel este
egala cu 0,5 cm, aflati distanta de la punctul O pana la
dreapta CD (fig. 107).

Fig. 107
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135.° Demonstrati ca daca bisectoarele unghiurilor AOB si
BOC sunt perpendiculare, atunci punctele A, O si C sunt
situate pe o dreapta.

136.© In figura 108 AB.1CD, /COK=42°, /MOC+
+ ZBOK = 130°. Aflati: 1) unghiul MOK; 2) unghiul MOD.

D
F
K
Cc K 0]
M D
A (0] B
F A B Cc
D K
Fig. 108 Fig. 109 Fig. 110

137.° In figura 109 AC_L DK, OB L BF, /DBO =54°. Aflati
unghiul ABF.

138.° Unghiul ABC este egal cu 160° semidreptele BK si
BM trec intre laturile acestui unghi si sunt perpendiculare
la ele. Aflati unghiul MBK.

139." In figura 110 BF LAC, BD 1 BK. Demonstrati ci
ZABD = /FBK.

140.© In figura 110 ZABD=/FBK, /DBF=/KBC.
Demonstrati cd BF L AC.

141. Din varful unghiului ABC, care este egal cu 70°,
sunt duse semidreptele BD si BF astfel, incat BD | BA,
BF 1 BC, semidreptele BD si BC apartin unghiului ABF.
Aflati unghiurile DBF si ABF.

142.” Din varful unghiului ABC, care este egal cu 130°, sunt
duse semidreptele BD si BF astfel, incat BD | AB, BF | BC,
semidreapta BF apartine unghiului ABC, iar semidreapta
BA apartine unghiului DBF. Aflati unghiul DBF.

143.% Folosind echerul si sablonul unghiului egal cu 17°,
construiti un unghi care este egal cu: 1) 5% 2) 12°.
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144.% Folosind echerul si sablonul unghiului egal cu 20°,
construiti un unghi care este egal cu 10°.

% INVATAM SA APLICAM GEOMETRIA I

145. Folosind ambele parti ale echerului, Maria a dus prin
punctul A doua perpendiculare la dreapta a (fig. 111). Ce se
poate spune despre acest echer?

Fig. 112

&Yy OBSERVATI, DESENATI,

® CONSTRUITI, INVENTATI
146. In figura 112 dreapta intersecteaza toate laturile octa-
gonului. Poate oare o dreapta sa intersecteze toate laturile

unui poligon cu treisprezece laturi fara sa treaca nici prin-
tr-un varf al lui?

6. Axiome

In punctele precedente, au fost demonstrate patru
teoreme. De fiecare datd, demonstrand o noua propri-
etate a figurii, noi ne bazam pe fapte geometrice deja
cunoscute. De exemplu, in timpul demonstratiei teoremei
despre unghiurile opuse la varf s-a folosit proprietatea
unghiurilor adiacente. Folosindu-ne de acest principiu, noi
vom demonstra incid multe teoreme noi. Insa chiar acum,
la etapa incepatoare de studiere a geometriei, apare o
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intrebare fireasca: daca proprietatile figurilor geometrice
sunt studiate conform principiului ,de la cunoscut la ne-
cunoscut”, atunci trebuie sd existe fapte apriori, si atunci
pe ce se bazeaza argumentarea adevarului lor? Deoarece
pana la ele nu au fost alte afirmatii adevarate. Aceasta
problema poate fi rezolvata intr-un singur mod: acceptand
primele proprietati fara demonstrare. Asa procedeaza
matematicienii. Aceste proprietdti se numesc axiome.

Ca axiomele sunt alese afirmatii simple, evidente si nu
trezesc indoieli. Nu in zadar termenul ,axioma”, ce provine
de la cuvantul grecesc ,axios”, inseamnd ,recunoastere
demna”.

Unele axiome au fost formulate in punctele precedente.
Ele se numeau proprietati fundamentale.

O parte din axiome nu le-am evidentiat intr-o forma spe-
ciald, dar pur si simplu le-am formulat ca afirmatii clare si
evidente. De exemplu, in punctele 2 si 3 au fost formulate
urmatoarele axiome:

pentru orice doua puncte exista un singur segment,
pentru care aceste puncte sunt extremitati;

fiecare segment are o anumita lungime;

fiecare unghi are o anumita marime.

Noi ne-am bazat si pe alte afirmatii adevarate, accep-
tate fara demonstrare, adicd, dupa continut pe axiome, dar
formulate in forma neevidentia. De exemplu, in punctul
1, descriind figura 13, noi am folosit de fapt urmatoarea
axioma:

care nu ar fi dreapta exista puncte ce apartin aces-
tei drepte si puncte ce nu-i apartin.

Axiomele sunt folosite nu numai in matematica. Adesea,
in viata cotidiana, orice afirmatie adevdrata care nu
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necesita argumentare este numita axioma. De exemplu, se
spune: ,Dupa martie va urma aprilie. Aceasta este axioma”.

Axiomele apar nu numai din practica sau observatii.

Pentru orice cetatean al Ucrainei, Constitutia reprezinta
un sir de axiome. De aceea axioma poate fi considerata ca
o lege sau o reguli. Insi legile (regulile de joacd) sunt pri-
mite, adica ele apar in rezultatul unor intelegeri ale oame-
nilor intre ei. Deci, axiomele geometriei se pot considera,
de asemenea, ca reguli stabilite, pe baza carora geometrici-
enii ca si zidarii, ridica edificiul stiintei (fig. 113).

Fig. 113

Atunci poate aparea intrebarea: ,Oare geometria poate
fi acceptatd ca o joacd, de exemplu asa, ca sahul?” Intr-o
oarecare misurd — da. Insa totodatid trebuie de inteles
faptul, ca regulile sahului, si deci insasi jocul, a aparut
datorita fanteziei oamenilor. Odata cu aceasta, regulile
geometriei (axiomele) au aparut din practica si observatii.
De aceea, spre deosebire de sah, geometria este aplicata
foarte larg.
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Daca o sa alegeti profesia legata de matematica, atunci
veti putea face cunostintd cu alte geometrii, care se deose-
besc de cea pe care o studiati in scoald prin aceea, ca ele
sunt construite pe alte axiome.

% DIN ISTORIA GEOMETRIE| IN—

Cand si unde au aparut primele informatii geometrice?
Specialistii nu raspund univoc la aceastd intrebare. Unii
considera ca primii inaintasi au fost lucratorii agricoli din
Egipt si Babilon care au trdit prin anii 4000 i.e.n.; altii pre-
supun ca geometria s-a nascut in Egiptul Antic cu 5000 de
ani in urma.

Poate parea ciudat, dar intrebarea cand a aparut stiinta
»Geometria” nu provoaca conflicte. Istoricii s-au conformat
cu gandul: in secolul VI i.e.n. Aceasta unanimitate, este de
mirare, deoarece chiar si inainte de acele timpuri, popoa-
rele lumii antice au acumulat un volum destul de mare de
cunostinte geometrice. De exemplu, este clar ca fara expe-
rienta geometrica egiptenii nu ar fi putut oferi lumii una
dintre ,cele sapte minuni ale lumii” — piramidele. Si totusi,
de ce un mare numar de fapte geometrice acumulate nu
este echivalent cu existenta stiintei geometrice?

Geometria a devenit stiintd doar atunci, cind adevdrul
faptelor et a inceput sd se stabileascd prin calea demonstratiei.

Papirus Piramidele
antic Egiptene
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Aparitia ,geometriei demonstrative” este legatad cu
numele primului dintre ,cei sapte intelepti” — Thales
din Milet! (aproximativ 625-547 i.e.n) —
filozof, savant, negustor si om de stat.

Cu mult inainte de Thales, se stia ca
unghiurile opuse la varf sunt egale, ca
diametrul imparte cercul in doua parti
egale. Nimeni nu se indoia in adevarul
acestor fapte. Dar Thales le-a demonstrat,
si prin asta a devenit celebru.

In secolele VI-III i.e.n., datoritd savan-
tilor din Grecia Antica, asa ca Pitagora,
Eudoxus, Archytas, Theaetetus, Euclid si Arhimede, geo-
metria s-a transformat dintr-o stiintd aplicatd intr-o teorie
matematica.

Cartea din care se studia geometria peste 2000 de ani,
fara exagerare, poate fi numita excelentd. Ea are denu-
mirea ,Elementele”, autorul ei este Euclid (aproximativ
365-300 i.e.n.). Din pacate, date despre Euclid aproape
nimic nu s-au pastrat. In asa cazuri
personalitatea este insotitda de diferite
legende, una din care este deosebit de
educativa. Regele Ptolemeu I l-a intrebat
pe Euclid daca exista o cale mai simpla
de a insusi geometria decat cea prezen-
tata in ,Elementele”. Euclid i-a raspuns:
,in geometrie nu exista cai imparatesti”.

Dar care cale in geometrie a ales
Euclid in ,Elementele” sale? Cea axio-
maticd. Fundamentul stiintei lui este
enumerarea celor mai simple fapte. Ele
sunt numite postulate (din latina postu-
latum, — ,cerintad”) si axiome.

Thales
din Milet

Euclid

! Milet — un port in Asia Mica, situat pe coasta Marii Egee.
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Apoi, bazandu-se pe ele, pe calea rationamentelor logice,
se demonstreaza toate celelalte proprietati — teoreme.

Euclid a anuntat cinci postulate. Prezentam primele
patru:

I postulat. Este necesar, ca de la fiecare punct pana
la orice alt punct, sa se poata duce o linie
dreapta;

II postulat. i ci fiecare dreapta s se poatd prelungi
fara margini;

III postulat. Si ca din orice centru si se poatd descrie
o circumferinta de orice raza;

IV postulat. Sj ca toate unghiurile drepte si fie egale.

Despre al cincelea postulat vom vorbi dupa p. 14.

Pe parcursul a multor secole, dupa popularitate, cu
,,Elementele” lui Euclid s-ar putea egala doar ,,Biblia”. Astfel,
inca pe la sfarsitul sec. al XIX in multe tari europene geo-
metria se preda dupa o editie simplificata a ,,Elementelor” .

Si acum geometria, care se studiaza in scoald, in multe
cazuri urmeaza ideile lui Euclid.

ELEMENTS

OF

Geometry.

ATA:

reface

»Elementele” lui Euclid
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Puteti afla mai multe despre istoria dezvoltarii geome-
triei, participand la proiectele ,Euclid si marea sa carte
»HElementele” si ,Aparitia geometriei ca stiinta si etapele ei
de dezvoltare” (vezi p. 256).

Scoala de matematica din Alexandria, fondata de Euclid,
a unit timp de 700 de ani oameni de stiintd care lucrau
in domeniile de matematica, fizica, astronomie, mecanica
si inginerie. Printre savantii de renume mondial activita-
tea carora este legatd de aceastd scoald sunt: Arhimede
(aprox. 287-212 i.e.n.), Eratostene (aprox. 276-194 i.e.n.),
Apollonius din Perga (aprox. 260-170 i.e.n.), Conon din
Samos (aprox. 280-220 1i.e.n.), Nicomedes (secolul al
ITI-lea i.e.n.), Ctisibius din Alexandria, fondatorul traditii-
lor ingineresti din Alexandria (secolele II-I i.e.n.) si Heron
din Alexandria (aprox. secolul I), Pappus din Alexandria
(sfarsitul secolului al III-lea) si Diofant din Alexandria
(aprox. secolul III). Centrele de invataturad importante au
fost Muzeul Alexandriei (din limba greacda ,museion” —
»Templul Muzelor”) si Biblioteca Alexandriei.

Una dintre ultimele personalitati ilustre ale acestei
epoci a fost Hypatia din Alexandria, prima femeie-mate-
matician cunoscutd, care a trait la sfarsitul secolului al
IV-lea si inceputul secolului al V-lea. Ea era fiica renumi-
tului astronom, matematician, mecanic si ultimul director
al Bibliotecii Alexandriei — Theon din
Alexandria, care i-a dat fiicei o educa-
tie profunda si diversificatd. De la var-
sta de 20 de ani, Hypatia a inceput
sa-si ajute pe tatal sau, predand astro-
nomia, matematica si filosofia la Muze-
ion, s-a alaturat la lucrarile stiintifice
ale lui si a fost considerata de contem-
porani mai capabila decat tatal sau.

Dupa moartea tatalui, Hypatia a pre-

Hypatia.

.. Pictura de Jules
luat conducerea scolii, care a fost rede-  pjayrice Gaspard

numita ,Scoala lui Theon si Hypatia”. 1908
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Hypatia a tinut lectii nu doar in Muzeion, dar si in
fata multimii, care se aduna ca sa invete la portile casei
sale. De asemenea, a participat activ in viata politica a
orasului.

Istoricii stiintei considera ca Hypatia a fost coautor tata-
lui a urmatoarelor lucrari stiintifice ,,Canonul Astronomic”,
comentarii la ,Elementele” si la ,Optica” lui Euclid, la
»Aritmetica” lui Diofant, la invataturile lui Ptolemeu des-
pre trigonometria coardei. Hypatia se ocupa cu calcularea
tabelelor astronomice, a participat la crearea dispozitivelor
de inginerie: astrolabul, areometrul (un instrument pentru
masurarea densitatii lichidelor). Din pacate, toate lucrarile
Hypatiei au disparut in epoca Evului Mediu, impreuna cu
lucrarile multor altor savanti antici.

In apogeul puterilor sale creatoare, femeia-savant a fost
ucisd de o multime de fanatici crestini. Nu se stie exact ce a
cauzat acest lucru — motive religioase, implicarea Hypatiei
in politicd sau atitudinea poporului fata de savanta ce era
considerata ,vrajitoare”, dar ea a
devenit una dintre primele victime
istorice ale crestinismului.

Interesul la  personalitatea
Hypatiei a fost reinnoit in Epoca
Luminilor, cand a inceput sa fie
consideratd o jertfd in numele sti-
intei. Despre prima femeie-savant
s-au scris poeme, romane, filme
(inclusiv nuvela scriitorului ucrai-
nean Oles Berdnyk ,Prometeu”).
In cinstea ei a fost numit un crater

Scoala din Atena. ) o y
Fragment din fresca pe Lund, un asteroid si o planeta

lui Rafael Santi in constelatia Dragonului.



@@ Tns&rcinarea Ne 1, controleazi-te” in forma de test 59

iNSARCINAREA Ne 1, CONTROLEAZA-TE” iIN FORMA DE TEST

1. Cate drepte sunt determinate de trei puncte care nu se afla
pe o dreapta?

A) 2; B) 4; 0) 3; D) 1.
2. Cate segmente, care contin doud puncte date, se pot construi?
A) 1; B) 2; 0) 3; D) o multime.

3. Punctul M este punct interior al segmentului P@. Care din
afirmatiile date este corecta?

A) PM+MQ=PQ; C) MQ=PQ +PM;

B) PQ=PM - MQ; D) PM=PQ + MQ.
4. Punctele A, B si C se afla pe o dreapta, si totodata BC =
=8 cm, AB - BC=8 cm. Care din afirmatiile date este corecta?

A) Punctul A este mijlocul segmentului BC;

B) Punctul B este mijlocul segmentului AC;

C) Punctul C este mijlocul segmentului AB;

D) Punctele A si B coincid.

5. Lungimea segmentului AB este egala cu 12 cm. Cate puncte
existd pe dreapta AB pentru care suma distantelor de la fiecare
dintre aceste puncte pana la extremitatile segmentului AB sa fie
egala cu 14 cm?

A) O multime; B) 1; C) 2; D) niciunul.
6. Lungimea segmentului AB este egald cu 12 cm. Cate puncte
exista pe dreapta AB pentru care suma distantelor de la fiecare
dintre aceste puncte pana la extremitatile segmentului AB sa fie
egala cu 12 cm?

A) Niciunul; B) 2; C) o multime; D) 1.
7. Doua semidrepte sunt complementare, daca:

A) au origine comun4;

B) reuniunea lor este o dreapta si ele au origine comuna;

C) ele apartin unei drepte;

D) reuniunea lor este o dreapta.

8. Care notare a unghiului, reprezentat in figura, M

este necorecta? i
A) Z0; C) ZMON; 0

B) ZOMN; D) ZNOM.
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9. Care din afirmatiile date este gresita?
A) Unghiurile adiacente au un varf comun;
B) Unghiurile adiacente au o latura comung;
C) Intotdeauna unul dintre unghiurile adiacente este ascutit,
iar celalalt obtuz;
D) Dacd unghiurile AOC si COB sunt adiacente, atunci
semidreptele OA si OB sunt complementare.
10. Care din afirmatiile date este gresita?
A) Unghiurile opuse la varf sunt egale;
B) Dacéa unghiurile sunt egale, atunci ele sunt opuse la véarf;
C) Unghiurile opuse la varf au un varf comun;
D) Laturile unghiurilor opuse la varf formeaza doua perechi
de semidrepte complementare.
11. Care din afirmatiile date este corecta?
A) Segmentele perpendiculare au intotdeauna un punct
comun;
B) Semidreptele perpendiculare au intotdeauna un punct
comun;
C) Dreptele perpendiculare au intotdeauna un punct comun;
D) Semidreapta si segmentul perpendiculare au intotdeauna
un punct comun.

PRINCIPALUL IN PARAGRAFUL 1
Proprietatea fundamentala a dreptei
Prin orice doua puncte se poate duce o dreapta si numai
una singura.
Dreptele ce se intersecteaza

Doua drepte, care au un punct comun, se numesc acele
care se intersecteaza.

Teorema despre doua drepte ce se intersecteaza

Orice doua drepte, care se intersecteaza, au numai un
punct comun.

Segmente egale

Doua segmente se numesc egale, daca ele coincid prin
suprapunere.
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Segmentele egale au lungimi egale si invers, daca lungi-
mile segmentelor sunt egale, atunci si insasi segmentele
sunt egale.

Proprietatea fundamental a lungimii segmentului
Daca punctul C este punct interior al segmentului AB,
atunci segmentul AB este egal cu suma segmentelor AC
si CB, adica AB=AC+ CB.

Distanta dintre puncte

Distanta dintre punctele A si B se numeste lungimea
segmentului AB.

Semidrepte complementare

Doua semidrepte, care au origine comuna si se afla pe
o dreapta, se numesc complementare.

Unghi desfasurat

Unghiul, laturile caruia sunt semidrepte complemen-
tare, se numeste unghi desfasurat.

Unghiuri egale
Doua unghiuri se numesc egale, daca ele coincid prin
suprapunere.
Unghiurile egale au marimi egale si invers, dacd mari-
mile unghiurilor sunt egale, atunci si unghiurile sunt
egale.

Proprietatea fundamentala de depunere a unghiurilor
Pentru unghiul dat ABC si semidreapta data B C, exista
un singur unghi A B C| care este egal cu unghiul ABC,
astfel incat punctul A sa fie situat in semiplanul dat
fata de dreapta B C..

Bisectoarea unghiului

Bisectoarea unghiului se numeste semidreapta cu ori-
ginea in varful unghiului, care imparte acest unghi in
doua unghiuri egale.
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Unghi ascutit, drept, obtuz
Unghiul, masura in grade a caruia este mai mica de 90°
se numeste ascutit.
Unghiul, masura in grade a caruia este egala cu 90° se
numeste drept.
Unghiul, masura in grade a caruia este mai mare de 90°,
dar mai mica de 180° se numeste obtuz.

Proprietatea fundamentala a marimii unghiului

Daca semidreapta OC imparte unghiul AOB in doua
unghiuri AOC si COB, atunci ZAOB=/ZA0C+ £ZCOB.

Unghiuri adiacente

Douéa unghiuri se numesc adiacente, daca una din latu-
rile lor este comund, iar altele doua sunt semidrepte
complementare.

Proprietatea unghiurilor adiacente
Suma unghiurilor adiacente este egala cu 180°.

Unghiuri opuse la varf

Doua unghiuri se numesc opuse la varf, daca laturile
unuia sunt semidrepte complementare ale laturilor
celuilalt.

Proprietatea unghiurilor opuse la varf
Unghiurile opuse la varf sunt egale.

Drepte perpendiculare

Doua drepte se numesc perpendiculare, daca la intersec-
tia lor se formeaza unghi drept.

Teorema despre existenta si unicitatea dreptei per-
pendiculare la cea data
Prin fiecare punct al dreptei se poate duce o dreapta
perpendiculara la cea data si numai una singura.



TRIUNGHIURI §2&

Cum sa aflam dacd doua triunghiuri sunt egale fara sa le
suprapunem? Ce proprietdti au triunghiurile isoscele si
echilaterale? Ce ,Constructie” are teorema? Raspunsurile la
aceste si multe alte Intrebari le veti gasi in acest paragraf.

7. Triunghiuri egale.
Inaltimea, mediana, bisectoarea triunghiului

Cercetam trei puncte A, B, C, care nu sunt situate pe o
dreapta. Le unim cu segmentele AB, BC, CA. Figura formata
margineste o parte a planului, evidentiatd in figura 114 cu
culoare verde. Aceasta parte a planului, impreuna cu
segmentele AB, BC si CA, se numeste triunghi. Punctele A,
B, C se numesc varfurile triunghiului, iar segmentele AB,
BC, CA — laturile triunghiului.

Triunghiul se numeste si se noteazd conform varfuri-
lor lui. Triunghiul din figura 114 este notat astfel: AABC
(se citeste: ,triunghiul ABC”), sau ABCA (se citeste: ,triun-
ghiul BCA”), sau AACB s.a.m.d.

B

c
A c 7 <
Fig. 114 Fig. 115

Unghiurile BAC, ABC, BCA (fig. 115) se numesc unghiu-
rile triunghiului ABC.

In triunghiul ABC (fig. 115), de exemplu, unghiul B
se numeste unghiul opus laturii AC, iar unghiurile A
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si C — unghiuri aldaturate laturii AC, latura AC — latura
opusd unghiului B, laturile AB si AC — laturi aldturate
unghiului A.

Definitie. Perimetrul triunghiului se numeste
suma lungimilor tuturor laturilor lui.

Perimetrul se noteaza cu litera P. De exemplu, pentru
perimetrul triunghiului MNK se foloseste notarea P

Definitie. Triunghiul se numeste ascutitun-
ghic, daca toate unghiurile lui sunt ascutite.

Triunghiul se numeste dreptunghic daca unul
din unghiurile lui este drept.

Triunghiul se numeste obtuzunghic daca unul
din unghiurile lui este obtuz (fig. 116).

.

Triunghi Triunghi Triunghi
ascutitunghic dreptunghic optuzunghic

Fig. 116

Definitie. Doua triunghiuri se numesc egale
daca ele coincid prin suprapunere.

In figura 117 sunt prezentate doud triunghiuri egale
ABC si ABC. Se scrie: AABC=AA B C . Aceste triun-

1171 1171
ghiuri se pot suprapune astfel, incat varfurile A s1i A, B
si B, Csi C| sa coincida. Atunci se poate scrie: ZA=/A,

ZB=/B, LC ZC,AB=AB,BC=BC,CA=CA.

171 171
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Laturile si unghiurile, care coincid prin suprapunerea
triunghiurilor egale se numesc laturi corespunzatoare si
unghiuri corespunzatoare. Astfel, in figura 117, laturile

AC si A C,, unghiurile A si A, — corespunzatoare.

De obicei, pe desene, laturile egale se inseamna cu ace-
lasi numar de liniute, iar unghiurile egale cu acelasi numar
de arcuri (fig. 117).

Mentionam, ca in triunghiuri egale, unghiurilor cores-
punzdtoare li se opun laturi corespunzdtoare si invers: latu-
rilor corespunzatoare li se opun unghiuri corespunzdtoare.

/@\\A :

A o C A B
B, 5
/Q\\m -
C,
A H C,
Fig. 117 Fig. 118

Axioma despre existenta unui triunghi egal
cu cel dat. Pentru triunghiul dat ABC si semidreapta
data A M, exista un astfel de triunghi AIBICL care
este egal cu triunghiul ABC, astfel incat AB=A B,,
BC=B,C,, AC=A/(, si latura A B, apartine semidrep-
tei A M, iar varful C, se afla in semiplanul dat fata
de dreapta AIM (fig. 118).



66 § 2. Triunghiuri ﬁ@

Teorema 7.1. Printr-un punct ce nu apartine
dreptei date se poate duce o dreaptda perpendiculara
pe cea data si numai una singura.

Demonstratie. ® Sa cercetdm dreapta MN si punctul
O care nu apartine ei.

Mai intai vom arata ca prin punctul O se poate duce o
dreapta perpendiculara pe dreapta MN.

De la semidreapta MN vom
depune unghiul O MN ce este egal
cu unghiul OMN. Fie ca punctul O,
M A N oste astfel incat MO = Mo, (fig. 119).

Punctul de intersectie al dreaptelor
0, OO0, si MN il vom nota cu litera A.
0y De la semidreapta MA vom
Fig. 119 depune triunghiul O,MA, care este
egal cu triunghiul OMA. Fiecare din
unghiurile AMO, si AMO, este egal cu unghiul AMO, deci
unghiurile AMO, si AMO, sunt egale. Deci, punctul O, apar-

(0]

tine semidreptei MO.,. In afard de aceasta, fiecare din seg-
mentele MO, s1 MO, este egal cu segmentul MO. Deci punc-
tele O, si O, coincid. Astfel, triunghiurile AMO, si AMO,
coincid. Din egalitatea triunghiurilor AMO si AMO, rezulta
egalitatea unghiurilor OAM si O AM. Deoarece aceste
unghiuri sunt adiacente, atunci fiecare din ele este drept.
Deci, dreapta OO, este perpendiculara pe dreapta MN.

Presupunem ca prin punctul O trec doua drepte OA si
OB perpendiculare pe dreapta MN (fig. 120, a).

Conform axiomei despre existenta unui triunghi egal
cu cel dat, existd un triunghi O AB care este egal cu tri-
unghiul OAB (fig. 120, b). Atunci ZOAB=20,AB=90°. De
aici rezultd ca ZOAO, = 180°, deci punctele O, A, O, se afla
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pe aceeasi dreapta. In mod analogic, se poate demonstra
cd punctele O, B, O, de asemenea se afld pe o dreapta.
Dar atunci dreptele OA si OB au doua puncte de intersec-
tie — punctele O si O,, dar aceasta contrazice teoremei 1.1.

Deci, presupunerea noastra nu este corecta. Atunci, prin
punctul O trece numai o singura dreapta perpendiculara
pe dreapta MN. ®

\
c> 1
M N
A B
M N 1
Al \B
7/
a b

Fig. 120

Posibil, voi ati observat, ca definitiile segmentelor ega-
le, unghiurilor egale si triunghiurilor egale sunt foarte
asemanatoare. De aceea, este rational de acceptat urma-
toarea definitie a figurilor egale:

Definitie. Doua figuri se F,
numesc egale daca ele coincid prin
N

suprapunere.
In figura 121 sunt reprezentate doua
figuri egale F, si F,. Se scrie: F, =F,.
Este clar ca orice doua drepte (doua
semidrepte, douad puncte) sunt egale. Fig. 121




68 § 2. Triunghiuri ﬁ\@

Definitie. Perpendiculara coborata din varful tri-
unghiului pe dreapta care contine latura opusa se
numeste indltimea triunghiului.

In figura 122 segmentele BB, si CC, — inaltimile triun-
ghiului ABC.
B

A C B,
Fig. 122

Definitie. Segmentul care uneste varful triun-
ghiului cu mijlocul laturii opuse se numeste mediana
triunghiului.

In figura 123 segmentul AM — mediana triunghiului
ABC.

Definitie. Segmentul bisectoarei unghiului triun-
ghiului, care uneste varful triunghiului cu un punct al
laturei opuse, se numeste bisectoarea triunghiului.

In figura 124 segmentul BL este bisectoarea triunghiu-
lui ABC. Fiecare triunghi are trei inaltimi, trei mediane si
trei bisectoare.

B

B

Fig. 123 Fig. 124
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")1 Cum numim si cum notam triunghiul? 2. Ce se numeste
perimetrul trlunghlqu? 3. Ce tipuri de triunghiuri exista in
dependenta de felul unghiurilor lor? 4. Care triunghi se numeste
triunghi dreptunghic; Obtuzunghic; Ascutitunghic? 5. Care doud
triunghiuri se numesc egale? 6. Cum se numesc perechile de laturi
si perechile de unghiuri ale triunghiurilor egale care coincid la
suprapunere? 7. Care doua figuri se numesc egale? 8. Ce se
numeste inaltimea triunghiului? 9. Ce se numeste mediana
triunghiului? 10. Ce se numeste bisectoarea triunghiului? 11. Cate
inaltimi are fiecare triunghi; Mediane; Bisectoare?

IEQL INSARCINARI PRACTICE I

147.° Desenati un triunghi:
1) ascutitunghic;
2) dreptunghic;
3) obtuzunghic.
Duceti din fiecare varf al triunghiului inaltimea.

148.° Desenati in caiet figura 125, duceti indltimea comuna
pentru toate cele trei triunghiuri reprezentate pe desen.
La care dintre ele aceasta inaltime este situatd in afara
triunghiului?

Y Fig. 125
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149.° Desenati in caiet triunghiurile, reprezentate in figu-
ra 126, duceti in fiecare din ele toate inaltimile.

AN A

a b c
Fig. 126

150.° Desenati un triunghi arbitrar si trasati toate media-
nele lui.

151.° Desenati un triunghi arbitrar si trasati toate bisec-
toarele lui.

o
WEXERCITII T

152.° Desenati un triunghi arbitrar, notati varfurile lui cu
literele M, K si E. Indicati:

1) latura opusa unghiului M,

2) unghiul opus laturii MK;

3) laturile alaturate unghiului K;

4) unghiurile alaturate laturii KE.

153.° Scrieti laturile, varfurile si unghiurile triunghiului
CEF (fig. 127). Indicati: C E
1) unghiul opus laturii CF;
2) unghiurile alaturate laturii CE; \/
3) latura opusa unghiului E; F
4) laturile alaturate unghiului F. Fig. 127




7. Triunghiuri egale.
Inaltimea, mediana, bisectoarea triunghiului 71

154.° Una din laturile triunghiului este de 5 ori mai mica
decat a doua si cu 25 cm mai micé decat a treia. Aflati latu-
rile triunghiului, daca perimetrul lui este egal cu 74 cm.

155.° Laturile triunghiului se raporta ca 5:7:11, iar suma
celei mai mari si celei mai mici laturi este egala cu 80 cm.
Calculati perimetrul triunghiului.

156.° Perimetrul triunghiului este egal cu 48 cm, iar latu-
rile lui se raporta ca 7:9:8. Aflati laturile triunghiului.

157.° Triunghiurile APK si MCE sunt egale, unghiurile A
si C corespunzatoare, PK =10 cm. Aflati latura ME.

158.° Triunghiurile ABC si DEF sunt egale, laturile AB si
DE, BC si DF — corespunzatoare, £ B = 32°. Aflati unghiul D.

159.° Triunghiurile ABC si KTM sunt egale, unghiurile A
si M, B si K sunt corespunzatoare, ZC=40°, MK=5 cm.
Aflati unghiul T si latura AB.

160.° Este oare corecta afirmatia:
1) daca triunghiurile sunt egale, atunci perimetrele lor
tot sunt egale;
2) daca perimetrele a doua triunghiuri sunt egale, atunci
si triunghiurile date sunt egale?

161.° Indicati elementul comun al triunghiurilor reprezen-
tate in figura 128.

A
D
C B
A
A D E
7 B C
a b
Fig. 128
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162.° Segmentul CH —inaltimea triunghiului ABC (fig. 129).
Aflati masurile in grade a unghiurilor AHC si BHC.

B B B
Z?ff;;ﬁgs Aéééggéigf szijjfifx
A C A C A D C

Fig. 129 Fig. 130 Fig. 131

163.° Segmentul AM — mediana triunghiului ABC (fig. 130),
BM =8 cm. Aflati segmentele CM si BC.

164.° Segmentul BD — bisectoarea triunghiului ABC
(fig. 131), LABD=42°. Aflati méasurile in grade a unghiu-
rilor CBD si ABC.

165.° Care dintre elementele triunghiului — bisectoarea,
mediana, indltimea — apartin intotdeauna triunghiului?

166.° Care dintre elementele triunghiului — bisectoarea,
mediana, inaltimea — poate coincide cu latura lui? Indicati
tipul triunghiului, pentru care aceasta este posibil.

167.° 1) Se poate oare ca una din indltimi sd apartind tri-
unghiului, iar altele doua sa nu apartina?

2) Se poate oare ca numai o indltime a triunghiului sa
coincida cu o latura a lui?

3) In care triunghi trei inaltimi ale lui se intersecteaza
in varful lui?

168.° Pe latura AC a triunghiului ABC s-a notat punctul D.
Segmentul BD imparte triunghiul ABC in doua triunghiuri,
perimetrele carora sunt egale cu 32 cm si 36 cm. Aflati
perimetrul triunghiului ABC, daca BD =10 cm.

169.° Pe latura BC a triunghiului ABC s-a notat punctul M.
Perimetrele triunghiurilor ABC, AMC si AMB sunt respec-
tiv egale cu 60 cm, 36 cm si 50 cm. Aflati segmentul AM.
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@ EXERCITII PENTRU REPETARE N

170. In figura 132 KP=PE=EF=FT=1 cm. Care segmente mai
sunt egale in acceasta figura? Aflati lungimile lor.

K P E F T
Fig. 132

171. Semidreapta BD imparte unghiul ABC, care este egal cu
72° in doua unghiuri ABD si CBD astfel, incat ZABD=5/CBD.
Semidreapta BK trece astfel, ca semidreapta BA este bisec-
toarea unghiului DBK. Determinati masura in grade si tipul
unghiului DBK.

C'- OBSERVATI, DESENATI,
0 CONSTRUITI, INVENTATI
172. Taiati fiecare din figurile reprezentate in figura 133 in

doua figuri egale (nu este obligatoriu de taiat in lungul liniilor
grilei).

a b c d e
Fig. 133

8. Primul si al doilea criteriu de egalitate
a triunghiurilor
Daca pentru triunghiurile ABC si A B,C| se indeplinesc
sase conditii: LA=/A, /B=/B, £C=/C, AB=AB,
BC=B,C, CA=CA,, atunci evident, ca aceste triunghiuri
vor coincide prin suprapunere. Deci, ele sunt egale.
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Incercim si micsoram numirul de conditii. De exem-
plu, lasdm doar doua egalitdti: AB=A B, si BC=BC,. In
acest caz, triunghiurile ABC si A B.C| pot sd nu fie egale
(fig. 134).

Cum putem micsora lista cerintelor la minimum, pas-
trand, totodata, egalitatea triunghiurilor? La aceasta intre-
bare raspund teoremele care se numesc criteriile de ega-
litate a triunghiurilor.

B
B,
A c
B
B,
Ay
A c C, A, c,
Fig. 134 Fig. 135

Teorema 8.1 (Primul criteriu de egalitate
a triunghiurilor: dupa doua laturi si unghiul
dintre ele). Daca doua laturi si unghiul dintre ele
ale unui triunghi sunt egale corespunzdtor cu doua
laturi si unghiul dintre ele ale altui triunghi, atunci
astfel de triunghiuri sunt egale.

Demonstratie. © Cercetdm triunghiurile ABC si
ABC, unde AB=A B BC=BlC1 si LB=LB1 (fig. 135).

1177 11

Vom demonstra, ca A ABC=AA BC

Suprapunem triunghiul ABé tllriul.nghiului A B C,| astfel,
incat semidreapta BA sa coincidd cu semidreapta B A, si
semidreapta BC sa coincida cu semidreapta B,C|. Putem
face acest lucru deoarece, conform conditiei, /B=Z/B..

Deoarece conform conditiei AB=A B, si BC=B C,, atunci
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la o astfel de suprapunere latura BA va coincide cu latura
B A, iar latura BC — cu latura B,C|. Deci triunghiurile

1771
ABC si A B,C, coincid complet si de aceea ele sunt egale. ®
Definitie. Dreapta, care este perpendiculara pe
un segment si trece prin mijlocul lui, se numeste

mediatoarea segmentului.

In figura 136 dreapta a este mediatoarea segmentului
AB. Mentionam, ca punctele A si B sunt egal departate de
la dreapta a.

a
X
B
a | |
A A 1 IMm! B
Fig. 136 Fig. 137

Teorema 8.2. Fiecare punct al mediatoarei seg-
mentului este egal departat de la extremitatile acestui
segment.

Demonstratie. © Fie X —un punct arbitrar al mediatoa-
rei a segmentului AB. Trebuie de demonstrat ca XA = XB.
Fie punctul M — mijlocul segmentului AB. Daca punctul X
coincide cu punctul M (ceea ce este posibil, deoarece X este
un punct arbitrar al dreaptei a), atunci XA = XB.

Daca punctele X si M nu coincid, atunci cercetdm tri-
unghiurile AXM si BXM (fig. 137). In aceste triunghiuri
AM=MB, deoarece punctul M este mijlocul segmentului
AB, latura XM — comuna, LZAMX=/BMX=90°. Deci, tri-
unghiurile AXM si BXM sunt egale dupd doua laturi si
unghiul dintre ele, adica conform primului criteriu de ega-
litate a triunghiurilor. Atunci segmentele XA si XB sunt
egale ca laturi corespunzatoare ale triunghiurilor egale. ®
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Teorema 8.3 (al doilea criteriu de egalitate a
triunghiurilor: dupa o latura si doua unghiuri
alaturate ei). Dacd o latura si doua unghiuri ala-
turate ei ale unui triunghi sunt egale corespunzator
cu o latura si doua unghiuri aldturate ei ale altui
triunghi, atunci astfel de triunghiuri sunt egale.

Demonstratie. © Cercetam triunghiurile ABC si
ABC, unde AC=AC, ZA=ZA si £C=2C, (fig. 138).

Vom demonstra, cda AABC=AA BC..
B B,

A T C Al : Cl

Fig. 138

Suprapunem triunghiul ABC triunghiului A B,C, ast-
fel, incat punctul A sd coincida cu punctul A, segmentul
AC — cu segmentul A C| (acest lucru este posibil deoarece
AC=A.C) si punctele B si B, sd se afle intr-un semiplan
fatd de dreapta A C. Deoarece LA=/A si £C=2ZC,
atunci semidreapta AB va coincide cu semidreapta A B,
iar semidreapta CB — cu semidreapta C,B,. Atunci, punctul
B — punct comun al semidreptelor AB si CB va coincide cu
punctul B, — punct comun al semidreptelor A B, si CB,.
Deci, triunghiurile ABC si A B,C,| vor coincide in intregime
si de aceea sunt egale. ®

Problema. In figura 139 punctul O — mijlocul seg-
mentului BD, ZABO = ZCDO. Demonstrati ca BC=AD.

Rezolvare. Sa cercetdm triunghiurile AOB si COD.
Deoarece punctul O — mijlocul segmentului BD, avem ca
BO=0D.
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Conform conditiei ZABO=ZCDO. Unghiurile AOB si
COD sunt egale ca unghiuri opuse la varf. Deci, AAOB =
= ACOD dupa o latura si doua unghiuri

» AR ’ Lo B c
alaturate ei, adica conform criteriului V
al doilea de egalitate a triunghiurilor.

De aici, AB=CD ca laturi corespunza- A'
toare ale triunghiurilor egale. A D
Mentiondm ca BD este latura Fig. 139
comund a triunghiurilor ABD si CDB.
De asemenea conform conditiei, ZABD = ZCDB. Deci, triun-
ghiurile ABD si CDB sunt egale dupa doua laturi si unghiul
dintre ele, adica conform primului criteriu de egalitate a
triunghiurilor. Atunci BC=AD. 4

D 1. Formulati primul criteriu de egalitate a triunghiurilor. 2. Care
dreapta se numeste mediatoarea segmentului? 3. Ce proprietate
poseda punctele mediatoarei segmentului?4. Formulati al doilea
criteriu de egalitate a triunghiurilor.

IE'Q\ 1\ {NSARCINARI PRACTICE I

173.° Cu ajutorul riglei si a raportorului construiti un tri-
unghi, doua laturi ale cdruia sunt egale cu 3 cm si 6 cm,
iar unghiul dintre ele — 40°.

174.° Cu ajutorul riglei si a raportorului construiti un tri-
unghi, doua laturi ale cdruia sunt egale cu 3 cm si 4 cm,
iar unghiul dintre ele — 90°. Indicati tipul acestui triunghi.
175.° Cu ajutorul riglei si a raportorului construiti un tri-
unghi, o latura a caruia este egald cu 3 cm, iar unghiurile
alaturate acestei laturi — 100° si 20°. Indicati tipul acestui
triunghi.

176.° Cu ajutorul riglei si a raportorului construiti un tri-
unghi, o latura a caruia este egald cu 6 cm, iar unghiurile
alaturate acestei laturi — 90° si 45°.
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177.° Desenati in caiet figura 140. Cu ajutorul echerului si
a riglei, gasiti pe dreapta [ punctul ce este egal departat de
la extremitatile segmentului AB.

B B

/

Fig. 140 Fig. 141

178.° Desenati in caiet figura 141. Cu ajutorul echerului si
a riglei, gasiti punctul care este egal departat de la punc-
tele A si B si, totodata, egal departat de la punctele C si D.

e
WEXERCITII T

179.° Sunt oare egale triunghiurile reprezentate in figura
142? Daca raspunsul este pozitiv, indicati conform carui
criteriu de egalitate a triunghiurilor ele sunt egale.

‘ o
4 cm £
4 cm
D
2 cMm

a
d
] [ | (N
3 cMm
b

Fig. 142
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A
E B
C
A C
B
D D

Fig. 143 Fig. 144

180.° In figura 143 AC=DC si BC=EC. Demonstrati ca
AABC=ADEC.

181.° In figura 144 AB=AD si ZBAC= ZDAC. Demonstrati
ca AABC=AADC.

182.° In figura 145 AB=CD, £/1=/2, AD="T cm, £C = 34°.
Aflati segmentul BC si unghiul A.

B C B C
1
2 (0]
A D A D

Fig. 145 Fig. 146

183.° In figura 146 AO=0D, BO=0C. Aflati latura CD
si unghiul OCD al triunghiului OCD, dacd AB=8 cm,
Z0OBA = 43°.

184.° Se da: OA=0C, OB=0D (fig. 147). Demonstrati ca
Z0OAD=Z0CB.

185.° Se da: AC=BD, /BAC= ZABD (fig. 148). Demonstrati
ca AD=BC.

B A
A C
(0]
C D
D B

Fig. 147 Fig. 148
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186.° Se da: ZLZADC=ZADB, BD = CD (fig. 149). Demonstrati
ca AB=AC.

187.° In figura 150 AB_1 BD, CD 1 BD, punctul O — mijlo-
cul segmentului BD. Demonstrati cd AABO=ACDO.

|~

B A
D L\ D O<M C
B

~

Fig. 149 Fig. 150 Fig. 151

188.° In figura 151 semidreapta OC — bisectoarea unghiului
AOB, dreptele AB si OC sunt perpendiculare. Demonstrati
ca AAMO=ABMO.

189.° In figura 152 £/1= /2, /3= /4, AB=8 cm, BC=6 cm.
Aflati laturile AD si CD ale triunghiului ADC.

Fig. 152 Fig. 153

190.° In figura 153 £B=2D, BM=DM, CD=7 cm, CM=
=4 cm. Aflati laturile AB si AM ale triunghiului ABM.

191.° In figura 154 ZABC= ZDEF, BO = OE. Demonstrati
ca ABCO=AEFO.

192° In figura 155 ZBAO=/DCO, £BAC=/DCA.
Demonstrati cd AABC=ACDA.
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B D

Fig. 154 Fig. 155

193.° Din punctele A si B, care se afld intr-un semiplan
fatd de dreapta a la aceeasi distantd de la ea, s-au cobo-
rat pe aceasta dreaptd perpendicularele AC si BD. Aflati
unghiul ACB, daca ZADC = 25°.

194." Segmentele AD si BC se intersecteaza in punctul O
si se impart de acest punct in jumatati. Aflati unghiul ACD,
daca LZABC=64°, ZACO =56°.

195.° Pe laturile unghiului cu varful in punctul B sunt
notate punctele A si C, iar pe bisectoarea acestui unghi este
notat punctul D astfel, incat LADB=/CDB. Demonstrati
ca AB=BC.

196." Prin punctul M, ce apartine bisectoarei unghiului cu
varful in punctul O, s-a dus o dreapta perpendiculara pe
aceasta bisectoare. Aceasta dreapta intersecteaza laturile
unghiului dat in punctele A si B. Demonstrati cd AM = MB.

197" In figura 156 AABC=AABC, ZDBC=2/DB_C,.

1171

Demonstrati ci ADBC=AD B CC..
B B,

A D C A D, C,
Fig. 156
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198."In figura 157 AABC = AA B C,AD=A D, .Demonstrati
cd AABD=AABD..

B B,
Aﬁc A ﬁc
D ! D, !

Fig. 157

199.© In figura 158 AABC=AADC. Demonstrati ca
AABK=AADK.

p

Fig. 158 Fig. 159

200." In figura 159 AMKO=AMPO. Demonstrati ca
AKOE = APOE.

201.° Pe prelungirea medianei AM a triunghiului ABC
dupa punctul M, s-a depus segmentul MK, care este egal
cu AM. Aflati distanta de la punctul K pana la varful C,
daca AB=6 cm.

202.° Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O si
se impart de punctul de intersectie in juméatati. Demonstrati
ca AABC=ABAD.

203.° In figura 160 dreptele m si n — mediatoarele laturilor
AB si AC ale triunghiului ABC. Demonstrati cd punctul O
este egal departat de la toate varfurile triunghiului dat.
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Fig. 160

O-r 204.” Demonstrati cd bisectoarele triunghiurilor
egale, duse din varfurile unghiurilor corespunzatoare, sunt
egale.
O—r 205.” Demonstrati ca in triunghiurile egale, media-
nele, duse la laturile corespunzatoare, sunt egale.
206." Mediatoarea laturii BC a triunghiului ABC intersec-
teaza latura AB in punctul D. Aflati segmentul AD, daca
CD=4 cm, AB="T7 cm.
207." Mediatoarea laturii AB a triunghiului ABC intersec-
teaza latura BC in punctul M. Aflati lungimea laturii AC
a triunghiului ABC, daca BC=16 cm, iar perimetrul triun-
ghiului AMC este egal cu 26 cm.
208.* In figura 161 OA = OD. Adaugati inci o conditie, ca
triunghiurile AOC si DOB sa fie egale:
1) conform primului criteriu de egalitate a triunghiurilor;
2) conform celui de-al doilea criteriu de egalitate
a triunghiurilor.

C B

A D
Fig. 161

209.* Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O
si se impart de acest punct in jumatati. Pe segmentul AC
este notat punctul M, iar pe segmentul BD punctul K ast-
fel, incat AM = BK. Demonstrati ca: 1) OM = OK; 2) punctele
M, O si K se afla pe o dreapta.
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210.* Pe o laturda a unghiului cu varful in punctul O
(fig. 162) sunt notate punctele A si B, iar pe a doua — punc-
tele C si D astfel, incat OA =0C, AB=CD. Demonstrati ca
semidreapta OM este bisectoarea unghiului BOD, unde M
este punctul de intersectie al segmentelor AD si BC.

A LB
o M
C°p

Fig. 162

@ EXERCITII PENTRU REPETARE I

213. Este oare adevarata afirmatia: dacd prin fiecare doua
puncte din cele trei date de dus o dreaptd, atunci vom obtine
trei drepte?

214. Semidreptele OD si OF sunt bisectoarele unghiurilor adi-
acente AOB si BOC corespunzator, ZAOD: ZFOC=2:7. Aflati
unghiurile AOD si FOC.

% INVATAM SA APLICAM GEOMETRIA I

211. Pentru a afla distanta de la punctul B pana la clopot-
nita A, care este situatd pe celdlalt mal al raului (fig. 163),

Fig. 163
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cu ajutorul jaloanelor, ruletei si a astrolabului s-au insemnat pe
teren punctele C, D si E astfel, incat punctele B, C si D se afla
pe o dreapté, totodata punctul C este mijlocul segmentului BD.
Apoi s-a insemnat dreapta AE, care trece prin punctul C, si
totodatda LABC=/ZCDE. Apoi, masurand una din laturile triun-
ghiului CDE, s-a determinat distanta de la B pana la A. Care
laturd s-a masurat? Argumentati raspunsul.

212. Pentru a determina latimea iazului (fig. 164), pe malul lui
s-au Insemnat punctele A si B, iar apoi incd punctele C, D si O
astfel, incat punctul O sa fie mijlocul comun al segmentelor AC
si BD. Cum se poate determina latimea iazului? Argumentati
raspunsul.

Fig. 164

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, INVENTATI

215. impértiti fiecare din figurile prezentate in figura 165 in
lungul liniilor grilei in patru parti egale astfel, ca in fiecare
parte sa fie doar o singura circumferinta.

)

ol 10 ©)
©) Q0|0

Fig. 165
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9. Triunghiul isoscel si proprietatile lui

Definitie. Triunghiul, in care doua laturi sunt
egale, se numeste isoscel.

In figura 166 este reprezentat triunghiul isoscel ABC,
in care AB=BC.

Fig. 167

Laturile egale ale triunghiului isoscel sunt numite laturi
laterale, iar a treia latura — baza triunghiului isoscel.

Varful triunghiului isoscel este numit punctul comun
al laturilor laterale (punctul B in figura 166). Totodata
unghiul B se numeste unghiul de la varf, iar unghiurile
A si C — unghiurile de la baza ale triunghiului isoscel.

Definitie. Triunghiul, in care toate laturile sunt
egale, se numeste echilateral.

In figura 167 este reprezentat triunghiul echilateral
ABC. Triunghiul echilateral este un tip aparte de triunghi
isoscel.

Teorema 9.1 (Proprietatile triunghiului
isoscel). In triunghiul isoscel: 1) unghiurile de la
baza sunt egale; 2) bisectoarea triunghiului, dusa la
baza lui, este mediana si indltime.
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Demonstratie. © Sa cercetdm triunghiul isoscel
ABC, in care AB=BC, segmentul BL — bisectoarea lui
(fig. 168). Demonstram ca unghiurile ZA=2C, AL=LC,
BL 1 AC.

In triunghiurile ABL si CBL latura
BL este comund, ZABL=/CBL, deoa- B
rece conform conditiei BL este bisec-
toarea unghiului ABC, laturile AB si
BC sunt egale ca laturi laterale ale tri-
unghiului isoscel. Deci, AABL=ACBL
conform primului criteriu de egalitate A L c
a triunghiurilor. De aici facem urmatoa- Fig. 168
rele concluzii: 1) ZA=/C; 2) AL=LC;

3) ZALB=/CLB.

Deoarece segmentele AL si LC sunt egale, atunci seg-
mentul BL este mediana triunghiului ABC.

Unghiurile ALB si CLB sunt adiacente, deci LALB+
+/ZCLB=180° Tinand cont de faptul, ca ZALB=/ZCLB,
obtinem: LZALB=/CLB=90° Deci, segmentul BL este
inaltimea triunghiului ABC. ®

Din teorema 9.1 reiese, ca:

1) in triunghi laturilor egale li se opun unghiuri
egale;

2) in triunghiul isoscel bisectoarea, indltimea si
mediana, duse la baza lui, coincid;

3) in triunghiul echilateral toate unghiurile sunt
egale;

4) in triunghiul echilateral, bisectoarea, indltimea
si mediana, duse dintr-un varf, coincid.

Definitie. Daca triunghiul are laturile de diferite
lungimi, atunci astfel de triunghi se numeste scalen.
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Problema. Segmentul AD este mediana triunghiu-
lui isoscel ABC, dusa la baza. Pe laturile AB si AC sunt
notate corespunzator punctele M si K astfel, incat BM = CK.
Demonstrati egalitatea triunghiurilor AMD si AKD.

Rezolvare. Punctul M apartine segmentului AB, iar
punctul K — segmentului AC, deci AB=AM+BM si
AC=AK + CK (fig. 169).

Deoarece AB=AC si BM-=CK,

A atunci AM=AK.
Unghiurile BAD si CAD sunt egale,
deoarece mediana triunghiului isoscel

M K  care este dusad la baza, este si bisec-
toarea lui.
B D C Mentionam, ca segmentul AD —
latura comuna a triunghiurilor AMD
Fig. 169 si AKD.

Deci, triunghiurile AMD si AKD
sunt egale dupa doud laturi si unghiul dintre ele, adica
conform primului criteriu de egalitate a triunghiurilor. <

"’) 11. Ce tipuri de triunghiuri exista in depentdentd de numarul
laturilor egale? 2. Care triunghi se numeste isoscel; echilateral;
scalen? 3. Care laturi ale triunghiului isoscel se numesc laterale?
4. Care latura a triunghiului isoscel se numeste baza? 5. Formulati
proprietatea unghiurilor triunghiului isoscel. 6. Formulati
proprietatea bisectoarei triunghiului isoscel, dusa la baza. 7. Ce
proprietate au unghiurile triunghiului, care sunt opuse laturilor
egale ale lui? 8. Formulati proprietatea unghiurilor ale triunghiului
echilateral. 9. Ce proprietate au bisectoarea, indltimea si mediana
triunghiului echilateral, duse dintr-un varf?
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SIKII0 IPMKMETHUK YTBOPIOETHCA NPUETHAHHAM
cydikca 7 IO iMEeHHHKa 3 OCHOBOIO Ha -H, TO IIMIIIEMO MOrO
3 gBoMa OyKBaM® HH: cmopona+-/1{\-:oanocmoponuiﬁ, cepe-
Ouna +-fi= cepeOuHHUlL.

SAKIO TPUKMETHUK YTBOPIOETHCSA HPUETHAHHAM cy@ikca
“H- 10 iMEeHHUKA 3 OCHOBOIO Ha OyIb-AKYy iHIIy OYKBY, TO IIH-
meMo ¥MOro 3 OfHi€i0 OYKBOIO H: napaJjienbs-+-H-=napajenbHuil,
Kym+-H-= np/ﬂ\moxymnuﬁ.

Tomy nuimemMo: pi6HOCMOPOHHIL i pidHOCMOPOHHIIL, ane pis-
HoOeOpeHull MPUKYMHUK.

%« INSARCINARI PRACTICE INE

216.° Desenati:
1) un triunghi ascutitunghic scalen;
2) un triunghi dreptunghic isoscel;
3) un triunghi obtuzunghic isoscel.

217.° Desenati:
1) un triunghi dreptunghic scalen.
2) un triunghi obtuzunghic scalen.

218.° Desenati un triunghi isoscel cu latura laterald egala
cu 3 cm astfel, incat unghiul de la varf sa fie: 1) ascutit;
2) drept; 3) obtuz. In triunghiurile construite duceti inalti-
mile la laturile laterale.

WEXERCITII E

219.° 1) Aflati perimetrul triunghiului isoscel, baza caruia
este egala cu 13 cm, iar latura laterala — 8 cm.

2) Perimetrul triunghiului isoscel este egal cu 39 cm,
iar baza — 15 cm. Aflati laturile laterale ale triunghiului.
220.° Perimetrul triunghiului isoscel este egal cu 28 cm,
iar latura laterala — 10 cm. Aflati baza triunghiului.
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221.° Aflati laturile triunghiului isoscel, perimetrul caruia
este egal cu 32 cm, iar baza este cu 5 cm mai mare decat
latura laterala.

222.° Aflati laturile triunghiului isoscel, perimetrul caruia
este egal cu 54 cm, iar baza este de 4 ori mai mica decat
latura laterala.

223.° In triunghiul isoscel ABC, latura AC — baza triun-
ghiului, Z/BCA =40°, ZABC=100° segmentul BD — medi-
and. Aflati unghiurile triunghiului ABD.

224.° In figura 170 AB=BC, segmentul BD — mediana a
triunghiului ABC, ZABD=53°. Aflati unghiurile ABC si
ADE.

225.° In figura 171 MK=KE, OE=6 cm, ZMKE =48°,
ZPOE =90°. Aflati latura ME si unghiul MKO.

m/o AL
Mol E ¢ 2

Fig. 170 Fig. 171 Fig. 172

226.° In figura 172 AB=BC, £1=140°. Aflati unghiul 2.

227.° Unghiul opus unghiului de la varful triunghiului isos-
cel, este egal cu 68°. Aflati unghiul dintre latura laterala a
triunghiului si mediana dusa la baza.

228.° Unghiul adiacent cu unghiul de la varful triunghiului
isoscel este egal cu 76°. Aflati unghiul dintre latura late-
rald a triunghiului si inaltimea coborata pe baza.
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229.° In figura 173 AB=BC, DC=DE. Demonstrati ca
/ZA=/E.

D 2
/\ Cc
A

B B\/1

Fig. 173 Fig. 174

230.° Dreapta intersecteaza laturile unghiului A in punc-
tele B si C astfel, incat AB=AC (fig. 174). Demonstrati ca
Z1=/2.

231.° In figura 175 AO=CO, ZAOB= /COB. Demonstrati
ca triunghiul ABC este isoscel. A

232." Triunghiul ABC — isoscel cu baza
AC, BD este bisectoarea lui, DM — bisec- l
toarea triunghiului BDC. Aflati unghiul B (
ADM. ‘
233.° Un elev afirma ca un triunghi oare-
care este isoscel, iar o elevd — ca acest c
triunghi este echilateral. Fig. 175

1) Se poate oare ca ambii elevi sa aiba dreptate?

2) In care caz are dreptate doar unul din ei si cine

anume?

234." Folosind criteriile de egalitate a triunghiurilor,
demonstrati criteriul de egalitate a triunghiurilor isoscele
dupa latura laterala si unghiul de la varf.
235." Folosind criteriile de egalitate a triunghiurilor,
demonstrati criteriul de egalitate a triunghiurilor isoscele
dupa baza si unghiul alaturat ei.
236.° In triunghiul MKE se cunoaste ci MK = ME. Pe latura
KE sunt notate punctele F' si N astfel, incat punctul N

se afla intre punctele F' si E, totodata ZKMF=/EMN.
Demonstrati ca ZMFN = ZMNF.
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237.° Pe baza AC a triunghiului isoscel ABC sunt notate
punctele M si K astfel, incat punctul M se afla intre punc-
tele A si K, totodatda AM=CK. Demonstrati ca triunghiul
MBK este isoscel.

238.° Pe laturile laterale CA si CB ale triunghiului isoscel
ABC sunt depuse corespunzator segmente egale CK si CM.
Demonstrati ca: 1) AAMC=ABKC; 2) AAMB=ABKA

239." In triunghiul isoscel ABC cu baza AC pe medi-
and BD s-a notat un punct arbitrar M. Demonstrati ca:
1) AAMB=ACMB; 2) AAMD = ACMD

O 240.° Demonstrati cd bisectoarele triunghiului isos-
cel, duse din varfurile unghiurilor de la baza sunt egale.

O—r 241." Demonstrati ca medianele triunghiului isoscel,
duse la laturile laterale sunt egale.

242.° Demonstrati ca mijlocurile laturilor triunghiului isos-
cel sunt varfurile altui triunghi isoscel.

243.° Aflati a treia latura a triunghiului isoscel daca cele-
lalte doua laturi sunt egale cu 7 cm si 4 cm. Cate rezolvari
are problema?

244.° Una din laturile triunghiului isoscel este egala cu
4 cm. Aflati celelalte doua laturi daca perimetrul triunghiu-
lui este egal cu 14 cm.

245." Este oare adevarata afirmatia:

1) bisectoarea triunghiului isoscel este indltimea si
mediana lui;

2) bisectoarea triunghiului echilateral este inaltimea si
mediana lui;

3) daca perimetrul triunghiului este de 3 ori mai mare
decat una din laturile lui, atunci acest triunghi este
echilateral?

246.” Pe prelungirile laturilor AB, BC si AC ale triun-
ghiului echilateral ABC (fig. 176) dupa punctele A, B si C
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corespunzator s-au depus segmentele egale AD, BK si CE.
Demonstrati ca triunghiul DEK este echilateral.

247.” Pe laturile triunghiului echilateral ABC (fig. 177)
s-au notat punctele M, K si D astfel, incat AD=BM = CK.
Demonstrati ca triunghiul MKD este echilateral.

B

A D C
Fig. 176 Fig. 177 Fig. 178

248.” Baza triunghiului isoscel este egala cu 20 cm, iar
mediana lui imparte acest triunghi in doua triunghiuri ast-
fel, ca perimetrul unuia din ele este cu 6 cm mai mic decat
perimetrul celuilalt. Aflati latura laterald a triunghiului
dat. Cate rezolvari are problema?

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

249. In figura 178 a L b, £1=35°. Aflati unghiurile 2, 3, 4.

250. Punctele C si D au divizat segmentul AB, lungimea
caruia este egald cu a, in trei segmente AC, CD si DB astfel,
ca AC=2CD, CD=2DB. Aflati distanta dintre: 1) punctul A si
mijlocul segmentului CD; 2) mijlocurile segmentelor AC si DB.

O
C'- OBSERVATI, DESENATI,
o CONSTRUITI, INVENTATI
251. Desenati un hexagon care poate fi impartit in doua triun-
ghiuri printr-o singura taietura.
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10. Criteriile triunghiului isoscel

In punctul precedent am cercetat proprietatile triunghiu-
lui isoscel. Cum putem identifica triunghiurile isoscele? La
aceasta intrebare raspund urmatoarele teoreme-criterii.

Teorema 10.1. Dacd mediana triunghiului este
inaltimea lui, atunci acest triunghi este isoscel.

Demonstratie. © Cercetdm triunghiul ABC, in care
segmentul BM este mediana si inaltimea lui. Demonstram
ca AB=BC (fig. 179).

B B
: 11 : 11
A M C A L C
Fig. 179 Fig. 180

Din conditia teoremei reiese, ca dreapta BM este medi-
atoarea segmentului AC.
Atunci, conform proprietatii mediatoarei AB=BC. ®

Teorema 10.2. Daca bisectoarea triunghiului este
indaltimea lui, atunci acest triunghi este isoscel.

Demonstratie. © Cercetdm triunghiul ABC, in care
segmentul BL este bisectoarea si inaltimea lui. Demonstram
ca AB=BC (fig. 180).

In triunghiurile ABL si CBL latura BL este comuni;
ZABL = ZCBL (deoarece conform conditiei semidreapta BL
este bisectoarea unghiului ABC), ZALB=/CLB=90° (deoa-
rece conform conditiei BL — inaltime). Deci, triunghiurile
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ABL si CBL sunt egale conform criteriului al doilea de ega-
litate a triunghiurilor. Atunci laturile AB si BC sunt egale
ca laturi corespunzatoare ale triunghiurilor egale. ®

Teorema 10.3. Daca intr-un triunghi doud
unghiuri sunt egale, atunci acest triunghi este isoscel.

Demonstratie. ® Cercetam triunghiul ABC, in care
/A= 2C. Demonstram ca AB=BC.

a B BA G a,B
K
4 : —
A M @ A M @ A i C
Fig. 181 Fig. 182 Fig. 183

Ducem mediatoarea a a laturei AC. Demonstram ca
dreapta a trece prin varful B.

Presupunem, ca aceasta nu este asa. Atunci dreapta a
intersecteaza intr-un punct interior latura AB (fig. 181) sau
latura BC (fig. 182).

Cercetam primul din aceste cazuri. Fie K — punctul
de intersectie al dreptei a cu latura AB. Atunci conform
proprietatii mediatoarei (teorema 8.2) AK = CK. Deci, triun-
ghiul AKC este isoscel, de aici ZA=/ACK. Insi conform
conditiei LA =ZACB. Atunci avem: ZACB = ZACK, ceea ce
contrazice proprietatii fundamentale a marimii unghiului
(punctul 3).

Analogic vom obtine contradictie si pentru al doilea caz
(fig. 182).

Deci, presupunerea noastra este gresita. Dreapta a trece
prin punctul B (fig. 183). Atunci conform proprietatii medi-
atoarei, BA=BC. ®
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Din aceasta teorema reiese ca:

1) in triunghi unghiurilor egale li se opun laturi
egale;

2) daca intr-un triunghi toate unghiurile sunt
egale, atunci acest triunghi este echilateral.

Teorema 10.4. Dacad mediand triunghiului este
bisectoarea lui, atunci acest triunghi este isoscel.

Demonstratie. ® Cercetdm triunghiul ABC, in care
segmentul BM este mediana si bisectoarea lui. Demonstram
ca AB=BC.

Pe semidreapta BM depunem segmentul MD, care este
egal cu segmentul BM (fig. 184).

In triunghiurile AMD si CMB avem:

B AM=MC (deoarece conform conditiei

BM — mediana); BM = MD (conform con-

structiei); unghiurile AMD si CMB sunt

egale, ca unghiuri opuse la varf. Deci,

, triunghiurile AMD si CMB sunt egale

conform primului criteriu de egalitate a

+ triunghiurilor. Atunci laturile AD si BC,

unghiurile ADM si CBM sunt egale ca

elemente corespunzatoare ale triunghiu-
D rilor egale.

Fig. 184 Deoarece semidreapta BD este

bisectoarea unghiului ABC, atunci

/ABM=/CBM. Deoarece /CBM=/ADM, atunci avem

ZABM=/ADM. Atunci conform criteriului triunghiului

isoscel (teorema 10.3) obtinem, cé triunghiul DAB este isos-

cel, de unde AD=AB. Si deja s-a demonstrat ca AD=BC.

Deci, AB=BC. ®

Problema. In triunghiul ABC s-a dus bisectoarea
BM (fig. 185), ZBAK="170° ZAKC=110°. Demonstrati ca
BM 1 AK.




% 10. Criteriile triunghiului isoscel 97

Rezolvare. Deoarece unghiurile BKA si AKC sunt

adiacente, atunci /BKA =180° - ZAKC.

Atunci, ZBKA =180° - 110° = 70°.

Deci, in triunghiul ABK, avem ca
ZBAK=/BKA="170° De aceea triun-
ghiul ABK este isoscel cu baza AK si
bisectoarea lui BO (O este punctul de
intersectie al segmentelor AK si BM)
este de asemeni si Indltime, adica

BM 1 AK. 4

B

") 1. Formulati criteriile triunghiului isoscel. 2. Care este legdtura
dintre unghiurile egale si laturile egale ale triunghiului? 3. Ce se
poate spune despre triunghi, daca toate unghiurile lui sunt egale?

e\
WEXERCITII [ .

252.° In triunghiul ABC mediana BK este perpendiculara
la latura AC. Aflati unghiul ABC, daca ZABK = 25°.

253.° Mediatoarea laturei AC a triunghiului ABC trece
prin varful B. Aflati unghiul C, daca £A=17°.

254.° In triunghiul ABC, se stie ca
LZACB=90°, ZA=/B=45° iar seg-
mentul CK — indltime. Aflati latura
AB, daca CK="7 cm.

255.° In figura 186 ZAMK=/ACB,
AK=MK. Demonstrati ca triunghiul
ABC este isoscel.

Fig. 186
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256.° In figura 187 Z1= 2. Demon- B
strati ca triunghiul ABC este isoscel.

257.° O dreapta este perpendiculara

la bisectoarea unghiului A si intersec- A ¢
teaza laturile lui in punctele B si C. 17/ \<2
Demonstrati ca triunghiul ABC este .

isoscel. Fig. 187

258.° Bisectoarele AM si CK ale unghiurilor de la baza AC
a triunghiului isoscel ABC se intersecteaza in punctul O.
Demonstrati ca triunghiul AOC este isoscel.

259.° In triunghiul ABC bisectoarea BK este iniltimea lui.
Aflati perimetrul triunghiului ABC, daca perimetrul triun-
ghiului ABK este egal cu 16 cm si BK=5 cm.

260.° In triunghiul ABC mediana BM este bisectoarea lui.
Perimetrul triunghiului ABC este egal cu 48 cm, iar peri-
metrul triunghiului ABM — 30 cm. Aflati lungimea seg-
mentului BM.

261." Este oare adevarata afirmatia:

1) dacd mediana si indltimea triunghiului, duse din-
tr-un varf, nu coincid, atunci acest triunghi nu este
isoscel;

2) daca bisectoarea triunghiului imparte latura opusa
in jumatate, atunci acest triunghi este isoscel?

262." Medianele AE si CF, duse la laturile laterale BC si
AB ale triunghiului isoscel ABC, se intersecteaza in punc-
tul M. Demonstrati ca triunghiul AMC este isoscel.

263." Punctele M si K apartin corespunzator laturilor
laterale AB si BC ale triunghiului isoscel ABC, AM=CK.
Segmentele AK si CM se intersecteaza in punctul O.
Demonstrati ca triunghiul AOC este isoscel.
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264.” Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC s-au notat
corespunzator punctele D si E astfel, incat LEAC=2ZDCA.
Segmentele AE si CD se intersecteaza in punctul F, DF = EF.
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

265.” Prin punctul D, care este mijlocul laturii AB a triun-
ghiului ABC s-au dus drepte perpendiculare la bisectoarele
unghiurilor ABC si BAC. Aceste drepte intersecteaza latu-
rile AC si BC in punctele M si K corespunzator. Demonstrati
ca AM=BK.

266." Mediana AM a triunghiului ABC este perpendicu-
lara pe bisectoarea BK. Aflati latura AB daca BC=16 cm.

267." O dreapta trece prin varful A al triunghiului ABC
perpendiculard pe mediana BD si imparte aceastd mediana

in doua parti egale. Aflati raportul lungimilor laturilor AB
si AC ale triunghiului ABC.

268." In triunghiul ABC se stie ci
£ZC=90° £A=67,5° /B=225° seg-
mentul CK este bisectoarea triun-
ghiului ABC, segmentul CM — bisec-
toarea triunghiului BCK (fig. 188).
Demonstrati ca punctul M este mijlocul M
segmentului AB.

269.* Lungimile laturilor unui tri- X

unghi, exprimate in centimetri, sunt

egale cu trei numere naturale conse-

cutive. Aflati laturile acestui triunghi, © 4
Fig. 188

daca una din medianele lui este per-
pendiculara pe una din bisectoare lui.

270.% In triunghiul ABC se stie ci AB=3 cm, AC=6 cm.
Pe latura BC este notat punctul M astfel, incat CM =1 cm.
Dreapta, care trece prin punctul M, este perpendiculara la
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bisectoarea unghiului ACB, si intersecteaza segmentul AC
in punctul K, iar dreapta care trece prin punctul K este
perpendiculard pe bisectoarea unghiului BAC, si intersec-
teazad dreapta AB in punctul D. Aflati segmentul BD.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

271. Pe o dreapta consecutiv s-au notat punctele A, B, C, D,
E si F astfel, incat AB=BC=CD=DE=EF. Aflati rapoartele
AB:CF, AB:BF, BD: AE.

272. Aflati unghiurile, care s-au format la intersectia a doua
drepte, daca unul din unghiuri este cu 42° mai mare decat juma-
tatea altui unghi.

C'- OBSERVATI, DESENATI,

0 CONSTRUITI, INVENTATI
273. Taiati un dreptunghi cu dimensiunile 4 x 9 in doua parti
egale, din care se poate alcatui un patrat.

11. Al treilea criteriu de egalitate a triunghiurilor

Teorema 11.1 (al treilea criteriu de egali-
tate a triunghiurilor: dupa trei laturi). Daca
trei laturi ale unui triunghi sunt egale corespunzator
cu trei laturi ale altui triunghi, atunci astfel de tri-
unghiuri sunt egale.

Demonstratie. ® Cercetdm triunghiurile ABCsi A B.C

1171

(fig. 189), in care AB=A B, BC=BC, CA=CA, (aceste

egalitati indica care laturilalle triunghliulrilor corespund una
alteia). Vom demonstra, ca AABC=AAIBICI.

Amplasam triunghiurile ABC si A B.C, astfel, ca var-
ful A sa coincidd cu varful A, varful B — cu varful B,

iar varfurile C si C, sd se afle in diferite semiplane fata
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de dreapta AB (fig. 190). Ducem segmentul CC,. Deoarece
AC=AC,, atunci triunghiul C A C este isoscel, asadar
/1= /2. Analogic, se poate demonstra, ca £3= /4. Deci,
ZACB =7/ACB,. Atunci triunghiurile A C B, si A CB,
sunt egale dupa doua laturi si unghiul dintre ele, adica con-
form primului criteriu de egalitate a triunghiurilor.

c C,
/\ &>
A B
(o} A) A, B, (B)
/N v
A, B, C
Fig. 189 Fig. 190

S-ar pirea ca demonstrarea s-a terminat. Insi, am cer-
cetat numai cazul in care segmentul CC, intersecteaza
segmentul A B, intr-un punct interior. Dar in realitate,
segmentul CC, poate trece prin una din extremitatile seg-
mentului A B, de exemplu prin punctul A, (fig. 191), sau
sd nu aibd puncte comune cu segmentul A B, (fig. 192). In
fiecare dintre aceste cazuri, demonstrarile vor fi analogice

celei prezentate. Efectuati-le de sine statator. ®

C, ¢,
A\(A
@) 4, B, (B) ) B, (B)
C C

Fig. 191 Fig. 192
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Fig. 193

Din al treilea criteriu de egalitate ale triunghiurilor
reiese ca triunghiul este figurd rigidd. Intr-adevar, daca vom
uni patru betisoare astfel, cum este aratat in figura 193 q,
atunci o astfel de constructie nu este rigida (fig. 193, b,
193, ¢). Daca adaugam incd un betisor, formand doua tri-
unghiuri (fig. 193, d), atunci constructia obtinuta va deveni
rigida. Acest fapt se foloseste pe larg in practica (fig. 194).

Podul Darnytskyi
peste raul Nipru

Stalpii liniilor de inalta tensiune

Fig. 194 Constructii rigide
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Teorema 11.2. Daca punctul este egal departat
de la extrimildtile segmentului, atunci el apartine
mediatoarei acestui segment.

Demonstratie. © Fie punctul X egal departat de la
extrimitatile segmentului AB, adica XA=XB (fig. 195).
S& cercetdm triunghiurile AXM si BXM, unde punctul
M este mijlocul segmentului AB. Atunci,

AAXM=ABXM dupa trei laturi, adica con- X

form celui de al treilea criteriu de egalitate

a triunghiurilor. De aici, ZAMX=/BMX.

Suma acestor unghiuri este egala cu 180°,

de aceea fiecare din ele este egal cu 90°. 4 M B
Deci, dreapta XM este mediatoarea seg- Fig. 195

mentului AB.

Mentiondm, ca noi am cercetat cazul cand punctul X
nu apartine dreptei AB. Daca punctul X apartine dreptei
AB, atunci el coincide cu mijlocul segmentului AB, si deci,
apartine mediatoarei lui. ®

") 1. Formulati al treilea criteriu de egalitate a triunghiurilor.2. Unde
se afla punctele care sunt egal departate de extrimitatile
segmentului?

@EXE RCITI T

274.° In figura 196 AB=CD, BC=AD. Demonstrati ca
ZB=/D.
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275.° In figura 197 AC=AD, BC=BD. Aflati unghiul BAC,
daca ZBAD =25°.

C

Fig. 197

276.° Demonstrati ca doua triunghiuri isoscele sunt egale,
daca latura laterald si baza unui triunghi sunt egale cores-
punzator cu latura laterala si baza celuilalt triunghi.

277.° Demonstrati cd doud triunghiuri echilaterale sunt
egale daca latura unui triunghi este egala cu latura altui
triunghi.

278." In figura 198 AABC=ADCB, totodati AB-=CD.
Demonstrati ca AABD =ADCA.

B C

A E
A D M C

Fig. 198 Fig. 199

279." In figura 198 AB=CD, AC=BD. Demonstrati ci tri-
unghiul BOC este isoscel.

280.° Fiecare din punctele M si N este egal departat de la
extrimitatile segmentului AB. Demonstrati ca dreapta MN
este mediatoarea segmentului AB.
281.° In interiorul triunghiului isoscel ABC (AB=BC() s-a
notat punctul D astfel, incat AD = CD. Demonstrati ca drep-
tele BD si AC sunt perpendiculare.



@QX 11. Al treilea criteriu de egalitate a triunghiurilor 105

282.'Infigura 199 AB=KE, BC=KM, AM=EC. Demonstrati
ca LAMK = /BCE.

283." In figura 200 AB=CD, BC=AD, iar semidreapta BM
este bisectoarea unghiului ABC, semidreapta DK — bisec-
toarea unghiului ADC. Demonstrati cda AABM = ACDK.

A

B C

B M C N
Fig. 200 Fig. 201

284.° Segmentele egale AB si CD se intersecteaza in punc-
tul O astfel, incat OA = OD. Demonstrati ca AABC=ADCB.

285." Segmentele BD si B,D, — bisectoarele triunghiu-
rilor ABC si A B C, corespunzitor, AB=A B, BD=B D,

1171 11

AD=A D,. Demonstrati ¢ AABC=AA BC,.

286." Segmentele AM si A M, — medianele triunghiu-
rilor ABC si A B C, corespunzitor, AB=A B, BM=B M,

AM=A M,. Demonstrati cda AABC=AA BC..

287.” Oxana afirmd, ca ea a reusit sa facd un desen,
in care AB=AC si AM=AN (fig. 201). Are oare dreptate
Oxana?

288." Sunt oare doua triunghiuri egale daca fiecare
latura a unui triunghi este egala cu o latura oarecare a
altui triunghi?

289.% Demonstrati egalitatea a doua triunghiuri dupa
doud laturi si mediana, care este duséa la a treia latura.
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@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

290. Pe segmentul AB s-au notat punctele C si D astfel, incat
AC:BC=17:8, AD:BD=13:17. Aflati lungimea segmentului AB,
daca distanta dintre punctele C si D este egala cu 2 cm.

291. Dreptele AB si CD se intersecteaza in punctul O, semi-
dreptele OM si OK sunt bisectoarele unghiurilor AOC si BOC
corespunzator, care s-au format ca rezultat. Va fi oare unghiul
MOK drept?

C'. OBSERVATI, DESENATI,
O CONSTRUITI, INVENTATI
292. Un patrat a fost tdiat in lungul diagonale-

lor in patru triunghiuri (fig. 202). Alcatuiti din
aceste triunghiuri doua patrate. Fig. 202

12. Teoreme

Ati observat, cd in manual apar tot mai multe si mai
multe teoreme. Aceasta nu este de mirare: deoarece geo-
metria in cea mai mare parte este alcatuitd din teoreme si
demonstratiile lor.

Formularea tuturor teoremelor pe care noi le-am demon-
strat consta din doua parti. Prima parte a teoremei (ceea
ce este dat) se numeste conditia teoremei, iar a doua parte
a teoremei (ceea ce trebuie de demonstrat) — concluzia
teoremei.

De exemplu, in teorema 8.1 (primul criteriu de egalitate
a triunghiurilor), conditia este aceea, ca doud laturi si
unghiul dintre ele ale unui triunghi sunt corespunza-
tor egale cu doud laturi si unghiul dintre ele ale altui
triunghi, iar concluzia este egalitatea triunghiurilor.

Toate teoremele pe care le cunoasteti pot fi impartite
conventional in teoreme-proprietati si teoreme-criterii.
De exemplu, teorema 1.1 stabileste proprietatea dreptelor,
ce se intersecteaza, teorema 9.1 — proprietatea triunghiului
isoscel.
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Teoremele-criterii indica criteriile, conform carora se
poate recunoaste figura, adica sd o repartizam la unul sau
la alt tip (clasa).

Astfel, in teoremele-criterii de egalitate a triunghiurilor
se mentioneaza conform céror criterii doua triunghiuri pot
fi repartizate la clasa celor egale. De exemplu, in teoremele
10.1-10.4 sunt formulate proprietatile conform carora se
poate recunoaste triunghiul isoscel.

Teoremele care reies nemijlocit din axiome sau teo-
reme se numesc teoreme-consecinte sau pur si simplu
consecinte.

De exemplu, proprietatea unghiurilor opuse laturilor
egale ale unui triunghi este consecinta din teorema 9.1.

Daca in teorema 8.2 despre proprietatea mediatoarei
schimbdm cu locurile conditia cu concluzia, atunci vom
obtine teorema 11.2. Doud teoreme, care se pot obtine
una din alta, schimband cu locurile conditia si concluzia,
se numesc reciproc inverse. Daca una din aceste teo-
reme o numim directa, atunci altd teorema o vom numi
reciproca.

Schimband cu locul conditia si concluzia, trebuie sa fim
foarte atenti: nu intotdeauna se poate obtine afirmatie ade-
varata. De exemplu, afirmatia inversad teoremei 4.1 despre
suma unghiurilor adiacente este falsi. Intr-adevir, daci
suma unor doua unghiuri este de 180° atunci nu este obli-
gatoriu ca aceste unghiuri sa fie adiacente.

Se stie, ca veridicitatea teoremei se stabileste prin rati-
onamente logice, adicd prin demonstratie.

Prima teoreméa din acest manual a fost demonstrata
prin metoda reducerii la absurd (de la contrar). De-
numirea acesteli metode de fapt reprezinta esenta ei. Am
presupus cd concluzia teoremei 1.1 nu este corectd. In
baza acestei admiteri cu ajutorul rationamentelor logice,
noi am obtinut faptul care contrazice proprietatii funda-
mentale a dreptei.
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Prin metoda reducerii la absurd au fost demonstrate, de
asemenea, si un sir de alte teoreme, de exemplu, teoremele
5.1, 10.3.

Foarte important ca demonstratia teoremei sa fie
deplina, adica sa fie cercetate toate cazurile posibile. Astfel,
demonstratia deplina a teoremei 11.1 (al treilea criteriu de
egalitate a triunghiurilor) necesita cercetarea a trei cazuri
posibile.

Abilitatea de a vedea toate nuantele demonstrarii este
cea mai importanta calitate ce formeaza cultura mate-
maticd. Daca, de exemplu, in timpul demonstratiei teore-
mei 8.2 despre proprietatea mediatoarei segmentului noi
n-am fi cercetat aparte cazul in care punctul X este mijlo-
cul segmentului AB, atunci pentru acest caz adresarea la
triunghiurile AXM si BXM nu ar fi fost posibila.

in timpul demonstratiei teoremei 10.4 (criteriul triun-
ghiului isoscel), noi am folosit metoda constructiei supli-
mentare: am completat desenul cu elemente, despre care
nu a mers vorba in conditia problemei. Aceasta metoda este
cheia pentru rezolvarea mai multor probleme si demonstra-
rea unui sir de teoreme. De aceea este foarte important sa
ne invatadm sa vedem o constructie suplimentara ,,convena-
bila” — una, care o sa ne ajute sa obtinem rezultatul necesar.

Dar cum de dobandit astfel de ,vedere geometrica”?
Intrebarea este dificild, si la ea nu poti raspunde, dand
recomandari concrete. Dar totusi, noi vd recomandam: in
primul rand, nu fiti indiferenti fatd de geometrie, ci sa
indragiti aceasta disciplind frumoasd; in al doilea rand,
rezolvati mai multe probleme, pentru a dezvolta intuitia si
a dobandi experienta necesara.

") 1. Din care doua parti se alcatuieste formularea teoremei? 2. Cum
se numeste teorema, in care sunt enumerate proprietdtile, confom
carora se poate repartiza figura la un anumit tip (clasd)? 3. Cum
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se numeste teorema care reiese nemijlocit din axioma sau alta
teoremd? 4. Cum se numeste perechea de teoreme, in care
conditia si concluzia sunt schimbate cu locurile? 5. In ce consta
metoda demonstratiei de la contrar (reducerii la absurd)? 6. Care
din teoremele 1.1, 4.2, 5.1, 8.3 au fost demonstrate prin metoda
reducerii la absurd? 7. Tn ce constd metoda constructiei
suplimentare?

e
WEXERCITII [ .

293.° In teoremele 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2 indicati conditia
si concluzia teoremei.

294.° Din teoremele 4.1, 8.2, 9.1, 10.3, 11.2, alegeti:
1) teoremele-proprietati; 2) teoremele-criterii.

295." Formulati afirmatia, care este reciproca la cea data:

1) daca triunghiul este echilateral, atunci unghiurile lui
sunt egale;

2) daca doué unghiuri sunt opuse la varf, atunci bisec-
toarele lor sunt semidrepte complementare;

3) daca unghiul dintre bisectoarele a doua unghiuri este
drept, atunci aceste unghiuri sunt adiacente;

4) daca latura si unghiul opus ei al unui triunghi cores-
punzator sunt egale laturii si unghiului opus ei al
altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt egale.

Pentru care din afirmatiile date:

1) afirmatia directa si reciproca sunt corecte;
2) afirmatia directa este corecta, iar cea reciproca —falsa;
3) afirmatiadirectaeste falsa,iar ceareciproca—corecta?

296." Formulati afirmatia, care este reciproca la cea data:
1) daca doua triunghiuri nu sunt egale, atunci perime-
trele lor de asemenea nu sunt egale;
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2) daca masura in grade a unghiului este mai mare
decat 90°, atunci el este obtuz.

Pentru care din afirmatiile date:

1) afirmatia directa si reciproca sunt corecte;

2) afirmatia directéa este corectd, iar cea reciproca —falsa;
3) afirmatiadirectaestefalsa,iar ceareciproca —corecta?

297." Formulati afirmatia, care contrazice cea data:

1) segmentul AB intersecteaza dreapta m;

2) masura in grade a unghiului ABC este mai mare
de 40°;

3) din dou& unghiuri adiacente, cel putin unul nu este
mai mare de 90%

4) semidreptele OA si OB nu sunt complementare;

5) segmentul are numai un singur mijloc.

298." Formulati afirmatia, care contrazice cea data:
1) unghiul ABC nu este drept;
2) triunghiul MKE este isoscel,
3) printr-un punct al dreaptei se poate duce doar o sin-
gura dreapta perpendiculara pe cea data;
4) semidreapta AC imparte unghiul BAK in jumatate.

299." Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ca
atunci cand nici una din inédltimile triunghiului nu coincide
cu bisectoarea dusa din acelasi varf, atunci acest triunghi
nu este isoscel.

300.” Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ca
atunci cand laturile AB si BC ale triunghiului ABC nu sunt
egale, atunci mediana lui BD nu este indltimea lui.

301.° Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ca
daca diferenta a doud unghiuri este egald cu 1° atunci ele
nu pot fi opuse la varf.

302." Demonstrati, folosind metoda reducerii la absurd, ca
din doud unghiuri adiacente, cel putin unul nu este mai
mic de 90°.
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303.° Formulati si demonstrati criteriul de egalitate a tri-
unghiurilor isoscele dupa latura laterald si mediana dusa la
latura laterala.

304." Formulati si demonstrati criteriul de egalitate a tri-
unghiurilor dupa latura si mediana dusa la aceasta latura
si a unghiului intre mediana si aceasta latura.

305.” Demonstrati criteriul de egalitate a triunghiurilor
dupd mediana si unghiurile in care ea imparte unghiul
triunghiului.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

306. Notati pe o dreaptd punctele A, B si C. Puneti in loc de
puncte unul din semnele ,<”, ,>” sau ,=" astfel, ca sa se obtina
0 scriere corecta:

1) AB+BC...AC; 2) AB+AC... BG; 3) AC+BC...AB.
307. Unghiul dintre bisectoarea unuia din unghiurile adiacente

. < cys 1 . y .
si latura lor comuna alcatuieste 3 din celalalt unghi adiacent.

Aflati mésura in grade a acestor unghiuri adiacente.

O
&Yy OBSERVATI, DESENATI,
® CONSTRUITI, INVENTATI
308. Laturile dreptunghiului ABCD sunt egale cu 4 cm si
3 cm. Aflati suma lungimilor tuturor segmentelor care se

afla in interiorul dreptunghiului (fig. 203).

B C
I

Fig. 203
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@ SCOALA DE GEOMETRIE UCRAINEANA I

Sa ne amintim de geometricienii ucraineni, oameni de
stiinta si pedagogi datoritd carora scoala matematica ucrai-
neand de astdzi ocupa pozitii de seamd in lumea stiinti-
fica. Cunoscuti mai ales pentru descoperirile lor stiintifice,
acestia acordau in acelasi timp o mare atentie educatiei
matematice.

Feofan Prokopoévici (1681-1736) — savant, om de stat,
scriitor, personalitate marcantd a culturii si educatiei.
A absolvit Academia Kiev-Mohyla, si-a continuat educatia in
institutii de invatdmant poloneze si la Colegiul din Roma.
A predat la Academia Kiev-Mohyla, si intre anii 1711-1716 a
fost rectorul acesteia. In cursul siu de filozofie a inclus lec-
tii de matematica. Partea geometrica a cursului cuprindea
planimetria lui Euclid, cu anumite completari, aspecte de
geometrie practica, descrierea instrumentelor geometrice si
reguli de masurare. Informatiile teoretice despre geometrie
in asa volum au fost prezentate pentru prima data.

S& recunoastem meritele lui Mihail Vasilievici
Ostrogradski (1801-1862). S-a nascut in satul Pasenivka
(regiunea Poltava) si a inceput sa studieze la Universitatea
din Harkiv. M. V. Ostrogradski a fost un excelent pedagog
si organizator, a dezvoltat un sistem fin de viziuni asupra
predarii matematicii si le-a aplicat in activitatea sa didac-
ticd. A initiat crearea unei serii de manuale metodice pen-
tru implementarea metodelor progresive de predare.

Mihail Egorovici Vascenko-Zaharcenko (1825-1912) s-a
nascut in satul Maliivka (regiunea Cerkasi). Absolvent,
apoi profesor la Universitatea din Kiev, prin lucrarile
sale stiintifice si activitatea pedagogicd a avut o mare
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M. V. Ostrogradski M. E. Vascenko-Zaharcenko
(1801-1862) (1825-1912)

influentd asupra dezvoltarii culturii matematice, in spe-
cial traducand ,Elementele” lui Euclid, cu explicatii si
note. A publicat o serie de ghiduri de matematica, inclu-
siv despre geometria elementara in contextul cursului de
gimnaziu.

Oleksandr Matveievici Astriab (1879-1962) s-a nascut in
Lubni (regiunea Poltava). Absolvent al Universitatii din Kiev,
a condus catedra de metodica a matematicii la Institutul
Pedagogic din Kiev si a participat activ la crearea departa-
mentului de metodica a matematicii in cadrul Institutului
Ucrainean de Cercetari Pedagogice. Autor a peste 70 de
lucrari stiintifico-metodice, printre care ,Geometria vizu-
ala”, ,Teoria si metodica rezolvarii problemelor de construc-
tie”, ,Metodica stereometriei”.

Antonii Marian Lomnitchi (1881-1941) s-a nascut la Lviv,
a absolvit Universitatea din Lviv si a lucrat la Institutul
Politehnic din Lviv. A acordat multa atentie predarii mate-
maticii in scoald si a creat un manual de geometrie.
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Boris Iakovici Bukreev (1859-1962) — absolvent al Uni-
versitatii din Kiev, iar din 1885 — profesor la universita-
tea data, a continuat activitatea stiintificd si pedagogica
aproape pana la varsta de 100 de ani. A lucrat in dome-
niul geometriei, inclusiv a geometriei neeuclidiene.

Kostantin Moiseiovici Scerbina (1864-1946) s-a néscut
in Priluki (regiunea Cernigov), absolvent al Universitatii
din Kiev. A fost organizatorul institutului de invatatori din
Kiev (1909) si timp de 10 ani directorul acestuia, iar din
1920 a lucrat la Institutul de Educatie Nationala din Odesa.

Mihail Filipovici Kravciuk (1892-1942) s-a nascut in
satul Ciovnatea (regiunea Volani), absolvent al Universitatii
din Kiev. Pe langa realizarile stiintifice semnificative in
diferite domenii ale matematicii, a creat programe de inva-
tamant pentru scoli medii si superioare, manuale pentru
institutiile de invatdmant superior si a adus o contribu-
tie semnificativa la dezvoltarea terminologiei matematice
ucrainene. A fost organizatorul primei olimpiade de mate-
matica pentru elevi din Ucraina (1935).

Oleksandr Stepanovici Smogorjevski (1896-1969) s-a
nascut in satul Lisovi Barlanti (regiunea Vinnita), a absol-
vit Universitatea de Educatie Publicd din Kiev. A creat un
manual de bazele geometriei pentru universitati si institutii
pedagogice, precum si o serie de carti stiintifico-populare
de matematica.

Ivan Fedorovici Teslenko (1908-1994) s-a néascut in
satul Domotkani (regiunea Dnipropetrovsk), a predat la
Institutul Pedagogic din Harkiv si a condus catedra de
matematica a Universitatii din Lviv, lucrand si la Institutul
de Pedagogie. Principalele sale realizari sunt lucrarile des-
pre metodica predarii geometriei, inclusiv manuale si
materiale didactice pentru scoala medie, profesori si
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studenti de la institutiile pedagogice; teza sa de doctorat se
intituleaza ,Bazele pedagogice ale predarii geometriei”.

Zinaida Ivanivna Slepkan (1931-2008), a fost o cerce-
tatoare ucraineana in domeniul metodicii predarii mate-
maticii, una dintre fondatoarele scolii
stiintifice ucrainene de teorie si meto-
dicd a preddrii matematicii in scolile
s1 universitatile din Ucraina, doctor in
stiinte pedagogice, profesor. Timp de
multi ani a condus catedra de matema-
tica elementara si metodica a matema- £
ticii la Institutul Pedagogic de Stat din ;S &

Kiev. Zinaida Ivanivna a fost prima g«‘f:ﬂ“"

femeie din Ucraina care a sustinut o %

teza de doctorat in metodica predarii Z. 1. Slepkan
matematicii. (1931-2008)

Isaac Moiseiovici laglom (1921-1988) s-a nascut in
Harkiv si a fost autorul mai multor ghiduri pentru elevii de
scoald medie: ,Figuri convexe”, ,Transforméari geometrice”
(doua volume), ,Geometria elementara ieri si azi” etc.

Cercetarile geometrice la Univer-
sitatea din Kiev au fost initiate la sfar-
situl secolului XIX si inceputul secolului
XX de citre B. Ia. Bukreev. In 1934, la
Facultatea de Mecanica si Matematica
a fost infiintata catedra de geometrie.

Mikola Ivanovici Kovantov a condus
catedra de geometrie a Universitatii
Nationale ,Taras Sevcenko” din Kiev
M. I. Kovantov  timp de aproape 30 de ani. El a scris

(1924-1988) peste 200 de lucrdri stiintifice si
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stiintifico-populare. Mikola Ivanovici a educat zeci de
oameni de stiinta ale caror realizdri sunt recunoscute la
nivel mondial si a depus mari stradduinte pentru a incuraja
tineretul si studieze matematica. In cartea sa ,Matematica
si romantica”, el scria: ,Dragi prieteni! incepe’,ci sa rezol-
vati probleme matematice dificile! Atat pe cele recent pro-
puse, cat si pe cele care nu au fost rezolvate de zeci sau
chiar sute de ani. Veti intdmpina dificultati si dezamagiri,
cand se va parea ca ati pierdut ani in cautarea unei fan-
tome care se ascunde permanent. Totul este posibil. Dar
veti fi rasplatiti pe masurd cand intr-o zi veti atinge cul-
mile succesului pentru care ati muncit atat de mult. Nu
fiti indiferenti, altfel veti fi condamnati la moarte
spirituala.”

Vilen Illici Mihailovschi, lucrand intreaga viatd matura
la catedra de geometrie, a contribuit semnificativ si la
dezvoltarea educatiei matematice scolare si a miscarii
olimpice in Ucraina. A fost membru al colegiilor editori-
ale ale revistelor ,Colectia geometrica ucraineand”, Jin
lumea matematicii”, ,Matematica in scoald”; a participat

activ la pregéatirea si desfasurarea

W olimpiadelor de matematica pentru

elevi si studenti. Printre lucrarile
sale publicate se numara patru edi-
tii a cartilor ,Colectia de probleme
ale olimpiadelor matematice repu-
blicane”, ,Colectia de probleme ale
olimpiadelor matematice din Kiev”,
,Practicum de rezolvare a proble-
melor de matematica”, ,Olimpiadele
matematice ucrainene”, ,Olimpiadele
V. I. Mihailovschi  matematice din Kiev”, ,Colectia de
(1932-2017) probleme de concurs de matematica”.

o)
ey
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Cand vorbim despre geometria sco-
lara, probabil toti cei care au ,peste
50 de ani” isi vor aminti mai intai de
manualul scris de Oleksii Vasilievici
Pogorelov.

In 1937, elevul din clasa a zecea de
la Harkiv, Oleksii Pogorelov, a castigat
Olimpiada matematica din Kiev si a fost
invitat sa studieze la Universitatea din
Harkiv. La varsta de 29 de ani si-a sus-
tinut teza de doctorat. O. V. Pogorelov 0. V. Pogorelov
si-a concentrat activitatea stiintifica (1919-2002)
pe doud directii: geometria clasicd si
lucrul in ingineria de constructii.

Din 1947, intreaga sa activitate stiintificd si pedago-
gica a fost legata de Harkiv. Din acel an a predat mate-
matica la Universitatea din Harkiv. In 1960 s-a infiin-
tat Institutul Fizico-Tehnologic a temperaturilor scazute,
unde O. V. Pogorelov a condus sectia de geometrie. In anii
1950-1960 a condus departamentele de geometrie ale
Institutului de Cercetare Matematica al Universitatii din
Harkiv si ale Institutului de Matematica al Academiei de
Stiinte din Ucraina.

Principala directie a cercetarilor matematice ale lui
O. V. Pogorelov au fost problemele de geometrie in gene-
ral. El a lucrat in diverse domenii ale geometriei. Printre
realizarile sale se numara rezolvarea problemelor de geo-
metrie contemporana propuse de matematicieni celebri ai
secolelor XIX si XX, precum David Hilbert, Augustin-Louis
Cauchy, Hermann Minkowski si altii. Rezultatele cerceta-
rilor sale au fost publicate in aproape 40 de monografii,
majoritatea fiind publicate in multe tari. Meritd mentio-
nat faptul céd in anii 1980, in seria de carti ale Societatii
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Americane de Matematica ,Matematicieni Remarcabili ai
Secolului XX”, un volum separat include o monografie a
lui O. V. Pogorelov, in a carei prefata el era numit ,cel mai
mare geometrician al secolului XX”.

O. V. Pogorelov a creat manuale pentru institutiile de
invatamant superior pentru toate principalele domenii ale
geometriei.

In paralel cu munca intensa la probleme matematice de
nivel mondial, O. V. Pogorelov a creat un manual de geome-
trie pentru scolile medii. El considera ca ,in scoald exista
doud materii principale — limba materna si geometria. Una
invatd omul sa-si exprime gandurile corect, iar cealalta il
invatd gandirea deductiva”. Conform acestuia, autorul a
pus la baza manualului sdu ,un sistem de axiome strict si
clar”. In 1972 a aparut prima editie a manualului, iar in
1982, dupa verificarea experimentald, manualul a fost
introdus in scoli. De atunci, au fost realizate peste 20 de
editii ale acestui manual, cu tiraje de milioane de exem-
plare. Chiar si dupd obtinerea independentei Ucrainei,
manualul lui O. V. Pogorelov a fost folosit in scolile ucrai-
nene pana in 2007, cand au fost elaborate noi programe de
invatdamant si cerinte contemporane
pentru predarea geometriei scolare.

In crearea acestui manual au fost
folosite multe idei si probleme de la
Vitalii Borisovici Polonski (1957 -2019),
un pedagog ucrainean remarcabil,
invatator emerit al Ucrainei si cavaler
al Ordinului ,Pentru Merite” de gra-
dul III. Lucrand toata viata ca profe-
sor de scoald, el a obtinut rezultate
impresionante.

V. B. Polonski
(1957-2019)



% Scoala de geometrie ucraineand 119

Elevii lui Vitalii Borisovici Polonski au devenit de 13 ori
premianti ai celei mai prestigioase competitii matema-
tice din lume pentru elevi — Olimpiada Internationala de
Matematica, de peste 100 de ori premianti ai Olimpiadelor
Matematice Nationale din Ucraina si de mai mult de 250 de
ori premianti ai Olimpiadelor Municipale din Kiev.

Vitalii Borisovici Polonski este autorul a peste 100 de
manuale si ghiduri de matematicd scolara. Articolele sale
au fost publicate regulat in reviste matematice de prestigiu
pentru elevi si profesori, cum ar fi ,Kvant”, ,Matematica in
scoald”, _In lumea matematicii”. Astazi, un nou cerc mate-
matic de pregatire pentru olimpiadele internationale de
matematicd din Kiev poarta numele lui. Dacd veti deveni
premianti ai olimpiadelor matematice nationale (ocupand
locul 1 sau 2), veti avea dreptul sa participati la activitatea
acestuli cerc.




120 § 2. Triunghiuri ﬁ@
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1. Triunghiul este ascutitunghic daca:
A) printre unghiurile lui nu exista unghi obtuz;
B) fiecare unghi al lui este mai mic decat cel drept;
C) printre unghiurile lui nu exista unghi drept;
D) fiecare unghi al lui este mai mic decat cel obtuz.

2. Daca inaltimea triunghiului nu se afla in interiorul lui, atunci
triunghiul este:

A) dreptunghic;

B) obtuzunghic;

C) echilateral,;

D) ascutitunghic.

3. Doua triunghiuri sunt egale daca:

A) doua laturi ale unui triunghi sunt egale cu doua laturi ale
altui triunghi;

B) o latura si doua unghiuri ale unui triunghi sunt egale cu
latura si doua unghiuri ale altui triunghi;

C) doua laturi si un unghi ale unui triunghi sunt egale cu
doua laturi si un unghi ale altui triunghi;

D) doua laturi si unghiul cuprins intre ele ale unui triunghi
sunt egale cu doud laturi si unghiul cuprins intre ele ale
altui triunghi.

4. Cate perechi de triunghiuri egale sunt
reprezentate pe desen?

A) 1; C) 3;

B) 2; D) 4.

5. Se stie ca punctul M este mijlocul laturii AC a triunghiului
ABC. Pe semidreapta BM, in afara triunghiului, s-a depus seg-
mentul ME, care este egal cu segmentul BM. Aflati lungimea
segmentului EC, daca AB=4,2 cm.

A) 2,1 cm; B) 4,2 cm; C) 4,8 cm; D) 8,4 cm.

6. Care din urmatoarele afirmatii este corecta?
A) Triunghiul isoscel este un caz aparte de triunghi scalen;
B) triunghiul echilateral este un caz aparte de triunghi
scalen;
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C) triunghiul echilateral este un caz aparte de triunghi
isoscel;
D) triunghiul isoscel este un caz aparte de triunghi echilateral.

7. Care din urmatoarele afirmatii este falsa?

A) Daca inaltimea unui triunghi imparte latura la care este
dusa ea, in segmente egale, atunci acest triunghi este
isoscel;

B) daca mediana si bisectoarea unui triunghi, duse din ace-
lasi varf, nu coincid, atunci acest triunghi nu este isoscel;

C) daca un triunghi este echilateral, atunci lungimea orica-
rei indltimi a lui este egald cu lungimea oricarei bisec-
toare a lui;

D) daca doua unghiuri ale unui triunghi sunt egale, atunci
bisectoarea celui de-al treilea unghi imparte latura opusa
in segmente egale.

8. Triunghiul este echilateral daca:

A) latura lui este de trei ori mai mica decat perimetrul lui;

B) fiecare latura este de trei ori mai mica decat perimetrul
lui;

C) doua din inaltimile lui sunt egale;

D) doua din bisectoarele lui sunt egale.

9. Perimetrul triunghiului isoscel ABC (AB=BC(C) este egal cu
16 cm. Perimetrul triunghiului ABM, unde punctul M este mij-
locul segmentului AC, este egal cu 12 cm. Aflati mediana BM.

A) 4 cm; B) 6 cm; C) 2 cm; D) 5 cm.

10. Fiecare din punctele X si Y este egal departat de extremi-
tatile segmentului AB. Care din urmatoarele afirmatii poate fi
falsa?

A) Dreptele XY si AB sunt perpendiculare;

B) £ XAY=/ZXBY;

C) ZAXB=ZAYB;

D) LAXY = /BXY.

11. Punctul M este mijlocul segmentului AB. Punctul X nu
apartine mediatoarei segmentului AB, daca:

A) XA=XB; C) XM 1 AB;

B) XM= XB; D) /XAM=2XBM.
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Figuri egale

Doua figuri se numesc egale daca ele coincid prin
suprapunere.

Axioma despre existenta unui triunghi egal cu cel dat.

Pentru triunghiul dat ABC si semidreapta data A M,
existd un astfel de triunghi A B C, care este egal cu tri-
unghiul ABC, astfel incat AB=A B, BC=B,C,AC=AC,
si latura A B, apartine semidreptei A M, iar varful C, se

afla in semiplanul dat fata de dreapta A M.

Teorema despre existenta si unicitatea dreptei per-
pendiculare pe cea data

Printr-un punct ce nu apartine dreptei date se poate
duce o dreapta perpendiculara pe cea datd si numai una
singura.

Inaltimea triunghiului

Perpendiculara coborata din varful triunghiului pe
dreapta care contine latura opusa se numeste indltimea
triunghiului.

Mediana triunghiului
Segmentul care uneste varful triunghiului cu mijlocul
laturii opuse se numeste mediana triunghiului.

Bisectoarea triunghiului

Segmentul bisectoarei unghiului triunghiului, care
uneste varful triunghiului cu un punct al laturei opuse,
se numeste bisectoarea triunghiului.
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Primul criteriu de egalitate a triunghiurilor: dupa
doua laturi si unghiul dintre ele

Daca doua laturi si unghiul dintre ele ale unui triunghi
sunt egale corespunzator cu douéa laturi si unghiul din-
tre ele ale altui triunghi, atunci astfel de triunghiuri
sunt egale.

Al doilea criteriu de egalitate a triunghiurilor: dupa o
latura si doua unghiuri alaturate ei

Daca o laturd si doud unghiuri aldturate ei ale unui
triunghi sunt egale corespunzator cu o latura si doua
unghiuri alaturate ei ale altui triunghi, atunci astfel de
triunghiuri sunt egale.

Al treilea criteriu de egalitate a triunghiurilor: dupa
trei laturi
Daca trei laturi ale unui triunghi sunt egale corespun-
zator cu trei laturi ale altui triunghi, atunci astfel de
triunghiuri sunt egale.
Mediatoarea segmentului
Dreapta care este perpendiculara pe un segment si trece
prin mijlocul lui, se numeste mediatoarea segmentului.
Triunghiul isoscel
Triunghiul, in care doud laturi sunt egale, se numeste
isoscel.
Triunghiul echilateral
Triunghiul care are toate laturile egale se numeste
echilateral.
Proprietatile triunghiului isoscel

Intr-un triunghi isoscel: 1) unghiurile de la bazi sunt
egale; 2) bisectoarea triunghiului, dusa la baza lui, este
mediana si Inaltime.
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Criteriile triunghiul isoscel

Daca mediana triunghiului este indltimea lui, atunci
acest triunghi este isoscel.

Daca bisectoarea triunghiului este inaltimea lui,
atunci acest triunghi este isoscel.

Daca intr-un triunghi doua unghiuri sunt egale,
atunci acest triunghi este isoscel.

Daca mediana triunghiului este bisectoarea lui,
atunci acest triunghi este isoscel.

Proprietatile triunghiurilor care reies din proprieta-
tile si criteriile triunghiului isoscel

In triunghi unghiurilor egale li se opun laturi egale.
In triunghi laturilor egale li se opun unghiuri egale.
In triunghiul isoscel bisectoarea, iniltimea si medi-
ana duse la baza lui, coincid.

In triunghiul echilateral toate unghiurile sunt egale.
In triunghiul echilateral bisectoarea, iniltimea si
mediana duse dintr-un varf, coincid.

Daca intr-un triunghi toate unghiurile sunt egale,
atunci acest triunghi este echilateral.
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Cum de stabilit paralelismul a doua drepte? Care sunt
proprietatile dreptelor paralele? Cu ce este egala suma
unghiurilor oricdrui triunghi? Care sunt proprietatile
triunghiului dreptunghic? Insusind materialul acestui paragraf,
veti obtine raspunsuri la aceste intrebari.

13. Drepte paralele

Definitie. Doua drepte se numesc paralele daca
ele nu se intersecteaza.

In figura 204 sunt prezentate dreptele paralele a si b.
Se scrie: a || b (se citeste: ,dreptele a si b sunt paralele” sau
,dreapta a este paralela cu dreapta b”).

—

Fig. 204 Fig. 205 Fig. 206

Daca doua segmente se afla pe drepte paralele, atunci
ele se numesc paralele. In figura 205 segmentele AB si CD
sunt paralele. Se scrie: AB || CD.

De asemenea, se poate vorbi despre paralelismul a doua
semidrepte, a semidreptei si segmentului, dreptei si semi-
dreptei, segmentului si dreptei. De exemplu, in figura 206
sunt prezentate semidreptele paralele AB si CD.

Teorema 13.1 (criteriul de paralelism al
dreptelor). Doua drepte, ce sunt perpendiculare
la a treia dreapta, sunt paralele.

Demonstratie. © In figura 207 a Lc si b Lc. Trebuie
de demonstrat ca a || b.
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Presupunem ca dreptele a si b se intersecteaza intr-un
punct oarecare M (fig. 208). Atunci, prin punctul M, care
nu apartine dreptei c, trec doud drepte a si b, perpendicu-

lare pe dreapta c. Acest lucru contrazice

a b faptul ca printr-un punct se poate duce

doar o singura dreapta perpendiculara pe
¢ o dreapta data (teorema 7.1). Astfel, pre-

supunerea noastra nu este corecta; deci,
Fig. 207 allb ®

Fig. 208

Teorema demonstrata explicd de ce, folosind o rigla si
un echer, putem construi drepte paralele, asa cum este
aratat in figura 209.

Consecinta. Printr-un punct dat M, care nu
apartine dreptei a, se poate duce dreapta b, paralela
cu dreapta a.

Demonstratie. © Fie ca punctul M nu c
apartine dreptei a (fig. 210). Ducem prin
punctul M dreapta ¢, perpendiculara pe M b
dreapta a. Acum, prin punctul M ducem
dreapta b, perpendiculara pe dreapta c. a
Conform criteriului de parallelism al drep- ]
telor (teorema 13.1), obtinem ca a || b. ®

Se poate oare duce prin punctul M
(fig. 210) inca o dreaptd, paralela cu Fig. 210
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dreapta a? Raspunsul la aceasta intrebare este dat de
axioma paralelismului dreptelor.

Axioma paralelismului dreptelor. Printr-un
punct ce nu apartine dreptei date, trece numai o
dreapta paralela cu cea data.

Teorema 13.2. Daca doua drepte sunt paralele
la a treia dreaptd, atunci ele sunt paralele intre ele.

Demonstratie. © Fieca b || a sic || a. Vom demonstra
cabl|e

Presupunem ca dreptele b si c nu sunt paralele, ci se inter-
secteaza intr-un punct oarecare M (fig. 211). Atunci avem
ca, prin punctul M trec doua drepte paralele cu dreapta a,
ceea ce contrazice axiomei paralelismului dreptelor. Astfel,
presupunerea noastra este incorecta; deci, b || c. ®

S~o V4 c

b ’l:‘\\M b M/

Fig. 211 Fig. 212

O— Problema. Demonstrati ca, daca dreapta intersec-
teaza una din doua drepte paralele, atunci ea intersecteaza
si pe a doua.

Rezolvare. Fie ca dreptele a si b sunt paralele si
dreapta c intersecteaza dreapta b in punctul M (fig. 212).
Presupunem ca dreapta ¢ nu intersecteaza dreapta a, atunci
¢ || a. Dar, in acest caz, prin punctul M trec doua drepte b
si ¢, care sunt paralele cu dreapta a, ceea ce contrazice axio-
mei paralelismului dreptelor. Astfel, presupunerea noastra
este incorectd, deci, dreapta c intersecteaza dreapta a. €
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p 1. Care doua drepte se numesc paralele? 2. Cum se citeste notatia
m || n? 3. Care segmente se numesc paralele? 4. Care este
amplasarea reciproca a doua drepte, ce sunt perpendiculare la a
treia dreaptd? 5. Formulati axioma paralelismului dreptelor.6. Care
este amplasarea reciproca a doua drepte, ce sunt paralele la a treia
dreaptad?

\@\ INSARCINARI PRACTICE I

309.° Desenati in caiet figura 213. Duceti prin fiecare din
punctele A si B o dreapta paraleld cu dreapta m.

m m m
A B

A

a b c
Fig. 213

310.° Desenati un triunghi si duceti prin fiecare din varfu-
rile lui o dreapta paralela cu latura opusa.

311.° Desenati in caiet figura 214. Duceti prin punctul
B dreapta m, paralela cu dreapta AC, iar prin punctul D
dreapta n, paralela cu dreapta AC. Care este amplasarea
reciproca a dreptelor m si n?

B

Fig. 214
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312.° Se poate oare duce o dreapta care ar fi paralela cu
fiecare din dreptele a si b, ce se intersecteaza?

313.° Dreapta a este paralela cu latura AB a triunghiului
ABC. Poate oare dreapta a sa fie paralela cu latura AC?
cu latura BC?

314.° Se poate oare afirma ca doua segmente sunt paralele
daca nu au puncte comune?

315.° Se poate oare afirma ca existda numai o semidreapta
paralela cu dreapta data, originea careia este punctul dat?

316.° Cate segmente se pot duce, care vor fi paralele cu
dreapta data, prin punctul, ce nu apartine acestei drepte?

317.° Dreptele a si b se intersecteaza. Se poate oare de dus
o astfel de dreapta c, care ar fi paraleld cu dreapta a si sa
intersecteze dreapta b?

318.° Dreptele a si b sunt perpendiculare pe dreapta c,
iar dreapta d intersecteaza dreapta a. Va intersecta oare
dreapta d dreapta b?

319." Segmentul BD este mediana triunghiului isoscel ABC
(AB=BC(). Prin punctul B s-a dus dreapta m perpendicu-
lara pe dreapta BD. Care este amplasarea reciproca a drep-
telor m si AC? Argumentati raspunsul.

320.° Dreptele a si b se intersecteazd. Dreapta c este
paraleld cu dreapta a. Demonstrati ca dreptele b si ¢ se
intersecteaza.

321.° Se dau trei drepte a, b si c. Se stie ca dreptele a si b
sunt paralele, iar dreapta ¢ nu intersecteaza dreapta a.
Demonstrati ca dreapta ¢ nu intersecteaza dreapta b.

322.” Demonstrati cd, atunci cand orice dreapta care inter-
secteaza dreapta a, intersecteaza si dreapta b, atunci drep-
tele a si b sunt paralele.
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323. Pe segmentul AB sunt notate punctele C si D astfel, incat
AC=BD. Punctul O este mijlocul segmentului CD. Aflati dis-
tanta dintre punctele C si D, dacda AB=21 cm, AO:OD="17:2.

324. Punctul B apartine dreptei AC, semidreptele BD si BF
se afla in diferite semiplane fata de dreapta AC, ZABD=80°,
ZABF=150° semidreapta BM — Dbisectoarea unghiului DBF.
Aflati unghiul MBC.

325. In triunghiul ABC mediana CM este egald cu jumaitate din
latura AB, ZA=47°, /B=43° Cu ce este egal unghiul ACB?

C'- OBSERVATI, DESENATI,

O CONSTRUITI, INVENTATI
326. Ecaterina si Eugen s-au apropiat de un iaz patrat, in mij-
locul caruia se afla o insuld patrata (fig. 215). Pe mal au gasit
doua scanduri, putin mai scurte decat latimea canalului dintre

malul iazului si insuld. Cum pot ei ajunge pe insula, folosind
aceste scanduri?

Fig. 215
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14. Criteriile de paralelilsm ale doua drepte

Daca doua drepte a si b sunt intersectate de a treia
dreapta c, se formeaza opt unghiuri (fig. 216). Dreapta c se
numeste secanta dreptelor a si b.

Unghiurile 3 si 6, 4 si 5 se numesc unghiuri interne de
aceeasi parte a secantei.

Unghiurile 3 si 5, 4 si 6 se numesc unghiuri alterne
interne.

Unghiurile 6 si 2, 511, 3 817, 4 si8 se numesc unghiuri
corespondente.

c
- 2/1 a 7 a ’
34 1 1 U
pA ;
b 6/5 b 2 b !
7e /

Fig. 216 Fig. 217 Fig. 218

Teorema 14.1. Dacda unghiurile alterne interne,
formate la intersectia a douad drepte cu o secantd, sunt
egale, atunci dreptele sunt paralele.

Demonstratie. © In figura 217 dreapta c este secanta
dreptelor a si b, £1= /2. Vom demonstra, ca a || b.

Daca £1=2/2=90° (fig. 218), atunci paralelismul drepte-
lor a si b rezultd din criteriul paralelism al dreptelor (teo-
rema 13.1).

Fie acum ca dreapta ¢ nu este perpen-
diculard pe niciuna din dreptele a si b. E A7
Notam cu literele A si B punctele de inter- T
sectie a dreptei ¢ cu dreptele a si b cores- 3
punzator. Notam punctul M — mijlocul
segmentului AB (fig. 219). Din punctul M
ducem perpendiculara ME pe dreapta a.

Fie ca dreapta ME intersecteaza dreapta b 4
in punctul F. Avem: unghiurile 1 si 2 sunt _BAZ [ b
egale conform conditiei; unghiurile 3 si 4 / F

sunt egale ca unghiuri opuse la varf. Fig. 219

M
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Deci, triunghiurile AME si BMF sunt egale dupa o
latura si doud unghiuri aldturate ei, adica conform celui
de-al doilea criteriu de egalitate a triunghiurilor. De aici
ZAEM=/ZMFB=90° Am aratat ca dreptele a si b sunt per-
pendiculare pe dreapta EF; deci, ele sunt paralele. ®

Teorema 14.2. Daca suma unghiurilor interne
de aceeasi parte a secantei, formate la intersectia a
doua drepte cu o secanta este egala cu 180° atunci
dreptele sunt paralele.

Demonstratie. © In figura 220 dreapta c este secanta
dreptelor a si b, L1+ £2=180°. Vom demonstra, ca a || b.

Unghiurile 1 si 3 sunt adiacente, deci £1+ £3=180°.
Deoarece £1+ £2=180° atunci £2= /3. Iar unghiurile 2
si 3 sunt alterne interne, de aceea conform teoremei 14.1

al|lb ®
C
A 4
a B C
1
3Y 4
3
2 b /22/ b
/ / A D

Fig. 220 Fig. 221 Fig. 222

Teorema 14.3. Daca unghiurile corespondente,
formate la intersectia a doud drepte cu o secanta
sunt egale, atunci dreptele sunt paralele.

Demonstratie. © In figura 221 dreapta c este secanta
dreptelor a si b, Z1= /2. Vom demonstra, ca a || b.

Unghiurile 1 si 3 sunt egale ca unghiuri opuse la varf.
Deoarece £1=/2 si £1=/3, atunci £2= /3. lar unghiu-
rile 2 si 3 sunt alterne interne. De aceea conform criteriu-
lui de paralelism a doua drepte (teorema 14.1) a || b. ®

Problema: In figura 222 AB=CD si ZABD= ZCDB.
Demonstrati ca BC || AD.
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Rezolvare. Pentru triunghiurile ABD si CDB avem:
AB=CD si LABD=/ZCDB conform conditiei, segmentul
BD — laturd comuné. Deci, triunghiurile ABD si CDB sunt
egale dupa doua laturi si unghiul dintre ele, adicd conform
primului criteriu de egalitate a triunghiurilor.

Atunci ZBDA=/DBC. Deoarece unghiurile BDA si DBC
sunt unghiuri alterne interne pentru dreptele BC si AD si
secanta BD si aceste unghiuri sunt egale, rezultd ci BC || AD. <4

") 1. Cum trebuie sa fie unghiurile alterne interne, formate la

¢ intersectia a doua drepte cu o secantd, ca dreptele date sa fie
paralele? 2. Cum trebuie sa fie unghiurile interne de aceeasi parte
a secantei, formate la intersectia a doud drepte cu o secantd, ca
dreptele date sa fie paralele? 3. Cum trebuie sa fie unghiurile
corespondente, formate la intersectia a doua drepte cu o secanta,
ca dreptele date sa fie paralele?

Eé 1\ iNSARCINARI PRACTICE I

327.° Duceti dreptele AB si CD. Trasati dreapta MK care
intersecteaza fiecare din dreptele AB si CD. Notati punctul
de intersectie al dreptei AB cu MK cu litera O, iar punctul
de intersectie al dreptei CD cu MK — cu litera E. Completati
ce a fost omis in text:

1) unghiurile AOM si ... — corespondente;

2) unghiurile AOE si ... — corespondente;

3) unghiurile AOE si ... alterne interne;

4) unghiurile AOE si ... interne de aceeasi parte a secantei.

Indicati ce fel de unghiuri (corespondente, alterne interne,

interne de aceeasi parte a secantei) sunt:

1) ZBOM si Z/DEM; 3) ZBOE si ZOEC.

2) ZBOE si ZDEM,;
328.° Desenati doua drepte si duceti secanta lor. Numerotati
unghiurile formate la intersectia dreptelor date cu secanta.
Indicati printre aceste unghiuri toate perechile de:

1) unghiuri corespondente;

2) unghiuri interne de aceeasi parte a secantei;

3) unghiuri alterne interne.
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329.° Cum se numesc unghiurile 1 si 2, reprezentate in
figura 2237

/

7 /

Fig. 223

330.° In figura 224 indicati toate
perechile de unghiuri alterne interne,
interne de aceeasi parte a secantei si
corespondente.

331.° Scrieti care unghiuri din figura 225 Fig. 224
sunt:
1) interne de aceeasi parte a secantei formate de drep-
tele BC si AD si secanta AB;
2) interne de aceeasi parte a secantei formate de drep-
tele CE si CD si secanta AD;
3) alterne interne formate de dreptele BC si AD si
secanta CE;
4) corespondente formate de dreptele CE si CD si
secanta AD;
5) interne de aceeasi parte a secantei formate de drep-
tele BC si AD si secanta CE.
B C

Fig. 225
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332.° In care din figurile 226, a-d, dreptele a si b sunt
paralele?

c
a Y o K oa X o
28° 108° /16°
154°
b 29° b A\92° b 729 b
7 ~7 \ N
a b c d
Fig. 226

333.° Sunt oare paralele dreptele a si b reprezentate in

fi a:
igura 227 daca 1/70<2 .
1) £3 =£6;
9) /2= /6; 8 4
3) £4=125°, /6 =>55% 5 A6 b
4) /2 =235° /5=146°%
5) £/1-98°,  /6-82° ol
6) £1=143°, LT=37°7 Fig. 227
334.° In care din figurile 228, a-d dreptele m si n sunt
paralele?
128° m
n
52° z
k k
m| nj[26° 156°
a b c d

Fig. 228

335.° In figura 229 indicati toate perechile de drepte
paralele.
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a
a

104° 3

/

Fig. 229 Fig. 230

336.° Scrieti care drepte din figura 230 sunt paralele, daca
/1=53° £2=128° /3=127°.

337.° In figura 231 £1+£2=180°. Demonstrati ca drep-
tele a si b sunt paralele.

iy a4

Fig. 231 Fig. 232 Fig. 233

338° In figura 232 £1=/2. Demonstrati ca dreptele b
si ¢ sunt paralele.

339.° In figura 233 AABC = ADEF, AB=DE. i
Demonstrati cd AC || DF. D C
340.° In figura 234 AABC=ADCE,

AC=DE. Demonstrati ca AB || CD. A B

341.° In figura 235 AB=BC, CD=DK. Fig. 234
Demonstrati cd AB || DK.

342." In figura 236 semidreapta AK este bisectoarea
unghiului BAC, AM = MK. Demonstrati cda MK || AC.



Iz@ 14. Criteriile de paralelilsm ale dou& drepte 137

B B C

AN y .

: \\/K
D A cC A ; D

Fig. 235 Fig. 236 Fig. 237

343.° In figura 237 ZACB=/ACD, AD=CD. Demonstrati
ca BC || AD.

344.° In triunghiul ABC se stie ca AB=BC si ZA=60°.
Unghiul BCD este adiacent cu unghiul ACB, semidreapta
CM — bisectoarea unghiului BCD. Demonstrati ca AB || CM.
345.° Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O
si sunt impartite de acest punct in jumatati. Demonstrati
ca AC || BD.

346.° In figura 238 AB=CD si BC=AD. Demonstrati ca
AB || CD.

A D
Fig. 238 Fig. 239 Fig. 240

347.° In figura 239 sunt reprezentate dreptele a, b si k.
Se stie, cad o dreapta oarecare m intersecteaza dreapta a.
Va intersecta oare dreapta m dreapta b?

348.° Care este amplasarea reciproca a dreptelor CD si EF
in figura 2407

349.” Unghiul ABC este egal cu 60° iar unghiul BCD —
120°. Se poate oare afirma, cd dreptele AB si CD sunt
paralele?
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350.” Unghiul dintre dreptele a si c este egal cu unghiul
dintre dreptele b si c. Se poate oare afirma, ca dreptele a
si b sunt paralele?

351.” Din opt unghiuri, formate la intersectia dreptelor
a si b cu dreapta ¢, patru unghiuri sunt egale cu 40° iar
celelalte patru unghiuri — cu 140°. Se poate oare afirma, ca
dreptele a si b sunt paralele?

352.” O dreapta intersecteaza bisectoarea BM a triun-
ghiului ABC in punctul O, care este mijlocul segmentu-
lui BM, iar latura BC — in punctul K. Demonstrati ca daca
OK 1 BM, atunci MK || AB.

353. Segmentele AM si CK — medianele triunghiului ABC.
Pe prelungirea segmentului AM dupa punctul M s-a depus
segmentul MF, pe prelungirea segmentului CK dupa punc-
tul K — segmentul KD astfel, incat MF=AM si KD=CK.
Demonstrati ca punctele B, D si F' sunt situate pe o dreapta.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

354. Semidreapta OC imparte unghiul AOB in doua unghiuri
astfel, incat ZAOC: ZBOC=3:5. Aflati unghiul dintre semi-
dreapta OC si bisectoarea unghiului adiacent
cu unghiul AOB, dacad unghiul BOC este cu
42° mai mare decat unghiul AOC.

355. In figura 241, ZABK = /CBM. Demon-
strati cd BM = BK.

356. Triunghiurile isoscele ABC si ADC au
baza comuna AC. Dreapta BD intersecteaza

segmentul AC in punctul E. Demonstrati ca A4 MoK C
AE=EC Fig. 241

C'- OBSERVATI, DESENATI,

® CONSTRUITI, INVENTATI
357. Dati un exemplu cand partea comuna (sectiunea) a unui
triunghi si a unui patrulater este un octogon.

B
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E@/ AL CINCILEA POSTULAT AL LUI EUCKID IS

In punctul 6 ati aflat ci axiomele sunt acceptate ca
afirmatii evidente. Atunci, de ce, de exemplu, teoremele 1.1
si 5.1 s nu le includem in lista axiomelor, deoarece ele sunt
de asemenea evidente? Raspunsul la aceasta intrebare este
destul de simplu: dacd o afirmatie poate fi demonstrata,
folosind axiome sau teoreme deja demonstrate, atunci
aceasta afirmatie este o teorema4, si nu axioma.

Din aceasta pozitie, este foarte instructiva istoria legata
de al cincilea postulat al lui Euclid (reamintim ca in poves-
tirea ,Din istoria geometriei” am formulat primele patru
postulate).

V postulat. Pentru ca de fiecare datd cand o dreapti la
intersectia cu altele doua drepte formeaza
cu ele unghiuri interne de aceeasi parte
a secantel, suma carora este mal mica
decat doua unghiuri drepte, aceste drepte
se intersecteaza pe acea parte a secantei,
unde aceastd suméa este mai mica decat
doua unghiuri drepte (fig. 242).

Putem demonstra ca al cincilea postulat
si axioma paralelismului dreptelor formu- a
lata in punctul 13 sunt echivalente, adica B
din postulat reiese axioma si, invers, din
axioma reiese postulatul.

Timp de peste douazeci de secole, o mul-
time de savanti au incercat sa demonstreze Fig. 242
al cincilea postulat, adica sa-l demonstreze
din alte axiome ale lui Euclid. Abia la inceputul secolului
al XIX-lea, cativa matematicieni, independent unul de altul,
au ajuns la concluzia ca: afirmatia, ca printr-un punct dat,
care nu se afla pe o dreaptd datd, se poate duce o singurd
dreapta paralela cu cea data, este o axioma.

a+f < 180°
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Se péare ca in aceasta concluzie nu este nimic deosebit:
adaugam axioma paralelismului la lista deja existenta de
axiome-reguli si apoi demonstram teoremele.

Insa, dacd in fotbal am adduga méicar o reguld, de exem-
plu, s& permitem jucétorilor de pe teren si joace si cu mai-
nile, am obtine un joc complet diferit.

Daca al cincilea postulat este o regula pe care o accep-
tdm si nu o teoremd, atunci il putem inlocui cu o alta
reguld — o afirmatie inversa lui: printr-un punct care nu se
afla pe o dreaptd datd trec cel putin doud drepte care nu
intersecteazd dreapta datd. Aceastd noua axioma permite
construirea unei noi geometrii — geometria neeuclidiana.

15. Proprietatile dreptelor paralele

Teorema 15.1 (reciproca teoremei 14.1).
Daca doua drepte paralele sunt intersectate de o
secantd, atunci unghiurile, care formeazda perechea
unghiurilor alterne interne, sunt egale.

Demonstratie.© In figura 243 dreptele a si b sunt para-
lele, iar dreapta ¢ — secantda. Vom demonstra ca £1= /2.

Fie ca £1# 2. Atunci prin punctul K vom duce dreapta

a, astfel, incat £3=2/2 (fig. 243). Unghiurile 3 si 2 sunt

alterne interne la dreptele a, si b si secanta c. Atunci con-

form criteriului paralelismului a doua

G /e . drepte (teorema 14.1) a || b. Am obti-
T nut ca prin punctul K trec doua drepte
3 paralele cu dreapta b. Aceasta contrazice
2 p axioma paralelismului dreptelor. Astfel,
7

presupunerea noastra este incorecta;
Fig. 243 deci, L/1=/2. ®
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Teorema 15.2 (reciproca teoremei 14.3).
Dacd doua drepte paralele sunt intersectate de o
secantd, atunci unghiurile, care formeazd perechea
unghiurilor corespondente, sunt egale.

Demonstratie. © In figura 244 dreptele a si b sunt para-
lele, iar dreapta ¢ — secanta. Vom demonstra, ca £1= /2.

Conform proprietatii dreptelor paralele (teorema 15.1),
unghiurile 3 si 2 sunt egale ca unghiuri alterne interne la
dreptele paralele a si b si secanta c. Insd unghiurile 3 si 1
sunt egale ca unghiuri opuse la varf. Deci, £L1=/2. ®

Teorema 15.3 (reciproca teoremei 14.2).
Dacd doua drepte paralele sunt intersectate de o
secantd, atunci suma unghiurilor, care formeaza pere-
chea unghiurilor interne de aceeasi parte a secantei,
este egala cu 180-.

Demonstratie. ® In figura 245 dreptele a si b sunt

paralele, iar dreapta ¢ — secantd. Vom demonstra, ca
1+ /2=180°.
Cc
c C a
1 4 / a T
3 3 1 b
2 b 2 b
/ /
Fig. 244 Fig. 245 Fig. 246

Conform proprietatii dreptelor paralele (teorema 15.1)
unghiurile 3 si 2 sunt egale ca unghiuri alterne interne
la dreptele paralele a si b si secanta c. Insa unghiurile
3 si 1 sunt adiacente, de aceea £1+ ./3=180° Deci,
L1+ /2=180°. ®

Consecinta. Dacd o dreaptd este perpendicularad
pe una din doud drepte paralele, atunci ea este per-
pendiculara si pe a doua (fig. 246).

Demonstrati aceastd consecinta de sine statétor.
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O— Problema 1. Demonstrati cd toate punctele uneia
din doua drepte paralele sunt egal departate de cealalta
dreapta.

Rezolvare. Fie ca dreptele a si b sunt paralele (fig. 247),
iar M si N sunt doud puncte arbitrare ce apartin dreptei a.
Coboram din ele perpendicularele MK si NP pe dreapta b.
Vom demonstra, ca MK = NP.

Cercetam triunghiurile MKN si PNK.
a M N Segmentul KN este latura lor comuna.
Deoarece MK1b si NPLlb, atunci
MK || NP, iar unghiurile MKN si PNK
sunt egale ca unghiuri alterne interne la

4 rK P—I dreptele paralele MK si NP si secanta KN.
Analogic unghiurile MNK si PKN sunt
Fig. 247 egale ca unghiuri alterne interne la drep-

tele paralele MN si KP si secanta KN.
Deci, triunghiurile MKN si PNK sunt egale dupa o latura
si unghiurile alaturate ei, adica conform celui de-al doilea
criteriu de egalitate a triunghiurilor. Atunci MK =NP. 4

Definitie. Distanta dintre doua drepte
paralele se numeste distanta de la orice punct al
unei drepte pana la cealalta dreapta.

De exemplu, in figura 247 lungimea segmentului MK
este distanta dintre dreptele paralele a si b.

Problema 2. In figura 248 segmentul AK este bisec-
toarea triunghiului ABC, MK || AC. Demonstrati ca triun-
ghiul AMK este isoscel.

Rezolvare. Deoarece segmentul AK B
este bisectoarea triunghiului ABC, atunci
/ZMAK = /KAC. Unghiurile KAC si MKA
sunt egale ca unghiuri alterne interne la
dreptele paralele MK si AC si secanta AK.
Deci, ZMAK=/MKA. Atunci triunghiul
AMK este isoscel. 4 Fig. 248
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91 Ce proprietate au unghiurile alterne interne formate la
intersectia a doud drepte paralele cu o secanta? 2. Ce proprietate
au unghlurlle corespondente formate la intersectia a douad drepte
paralele cu o secantd? 3. Ce proprietate au unghiurile interne de
aceeasi parte a secantei formate la intersectia a doua drepte
paralele cu o secantd? 4. Se stie ca o dreapta este perpendiculard
pe una din doua drepte paralele. Este oare ea obligatoriu
perpendiculara si pe a doua dreapta? 5. Ce se numeste distanta
dintre doua drepte paralele?

B imenHUMKax KiHOYOTO POAY OAHUHU B OPYIHOMY
BiAMiHKY mepen s3aKiHUeHHAM M’ SKi OPUTOJIOCHI Ta IIWIIISYL
3ByKU [&], [u], [m1] momoB:kyloThesi. Ha mumchbMi momoB:KeHHS
IIPUTOJIOCHOTO 3BYKa IIepelaeMO ABOMAa ONHAKOBUMU OYKBaMwu,
a 3aKiHueHHsS — OYKBOIO ¥0: 8i0CMAHb — Bi0CMAHHIO, 2DAHbL —
2PanHIo, 8icb — 8iccio, diazoHanb — 0iazoHANLIO.

e\
WEXERCITII [

358.° In figura 249 dreptele a si b sunt paralele.
1) Sunt oare egale unghiurile 1 si 5? Unghiurile 4 si 6?
Unghiurile 2 si 8?
2) Cu ce este egald suma unghiurilor 3 si 5?7
Argumentati raspunsul.

a b

2/3 6/7
1/4 5/8

Fig. 249 Fig. 250 Fig. 251

359.° In figura 250 dreptele a si b sunt paralele. Aflati /1,
£2 81 /3.
360.° In figura 251 dreptele m si n sunt paralele. Aflati /1,
Z2 s1 /3.
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361.° Unul din unghiurile formate la intersectia a doua
drepte paralele cu a treia dreapta este egal cu 28°.
Poate oare unul din unghiurile formate sa fie egal cu:
1) 142°; 2) 152°?

362.° Suma a doua unghiuri alterne interne, formate la
intersectia a doua drepte paralele cu o a treia dreapta, este
egald cu 290°. Aflati aceste unghiuri.

363.° Suma a doua unghiuri corespondente, formate la
intersectia a doua drepte paralele cu o a treia dreapta, este
egala cu 56°. Aflati aceste unghiuri.

364.° In figura 252 aflati unghiul 1.

o 108° ° 94°
a /<64 \NOS m 10}/ R
116° 1 10(;/ 2

/ \x " a

v \a ol b

Fig. 252 Fig. 253

365.° In figura 253 aflati unghiul 2.
366.° In figura 254 /1= /2, a L n. Demonstrati ca b_Ln.

bm C m
n

2 L

a /

1 b [ 2

Fig. 254 Fig. 255

367.° In figura 255 a L ¢ si b L c. Demonstrati ca £1=22.
368.° Diferenta unghiurilor interne de aceeasi parte a
secantei, formate la intersectia a doua drepte paralele cu o
secanta, este egald cu 50°. Aflati aceste unghiuri.
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369.° Unul din unghiurile interne de aceeasi parte a secan-
tei, formate la intersectia a doua drepte paralele cu o
secanta, este de 4 ori mai mare decat celdlalt. Aflati aceste
unghiuri.

370.° In figura 256 m || n, p || k, £1=50°. Aflati unghiu-

rile 2, 3 si 4.
n A [/

ey
VA

Fig. 256

371.° Dreapta, paralela cu baza AC a triunghiului isoscel
ABC, intersecteaza laturile laterale AB si BC in punctele
D si F corespunzator. Demonstrati ca triunghiul DBF este
isoscel.

372.° Pe prelungirile laturilor AC si BC ale triunghiului
isoscel ABC (AB=BC(C) dupa punctele A si B s-au notat
punctele P si K astfel, incat PK || AB. Demonstrati ca tri-
unghiul KPC este isoscel.

373.° Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O,
AO=BO, AC || BD. Demonstrati ca CO=DO.

374." Segmentele MK si DE se intersecteaza in punctul F,
DK || ME, DK = ME. Demonstrati ca AMEF=AKDF.

375.° Raspundeti la intrebari.

1) Pot oare ambele unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei, formate la intersectia a doua drepte para-
lele cu o secantéa, sa fie obtuze?

2) Poate oare suma unghiurilor alterne interne, formate
la intersectia a doua drepte paralele cu o secanta, sa
fie egala cu 180°?

3) Pot oare sa fie egale unghiurile interne de aceeasi
parte a secantei, formate la intersectia a doua drepte
paralele cu o secanta?
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376.° In figura 257 AB || CD, BC || AD. Demonstrati ca
BC=AD.

377. In figura 257 BC=AD, BC || AD. Demonstrati ca
AB || CD.

M B K
B c AL/ﬁ//E//

F

A D A C
Fig. 257 Fig. 258 Fig. 259

378.° In figura 258 MK || EF, ME = EF, /KMF = 70°. Aflati
unghiul MEF.

379.° Prin varful B al triunghiului ABC (fig. 259) s-a dus
dreapta MK, paralela cu dreapta AC, ZMBA=42°,
ZCBK =56°. Aflati unghiurile triunghiului ABC.

380." Dreapta dusa prin varful A al triunghiului ABC para-
lel laturii lui opuse formeaza cu latura AC un unghi egal cu
unghiul BAC. Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

381." Demonstrati ca bisectoarele unei perechi de unghiuri
alterne interne, formate la intersectia a doua drepte para-
lele cu o secanta, sunt paralele.

382.° Demonstrati ca bisectoarele unei perechi de unghiuri
corespondente, formate la intersectia a doua drepte para-
lele cu o secanta, sunt paralele.

383." In figura 260 ~MAB=50°, ZABK =130°, ZACB = 40°,
semidreapta CE este bisectoarea unghiului ACD. Aflati
unghiurile triunghiului ACE.

384." In figura 261 BE L AK, CF L AK, CK este bisectoa-
rea unghiului FCD, ZABE =62°. Aflati unghiul ACK.
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MA/

K /B
Fig. 260 Fig. 261 Fig. 262

385." In figura 262 BC || MK, BK=KE, CK=KD.
Demonstrati ca AD || MK.

386." In figura 263 AB=AC, AF=FE, AB || EF. Demon-
strati ca AE L BC.

387. Triunghiul ABC este isoscel cu baza AC. Printr-un
punct arbitrar M al bisectoarei lui BD s-au dus drepte para-
lele cu laturile AB si BC si intersecteaza segmentul AC in
punctele E si F' corespunzator. Demonstrati ca DE = DF.

388." In figura 264 AB || DE. Demonstrati ca ZBCD =
=/ABC+ ZCDE.

B B A B A
E
¢ C
A F c D E D E
Fig. 263 Fig. 264 Fig. 265

389.” In figura 265 AB || DE, ZABC=120°, ~CDE = 150°,
Demonstrati cd BC L CD.

390.° Prin varful B al triunghiului ABC s-a dus o dreapta
paralela cu bisectoarea lui AM. Aceasta dreapta intersec-
teazéd dreapta AC in punctul K. Demonstrati ca triunghiul
BAK este isoscel.
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391.% Prin punctul O de intersectie a bisectoarelor AE
si CF ale triunghiului ABC s-a dus o dreapta paralela cu
dreapta AC. Aceasta dreapta intersecteaza latura AB in
punctul M, iar latura BC — in punctul K. Demonstrati ca
MK=AM+ CK.

392.% Bisectoarele unghiurilor BAC si BCA ale triunghiu-
lui ABC se intersecteaza in punctul O. Prin acest punct
s-au dus dreptele, care sunt paralele cu dreptele AB si BC
si intersecteaza latura AC in punctele M si K corespunza-
tor. Demonstrati ca perimetrul triunghiului MOK este egal
cu lungimea laturii AC.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

393. Pe segmentul AB s-a notat punctul C astfel, incat AC: BC=
=2:1. Pe segmentul AC s-a notat punctul D astfel, incat
AD:CD=3:2. In ce raport imparte punctul D segmentul AB?

394. Segmentele AC si BD se intersecteaza in punctul O,
AB=BC=CD=AD. Demonstrati ca AC L BD.

395. In triunghiul MOE pe latura MO s-a notat punctul A, in
triunghiul TPK pe latura TP — punctul B astfel, incat MA =TB.
Care este masura in grade a unghiului BKP, daca MO=TP,
LM=/T, 20=2£P, ZAEO=17°?

fﬁ!%ﬁ OBSERVATI, DESENATI,

0 CONSTRUITI, INVENTATI

396. In figura 266 este reprezentatd o

linie franta inchisd foarte complicata.

Ea margineste o parte oarecare a planu-

lui (un poligon). Pe desen se noteaza un

punct arbitrar. Cum puteti determina cel

mai rapid, daca acest punct apartine poli-

gonului sau nu? Fig. 266
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16. Suma unghiurilor triunghiului

Triunghiul este o figura-cheie a planimetriei. Lumea tri-
unghiurilor este diversd. Insd pentru toate triunghiurile
este caracteristica proprietatea, care o dezvaluie urmatoa-
rea teorema.

Teorema 16.1. Suma unghiurilor triunghiului
este egala cu 180-.

Demonstratie. © Cercetdm un triunghi arbitrar ABC.
Vom demonstra ca LA+ /B+ 2C=180°.

Prin varful B ducem dreapta a, paralela cu dreapta AC
(fig. 267). Avem: LA si Z1 egale ca unghiuri alterne interne
la dreptele paralele a si AC si secanta AB. Analogic, putem
demonstra ca £C= /3. Dar unghiurile 1, 2, 3 formeaza
un unghi desfasurat cu varful B. Deci, LA+ ZABC+ £ZC=
=/L1+/2+/3=180°. ®

Fig. 267 Fig. 268

Consecinta. Intr-un triunghi, cel putin doua
unghiuri sunt asculite.

Demonstrati aceasta consecintd de sine statator.

Din aceasta consecinté reiese, cd unghiul de la baza tri-
unghiului isoscel este intotdeauna ascutit.

Definitie. Unghiul exterior al triunghiului se
numeste unghiul adiacent cu unghiul acestui triunghi.

In figura 268 unghiurile 1, 2, 3 sunt unghiuri exterioare
ale triunghiului ABC.
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Teorema 16.2. Unghiul exterior al triunghiului
este egal cu suma a doua unghiuri ale triunghiului,
ce nu sunt adiacente cu el.

Demonstratie. © In figura 268 unghiurile 1, 2 si 3 sunt
unghiuri exterioare ale triunghiului ABC. Demonstram ca
L1=/5+/6, L2=/L4+ /6, L/3=/L4+ /5.

Demonstram, de exemplu, prima din aceste egalitati
(celelalte se demonstreaza analogic).

Conform proprietatii unghiurilor adiacente £1+ /4=
=180°. Conform teoremei despre suma unghiurilor triun-
ghiului Z4+ /5+ /6=180° Atunci L1+ /4=/4+/5+ /6,
de unde £1=/5+./6. ®

Consecinta. Unghiul exterior al triunghiului este
mai mare decdt fiecare din unghiurile triunghiului,
care nu sunt adiacente cu el.

Demonstrati aceastd consecinta de sine statator.

O-r Problema. Mediana CM din triunghiul ABC este
egala jumatate din latura AB. Demonstrati ca triunghiul
ABC este dreptunghic.
Rezolvare. Conform conditiei AM=CM (fig. 269).
Atunci in triunghiul AMC unghiurile A si ACM sunt egale.
C

A M B Fig. 269

Conform conditiei BM = CM, de aici reiese, ca in triun-
ghiul BMC unghiurile B si BCM sunt egale.

In triunghiul ACB avem: <A+ /B+/ACB=180°.
Tinand cont ca ZA=ZACM si ZB=/ZBCM obtinem:
ZACM+ /BCM + Z/ACB = 180°.

Deoarece ZACM+ /BCM=/ACB, atunci 2/ACB =180°.
Atunci ZACB=90°.

Deci, triunghiul ABC este dreptunghic. €



N4 16. Suma unghiurilor triunghiului 151

") 1. Cu ce este egald suma unghiurilor unui triunghi? 2. Care este
cel mai mic numar de unghiuri ascutite pe care le poate avea un
triunghi? 3. Care unghi se numeste ungh| exterior al triunghiului?
4. Care este legdtura dintre unghiul exterior al triunghiului si doua
unghiuri ale triunghiului, care nu sunt adiacente cu el? 5. Com-
parati unghiul exterior al triunghiului cu unghiul triunghiului, care
nu este adiacent cu el.

B iMmeHHMKaX JKiHOUOro poAy OOHUMHM, OCHOBA SAKUX
3aKiHUyeThCA ABOMA NPUTOJOCHUMU 3BYKaMU, B OPYAHOMY
BiAMiHKY mepen BakKiHueHHAM -y(-10) IIOJOBYKEHHA 3BYKiB
He BimOyBaeTbCcs: 8racmusicmvs — 8JaACMuUsicmio, pieHicms —
piericmIo, HepiéHicMb — Hepi6HicmMI, napaJjejbHicmbv — na-
panenvHicmio.

WEXERCITII -

397.° Exista oare un triunghi, unghiurile caruia sunt
egale cu:

1) 20°, 60° si 80°% 2) 10°, 40° si 120°?
398.° Aflati unghiul triunghiului daca celelalte doua
unghiuri sunt egale cu 35° si 96°.
399.° Aflati unghiurile necunoscute ale triunghiului ABC,
reprezentat in figura 270.

B ?\m
50° %\
A o
\<60° 125

Fig. 270 Fig. 271 Fig. 272

400.° Aflati unghiurile necunoscute ale triunghiului DEF,
reprezentat in figura 271.

401.° Segmentul BD este bisectoarea triunghiului ABC
(fig. 272), LA =40° £C="70° Aflati unghiul ABD.
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402.° Segmentul FK este bisectoarea tri- E
unghiului DEF (fig. 273), ZEFK = 64°,
/D =44°. Aflati unghiul E. K

403.° Unul din unghiurile triunghiului
este de 3 ori mai mic decat al doilea unghi
si cu 35° mai mic decat al treilea. Aflati Fig. 273
unghiurile triunghiului.

D F

404.° Aflati unghiurile triunghiului, daca masurile lor in
grade se raporta ca 2:3: 7.

O— 405.° Aflati unghiurile triunghiului echilateral.

O— 406.° Aflati unghiurile triunghiului dreptunghic
isoscel.

407.° Unghiul la baza unui triunghi isoscel este egal cu 63°.
Aflati unghiul de la varful acestui triunghi.

408.° Aflati unghiurile de la baza ale triunghiului isoscel,
daca unghiul de la varf este egal cu 104°.

409.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca unghiul
de la varf este de patru ori mai mare decat unghiul de la
baza.

410.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca unghiul
de la baza este cu 48° mai mic decat unghiul de la varf.

411.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca unul din
ele este egal cu: 1) 110°; 2) 50°. Cate rezolvari are problema?

412.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca unul din
ele este egal cu: 1) 42°; 2) 94°. Cate rezolvari are problema?

413.° In triunghiul ABC se stie, ca segmentul AK — bisec-
toare, ZC=90° £ZBAK = 18°. Aflati unghiurile AKC si ABC.

414.° In triunghiul ABC se stie, ca segmentul CK — bisec-
toare, AB=BC, LA =66° Aflati unghiul AKC.
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415.° Bisectoarele AK si CM ale triunghiului ABC se inter-
secteaza in punctul O, ZBAC=116°, £LBCA=34°. Aflati
unghiul AOC.

416.° In triunghiul isoscel ABC cu unghiul B la varf, care
este egal cu 36° a fost dusd bisectoarea AD. Demonstrati
ca triunghiurile ADB si CAD sunt isoscele.

417° In triunghiul ABC s-a dus bisectoarea BF. Aflati
unghiul C, daca LA =39°, ZAFB="178°.

418.° Demonstrati cd daca unul din unghiurile triunghiului
este egal cu suma celorlalte doua unghiuri, atunci acest
triunghi este dreptunghic.

419.° In figura 274 indicati unghiurile exterioare:
1) de la varfurile E si F ale triunghiului MEF;
2) de la varful E al triunghiului MKE.

M B D
M
K E F N A c
Fig. 274 Fig. 275

420.° In figura 275 indicati triunghiurile pentru care
unghiul exterior este: 1) unghiul AMB; 2) unghiul BMD.

421.° Unul din unghiurile exterioare ale triunghiului este
egal cu 75°. Cu ce este egal:
1) unghiul triunghiului de la acest varf;
2) suma celor doua unghiuri ale triunghiului, care nu
sunt adiacente cu el?

422.° In triunghiul ABC se stie, cd £A=58°, LB="72°.
Aflati unghiul exterior al triunghiului de la varful C.
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423.° Poate oare unghiul exterior al triunghiului sa fie mai
mic decat unghiul triunghiului adiacent cu el? Daca raspun-
sul este pozitiv, indicati tipul triunghiului.

424 .° Determinati tipul triunghiului daca unul din unghiu-
rile lui exterioare este egal cu unghiul triunghiului adia-
cent lui.

425.° Unul din unghiurile exterioare ale triunghiului este
egal cu 136° iar unul din unghiurile triunghiului — 61°.
Aflati unghiul necunoscut al triunghiului, neadiacent cu cel
exterior dat.

426.° Unul din unghiurile exterioare ale triunghiului este
egal cu 154°. Aflati unghiurile triunghiului care nu sunt
adiacente cu el, daca unul din aceste unghiuri este cu 28°
mai mare decat celalalt.

427.° Unul din unghiurile exterioare ale triunghiului este
egal cu 98° Aflati unghiurile triunghiului care nu sunt
adiacente cu el, daca unul din aceste unghiuri este de 6 ori
mai mic decat celalalt.

428.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel, dacd unghiul
exterior de la varful lui este egal cu 38°.

429.° Se stie ca triunghiul ABC este isoscel cu baza AC.
Aflati unghiurile acestui triunghi dacd unghiul exterior de
la varful A este egal cu 115°.

O 430.° Demonstrati ca dacd doua unghiuri ale unui tri-
unghi sunt egale cu doua unghiuri ale altui triunghi, atunci
si al treilea unghi al acestor triunghiuri sunt egale.

431.° Pe laturile triunghiului ABC (fig. 276) sunt notate
punctele E si F astfel, incat £1=2/2. Demonstrati ca
/3=/4.
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432.° In figura 277 AD=BC, ZA=/C. Demonstrati ca
AAOD = ACOB.

433.° Aflati unghiurile triunghiului isoscel daca unul din
unghiurile lui exterioare este egal cu: 1) 54°; 2) 112°. Cate
rezolvari are problema?

434." Unghiul exterior al triunghiului isoscel este egal
cu 130°. Aflati unghiurile triunghiului. Cate rezolvari are
problema?

435." Bisectoarele unghiurilor la baza AC a triunghiului
isoscel ABC se intersecteaza in punctul O. Demonstrati ca
unghiul AOC este egal cu unghiul exterior al triunghiului
ABC de la varful A.

D B

Fig. 277 Fig. 278

436." In figura 278 BC || AD, LA=25° /B=55° Aflati
unghiul CMD.

437." Segmentul BK este bisectoarea triunghiului isoscel
ABC cu baza BC, ZAKB = 105°. Aflati unghiurile triunghiu-
lui ABC.

438." Pe latura AB a triunghiului ABC este notat punc-
tul D astfel, incat BD = BC, ZACD =15°, Z/DCB=40°. Aflati
unghiurile triunghiului ABC.

439.° Prin varful C al triunghiului ABC a fost dusa o
dreapta, care este paralela cu bisectoarea AM a triunghiu-

lui si intersecteaza dreapta AB in punctul K. Aflati unghiu-
rile triunghiului AKC, daca ZBAC="70°.
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440." In figura 279 BC|| AD, /B=100°, LACD=95°
/D =45°. Demonstrati ca AB =BC.

B C

A D Fig. 279

441." In triunghiul ABC, bisectoarele unghiurilor A si C
se intersecteazd in punctul O. Aflati unghiul AOC, daca
ZB=100°.

442." Demonstrati ca bisectoarea unghiului exterior de la
varful triunghiului isoscel este paralela cu baza lui.

443." Demonstrati ca atunci cand bisectoarea unghiului
exterior a triunghiului este paralela cu latura lui, atunci
acest triunghi este isoscel.

444." Unghiul de la baza AC a triunghiului isoscel ABC
este de doua ori mai mare decat unghiul de la varf, iar
segmentul AM — bisectoarea triunghiului. Demonstrati ca
BM=AC.

445.° Triunghiul ABC este isoscel cu baza AC. Pe latura
BC este notat punctul M astfel, incat BM =AM = AC. Aflati
unghiurile triunghiului ABC.

O—r 446.° Demonstrati ca in orice triunghi este un unghi:
1) nu mai mic de 60°% 2) nu mai mare de 60°.
447. Determinati tipul triunghiului daca:
1) unul din unghiurile lui este mai mare decat suma
celorlalte doua;
2) oricare din unghiurile lui este mai mic decat suma
celorlalte doua.
448." Determinati tipul triunghiului dacd suma oricaror
doua unghiuri ale lui este mai mare de 90°.
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449. Exista oare un triunghi, doua bisectoare ale caruia
sunt perpendiculare?

450." Exista oare un triunghi, in care o bisectoare imparte
in jumatati alta bisectoare?

451.” Aflati unghiurile triunghiului ABC dacéa bisectoarea
unghiului B il imparte in doua triunghiuri isoscele.

452.%* In triunghiul ABC, se stie cd LA =a, bisectoarele
unghiurilor exterioare de la varfurile B si C se intersec-
teazad in punctul O. Aflati unghiul BOC.

453.% Pe laturile laterale AB si BC ale triunghiului isoscel
ABC sunt notate, respectiv, punctele E si F astfel, incat
AC=AF=EF=BE. Aflati unghiurile triunghiului ABC.

454.% In triunghiul ABC, se stie ca AB=2 cm, £A=60°,
ZB="10° Pe latura AC s-a notat punctul D astfel, incat
AD=1 cm. Aflati unghiurile triunghiului BDC.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

455. Pe o dreapta s-au notat punctele A, B si C astfel, ca punctul
B se afla intre punctele A si C, totodata BC=2AB. Pe segmentul
BC s-a notat punctul D astfel, ca BD:DC=3:7. Aflati distanta
dintre mijlocurile segmentelor AB si CD, daca segmentul CD
este cu 16 cm mai lung decat segmentul BD.

456. Pe mediana BM a triunghiului ABC s-a notat punctul O
astfel, ca LZOAC=Z0OCA. Demonstrati ca triunghiul ABC este
isoscel.

O
&Yy OBSERVATI, DESENATI,
0 CONSTRUITI, INVENTATI
457, Exista oare un hexagon in care orice doua diagonale ale lui
sa nu aiba puncte comune cu exceptia varfurilor?
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17. Inegalitati legate de elementele triunghiului

Imaginati-va ca laturile triunghiului ABC reprezinta
drumuri (fig. 280). Trebuie sd ajungeti din punctul A in
punctul C. Ce traseu veti alege: veti merge prin punctul B
sau veti alege drumul AC? Experienta ne aratéd ca varianta
a doua este mai scurta. Intuitia voastra este confirmata de
urmatoarea teorema.

Fig. 280

Teorema 17.1 (inegalitatea triunghiului).
Fiecare laturd a triunghiului este mai mica decadt
suma celorlalte doud laturi ale lui.

Demonstratie. ® Cercetam triunghiul ABC. Trebuie
de demonstrat, ca: 1) AB < AC+CB; 2) AC < AB+BC;
3) BC < BA+AC.

Demonstram prima din aceste inegalitati (celelalte doua
se demonstreaza analogic).

Fie, ca inegalitatea pe care trebuie sd o demonstram
este gresita. Atunci AB > AC+ CB sau AB=AC+ CB.

1) Fie, ca AB>AC+ CB. Atunci, pe latura AB putem
nota punctele C, si C, astfel, incat AC=AC, si BC=BC,
(fig. 281). Deoarece am presupus ca AB > AC+ CB, rezulta
cd AB > AC, +BC,. Deci, segmentele AC, si BC, nu au
puncte comune.
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Fig. 281

Unghiurile AC,C si BC,C sunt ascutite ca unghiuri la
baza triunghiurilor isoscele AC,C si BC,C respectiv. Atunci,
unghiurile 1 si 2 sunt obtuze ca unghiuri adiacente cu cele
ascutite. Obtinem o contradictie: in triunghiul C,CC, sunt
doua unghiuri obtuze.

2) Gandind analogic, se poate arata (faceti aceasta de
sine statator) ca egalitatea AB=AC + CB de asemenea aduce
la o contradictie. ®

Din teorema demonstrata reiese ca
atunci cdnd lungimea unui segment din /
cele trei date este nu mai micd decdt \
suma lungimilor celorlalte doud segmente,

atunci aceste segmente nu pot Sservi ca
laturi ale triunghiulut (fig. 282).

Fig. 282

In punctul 24 veti afla ca, atunci cand fiecare din trei
segmente date este mai mic decat suma celorlalte doua,
aceste segmente pot servi ca laturi ale triunghi.

Deja stiti ca intr-un triunghi, laturilor egale li se opun
unghiuri egale si invers, unghiurilor egale li se opun laturi
egale (punctul 9, 10). Aceste proprietati sunt completate de
urmatoarea teorema.

Teorema 17.2. Intr-un triunghi, laturii mai mari
i se opune unghiul mai mare, si invers, unghiului
mai mare i se opune latura mai mare.
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Demonstratie. ® 1) Cercetdm triunghiul ABC, in care
AB > BC. Trebuie de demonstrat ca LACB > £A (fig. 283).

B
B

Fig. 283 Fig. 284

Deoarece AB > BC, atunci pe latura AB va se va gasi
un astfel de punct M, ca BM=BC. Am obtinut triunghiul
isoscel MBC, in care /BMC= /BCM.

Deoarece unghiul BMC — unghi exterior pentru triun-
ghiul AMC, atunci £ZBMC > ZA. Urmatoarea ,serie” de
inegalitati demonstreaza prima parte a teoremei:

/ZACB > /MCB=/BMC > ZA.

2) Cercetam triunghiul ABC, in care ZC > ZA. Trebuie
de demonstrat, ca AB > BC.

Deoarece ZACB > ZA, atunci unghiul ACB poate
fi impartit in doud unghiuri, ACM si MCB, astfel incat
LZACM= /A (fig. 284). Atunci, triunghiul AMC este isoscel
cu laturile egale MA si MC.

Pentru latura BC, scriem inegalitatea triunghiului:
MC+MB > BC.

Avem: AB=AM+MB=MC+MB > BC. ®

Mentionam, ca a doua parte a teoremei 17.2 se poate
demonstra, folosind metoda reducerii la absurd (de la
contrar): de presupus ca BC > AB, apoi de se folosit de
prima parte a teoremei deja demonstrata. Executati aceasta
demonstrare de sine statator.

Problema. Segmentul BM — mediana triunghiului
ABC. Demonstrati ca 2BM < AB+ BC.
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Rezolvare. Pe semidreapta BM notam punctul K ast-
fel, incat MK =BM (fig. 285).

A K

Fig. 285

In triunghiurile ABM si KCM avem: AM = MC, BM = MK,
/AMB=/CMK.

Deci, AABM =AKCM conform primului criteriu de ega-
litate a triunghiurilor. Atunci AB = KC.

Pentru latura BK a triunghiului BKC scriem inegalita-
tea triunghiului: BK < BC+ CK. Tinand cont de faptul ca
BK =2BM si CK = AB, obtinem: 2BM < AB+ BC. 4

p 1. Formulati teorema inegalitatii triunghiului. 2. Formulati teorema
despre corelatia dintre laturile si unghiurile triunghiului.

e
WEXERCITII [ .

458.° Pot oare laturile unui triunghi sa fie egale cu:
1) 6 cm, 5 cm, 12 cm? 2) 6 cm, 5 cm, 11 cm?
459.° Comparati unghiurile triunghiului ABC, daca:
1) AB > AC > BC; 2) AB=BC, BC > AC.
460.° In triunghiul ABC se stie ci £A=34° /B-=28°.
Comparati laturile AB, BC si AC.
461.° Comparati laturile triunghiului ABC, daca:
V./C>/A> /B, 2) /B> /C, L/A=/B.
462." Perimetrul triunghiului este egal cu 30 cm. Poate
oare una din laturile lui sa fie egala cu: 1) 20 cm; 2) 15 cm?
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463." Lungimile a doua laturi ale triunghiului sunt egale
cu 7 cm s1 9 cm. Poate oare perimetrul acestui triunghi sa
fie egal cu: 1) 20 cm; 2) 32 cm; 3) 18 cm?

464." Doua laturi ale triunghiului isoscel sunt egale cu
7 cm si 15 cm. Aflati perimetrul triunghiului.

465.° Perimetrul triunghiului isoscel este egal cu 20 cm.
Poate oare lungimea unei laturi laterale sa fie egala cu
5 cm?

466." Doua laturi ale triunghiului sunt egale 3,4 cm si
6,1 cm. Care este cea mai mica lungime, exprimata in
numere intregi de centimetri, pe care o poate avea a treia
latura?

467." Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 4,8 cm si
7,6 cm. Care cea mai mare lungime, exprimatda in numere
intregi de centimetri, pe care o poate avea a treia latura?

468." Exista oare triunghiul in care una din laturile lui
este cu 2 cm mai mica decat a doua si cu 6 cm mai mica
decat a treia, iar perimetrul sa fie egal cu 20 cm?

469." Exista oare triunghiul in care una din laturile lui
este cu 1 cm mai mica decat a doua si cu 3 cm mai mica
decat a treia, iar perimetrul sa fie egal cu 22 cm?

470.° In triunghiul ABC, unghiul B este obtuz. Pe prelungi-
rea laturii AB dupa punctul A este notat un punct arbitrar
D. Demonstrati ca CD > AC.

471.° In triunghiul ABC se stie ca ZC > 90°. Pe latura BC
s-a notat punctul arbitrar D. Demonstrati cd AD > AC.
O— 472.” Sunt asa trei puncte A, B si C, pentru care este
adevarata egalitatea AB=AC+ CB. Demonstrati ca punctul
C este un punct interior al segmentului AB.

473.” Pe dreapta m (fig. 286) gasiti A B
punctul C, ca suma distantelor de la el /
pana la punctele A si B sa fie cea mai ™

mica. Argumentati raspunsul. Fig. 286
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474.% O laturd a triunghiului este egala cu 2,8 cm, iar
a doua — 0,6 cm. Aflati a treia laturd a acestui triunghi,
daca lungimea ei, exprimata in centimetri, este egala cu un
numar intreg.

475.% Segmentul AM — mediana triunghiului ABC,
ZCAM > ZBAM. Demonstrati ca AB > AC.

476.* Demonstrati cd suma lungimilor a doua laturi ale tri-
unghiului este mai mare decat indoitul lungimii medianei,
duse la a treia latura.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

477. Masura in grade a unghiurilor adiacente ABC si CBD se
raportda ca 5:4. Aflati unghiul dintre bisectoarele unghiurilor
ABC si ABD. Cate rezolvari are problema?

478. In triunghiurile ABC si MKE se stie, ca AB=MK, BC=KE,
/B= /K. Pe segmentul AB s-a notat punctul F, iar pe segmentul
MK — punctul P astfel, ca LZACF=/MEP. Care este lungimea
segmentului CF, daca PE =15 cm?

% iINVATAM SA APLICAM GEOMETRIA S

479. Lungimile segmentelor unui coridor drept intre intrarile
in oricare doua palate vecine in spital sunt egale. In ce loc al
coridorului ar trebui sa fie plasat postul de asistentd medicala
pentru ca suma distantelor de la acesta pand la intrarile in
palate sd cea mai micd, daca in coridor sunt: 1) doud palate;
2) trei palate; 3) patru palate?

480. Doi melci au inceput sa se deplaseze concomitent dupa o
linie dreaptd de la un punct pe o suprafatd dreaptd in directii
diferite (nu neapéarat opuse). Peste un timp oarecare, s-a consta-
tat cd un melc a parcurs 2 m, iar a doilea — 3 m. Care poate fi
distanta dintre ei in acel moment?
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18. Triunghiul dreptunghic

In figura 287 este reprezentat triunghiul dreptunghic
ABC, in care £C=90°.
Latura triunghiului dreptunghic, care este opusa
unghiului drept se numeste ipotenuza, iar laturile ala-
turate unghiului drept se numesc catete
A (fig. 287).
% Pentru a demonstra egalitatea a doua
% triunghiuri, trebuie sa gisim elementele lor
2. e . °° .
ot egale. In oricare doua triunghiuri dreptun-
ghice astfel de elemente sunt intotdeauna —
unghiurile drepte. De aceea, pentru tri-
unghiurile dreptunghice, putem formula
Fig. 287 criterii de egalitate ,personale”.

Cateta

C Cateta B

Teorema 18.1 (criteriul de egalitate a tri-
unghiurilor dreptunghice dupa ipotenuza si
cateta). Daca ipotenuza si cateta unui triunghi
dreptunghic sunt corespunzator egale cu ipotenuza si
cateta altui triunghi dreptunghic, atunci aceste triun-
ghiuri sunt egale.

Demonstratie. ® Cercetdm triunghiurile ABC si
ABC, in care ZC=/C=90° AB=AB, AC=AC,

1171 11

(fig. 288). Trebuie de demonstrat ca AABC=AAIBICI.

A A, A, (4)
1]
B c c, B, B C, (C) B,

Fig. 288 Fig. 289
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Amplasdm triunghiurile ABC si A B C, astfel, incat var-
ful A sa coincida cu varful A, varful C — cu varful C, iar
punctele B si B, sa se afle in semiplane diferite fata de
dreapta A C, (fig. 289).

Avem: ZA C B+ /A C B =90°+90°=180° Deci, unghiul
BC B, — desfasurat, si de aceea punctele B, C, si B, se afla pe
o dreaptd. Am obtinut un triunghi isoscel BA B, cu laturile
A B si A B, siinaltimea A C, (fig. 289). Atunci segmentul
A C, este mediana acestui triunghi, adica C,B=C B,. Deci,
triunghiurile A BC, si A B C, sunt egale conform criteriului
al treilea de egalitate a triunghiurilor. ®

In timpul rezolvirii problemelor vom folosi si alte cri-
terii de egalitate a triunghiurilor dreptunghice, care reies
nemijlocit din criteriile de egalitate ale triunghiurilor.

Criteriul de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice dupa doua catete. Daca catetele
unui triunghi dreptunghic sunt egale corespunza-
tor cu catetele altuia, atunci aceste triunghiuri sunt
egale.

Criteriul de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice dupa o cateta si unghiul ascutit
alaturat ei. Dacd cateta si unghiul ascutit alaturat
el al unui triunghi dreptunghic sunt egale corespun-
zdtor cu cateta si unghiul ascutit aldturat ei al altui
triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt egale.

Evident, ca daca un unghi ascutit al unui triunghi
dreptunghic este egal cu un unghi ascutit al altui triunghi
dreptunghic, atunci si celelalte doua unghiuri ascutite sunt
egale. Folosind aceasta afirmatie, lista criteriilor de egali-
tate a triunghiurilor dreptunghice poate fi suplimentata cu
inca doua.
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Criteriul de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice dupa cateta si unghiul ascutit
opus. Daca cateta si unghiul ascutit opus ei al unui
triunghi dreptunghic sunt egale corespunzdtor cu
cateta si unghiul ascutit opus al altui triunghi, atunci
aceste triunghiuri sunt egale.

Criteriul de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice dupa ipotenuza si a unghiului
ascutit. Daca ipotenuza si unghiul ascutit a unui
triunghi dreptunghic sunt egale corespunzator cu ipo-
tenuza si unghiul ascutit al altui triunghi, atunci
aceste triunghiuri sunt egale.

Problema. Demosntrati egalitatea triunghiurilor
dreptunghice dupa unghiul ascutit si bisectoarea lui, dusa
din varful acestui unghi.

Rezolvare. In triunghiurile ABC si ABC, (fig. 290)
£C=2£C =90° ZBAC= /B A C, segmentele AD si A D, —
bisectoare, AD=A D..

1 1
Avem: /CAD= — /BAC= —/BAC=/ZCAD.
2 2 7171 11

Deoarece AD=A D, triunghiu-

B By rile dreptunghice ACD si A,C D, sunt
egale dupa ipotenuza si unghiul ascu-

tit. De aici AC=AC, si deoarece

171
D D, ZBAC=/BAC, atunci triunghiu-
rile dreptunghice ABC si A B,C, sunt
eagle dupa catetd si unghiul ascutit

Fig. 290 alaturat ei. €

C A C A,

p 1. Care triunghi se numeste dreptunghic? 2. Care latura a
triunghiului dreptunghic se numeste ipotenuza? 3. Care latura a
triunghiului dreptunghic se numeste cateta? 4. Formulati



N4 18. Triunghiul dreptunghic 167

criteriul de egalitate a triunghiurilor dreptunghice dupa ipotenuza
si cateta? 5. Care este regula de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice cand ambele catete sunt egale? 6. Formulati criteriul
de egalitate a triunghiurilor dreptunghice dupa cateta si unghiul
ascutit aldturat ei? 7. Formulati criteriul de egalitate a triunghiurilor
dreptunghice dupa catetd si unghiul ascutit opus ei? 8. Formulati
criteriul de egalitate a triunghiurilor dreptunghice dupa ipotenuza
si unghiul ascutit? 9. Cu ce este egala suma unghiurilor ascutite
ale unui triunghi dreptunghic?

@& INSARCINARI PRACTICE I

481.° Cu ajutorul raportorului si riglei, construiti un tri-
unghi dreptunghic:

1) catetele cdruia sunt egale cu 3 cm si 4 cm;

2) una din catetele caruia este egala cu 2,5 cm, iar
unghiul alaturat ei — 40°%

3) ipotenuza caruia este egalda cu 6 cm, iar unul din
unghiurile ascutite — 70°.

Notati triunghiurile construite si indicati in fiecare din

ele catetele si ipotenuza.

482.° Cu ajutorul raportorului si riglei, construiti un tri-
unghi dreptunghic isoscel:

1) cu cateta, ce este egala cu 5 cm;
2) cu ipotenuza, ce este egalda cu 4 cm.

o
WEXERCITII |

483.° In figura 291 este reprezentat tri-

M

unghiul MKE cu unghiul drept la varful K.
Indicati:

1) catetele si ipotenuza triunghiului;
2) cateta alaturatd unghiului E; K E
3) cateta opusa unghiului M. Fig. 291
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484.° In figura 292 segmentul AD este B
inaltimea triunghiului ABC. Gasiti pe acest
desen triunghiurile dreptunghice si indi- D
cati in fiecare din ele catetele si ipote-
nuza.

A C

485.° Unul din unghiurile ascutite ale tri-
unghiului dreptunghic este egal cu 43°.
Aflati al doilea unghi ascutit.

Fig. 292

486.° Aflati unghiurile ascutite ale triunghiului dreptun-
ghic daca masurile lor in grade se raporta ca 7:8.

487.° Aflati unghiurile ascutite ale triunghiului dreptun-
ghic, daca unul din ele este cu 32° mai mare decat al doilea.

488.° Unghiul dintre inaltimea triunghiului dreptunghic,
dusa la ipotenuza si una din catete este egal cu 76°. Aflati
unghiurile ascutite ale triunghiului.

489.° Aflati unghiul mai mic format de bisectoarea unghiu-
lui drept al triunghiului cu ipotenuza, daca unul din unghiu-
rile ascutite ale triunghiului este egal cu 54°.

490.° In triunghiul isoscel ABC (AB=BC(C) a fost dusa inal-
timea AH. Aflati unghiul CAH, daca £B="76°.

491.° Unghiul dintre baza triunghiului isoscel si indltimea
dusa la latura laterald este egal cu 19° Aflati unghiurile
acestui triunghi.

492.° In figura 293 AB 1 BC, CD L BC, AC=BD. Demon-
strati ca AB=CD.

>~
IR

D  Fig. 293
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493.° In figura 294 MO =FO, ~MEO = 2 FKO =90°. Demon-
strati ca AMEO =AFKO.

M F

E K
Fig. 294

494.° Din punctele A si B, care se afld intr-un semiplan
fatd de dreapta a, au fost coborate perpendicularele AM si
BK pe aceasta dreaptda, AM = BK. Demonstrati ca AK = BM.
495.° In figura 295 AB=CD, AB || CD, BM L AC, DK 1 AC.
Demonstrati ca BM = DK.

B C

A D B D A
Fig. 295 Fig. 296

496.° In figura296 AB=BC,CD 1 AB,AE 1 BC. Demonstrati
ca BE=BD.

O-mr 497.° Pe bisectoarea unghiului cu varful in punctul
B s-a fost notat punctul M, de la care s-au coborat perpen-
dicularele MD si MC pe laturile unghiului. Demonstrati ca
MD=DMC.

498.° Pe laturile unghiului cu varful in punctul B s-au fost
notate punctele A si C astfel, incat AB = BC. Prin punctele A
si C au fost duse dreptele, care sunt perpendiculare la latu-
rile BA si BC si se intersecteaza in punctul O. Demonstrati
ca semidreapta BO este bisectoarea unghiului ABC.

O 499.° Demonstrati cd inaltimile triunghiului isoscel,
duse la laturile lui, sunt egale.
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O—  500." Demonstrati ca dacd doud indltimi ale triun-
ghiului sunt egale, atunci acest triunghi este isoscel.

501.° Demonstrati egalitatea triunghiurilor dreptunghice
dupa cateta si bisectoarea dusa din varful unghiului drept.
502." Demonstrati egalitatea triunghiurilor dreptunghice
dupa cateta si indltimea dusa din varful unghiului drept.
503." Demonstrati egalitatea triunghiurilor dreptunghice
dupa cateta si bisectoarea dusa din varful unghiului ascutit
alaturat acestei catete.

504." Demonstrati egalitatea triunghiurilor dreptunghice
dupéd catetd si mediana dusa la cealaltd cateta.

O— 505.° Demonstrati ca in triunghiuri egale, inaltimile
coborate pe laturile corespunzatoare, sunt egale.

506." O dreapta intersecteaza laturile AB si BC ale triun-
ghiului ABC, corespunzator in punctele M si K, care sunt
mijlocurile acestor laturi. Demonstrati ca varfurile acestui
triunghi sunt egal departate de la dreapta MK.

507.” O dreapta intersecteaza laturile AB si BC ale triun-
ghiului ABC in punctele M si K, corespunzator. Varfurile
acestui triunghi sunt egal departate de la dreapta MK.
Demonstrati cd punctele M si K sunt mijlocurile laturilor
AB si BC, corespunzator.

508." Demonstrati egalitatea triunghiurilor ascutitunghice
dupa laturd si doud inaltimi duse din extremitatile acestei
laturi.

509.” Demonstrati egalitatea triunghiurilor dupa latura,
mediand si indltimea duse la aceasta latura.

510.” Inaltimile AM si CK ale triunghiului ABC se inter-
secteaza in punctul H, HK = HM. Demonstrati cd triunghiul
ABC este isoscel.

511." Inaltimile ME si NF ale triunghiului MKN se inter-
secteaza in punctul O, OM = ON, MF=KE. Demonstrati ca
triunghiul MKN este echilateral.
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512.” Se poate oare afirma ca daca doua laturi si indltimea
dusa la a treia latura a unui triunghi sunt egale corespun-
zator cu doud laturi si indltimea dusa la catre a treia latura
a altui triunghi, atunci aceste triunghiuri sunt egale?

513.” Demonstrati egalitatea triunghiurilor dupd doua
unghiuri si indltimea coboratd din varful unghiului al
treilea.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

514. Unghiurile ABC si DBC sunt adiacente, semidreapta BM
apartine unghiului ABC, semidreapta BK — unghiului DBC,
ZMBC = ZCBK = 30°, unghiul DBK este de 5 ori mai mare decat
unghiul ABM. Aflati unghiurile ABC si DBC.

515. Pe laturile laterale AB si BC ale triunghiului isoscel ABC
au notat corespunzator punctele M si K astfel, ca BM=BK,
Segmentele AK si CM se intersecteaza in punctul O. Demonstrati
ca: 1) triunghiul AOC este isoscel: 2) dreapta BO este mediatoa-
rea segmentului AC.

516. In figura 297 AB=CD, BC=AD. Demonstrati ca AO=OC.
B C

X/
LN
Fig. 297 Fig. 298

&Yy OBSERVATI, DESENATI,
o CONSTRUITI, INVENTATI

517. Se poate oare pavimenta un plan cu figuri, fiecare egala cu
figura reprezentata in figura 298?
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19. Proprietatile triunghiului dreptunghic

Teorema 19.1. In triunghiul dreptunghic, ipote-
nuza este mai mare decdt cateta.

Demonstratie. © Fiecarei catete 1 se opune un unghi
ascutit, iar ipotenuzei i se opune unghiului drept. Unghiul
drept este mai mare decat unghiul ascutit, iar in tri-
unghi, unghiului mai mare i se opune latura mai mare
(teorema 17.2). De aceea, ipotenuza este mai mare decat
oricare din catete. ®

Consecinta. Daca dintr-un punct care nu se aflda
pe dreapta, se poate duce la aceasta dreapta o per-
pendiculara si o oblica, atunci perpendiculara este
mai mica decat oblica.

A
A
u a
B X B C D
Fig. 299 Fig. 300

In figura 299 segmentul AB este perpendiculard, iar
segmentul AX — oblica, AB < AX.

O— Problema 1. Demonstrati cd cateta, care este
opusa unghiului de 30° este egala cu jumatate din ipotenuza.
Rezolvare. Cercetam triunghiul ABC, in care
ZACB=90°, /BAC=30° Trebuie de demonstrat, ca

BC = lAB.
2
Pe semidreapta BC depunem segmentul CD, egal cu

segmentul BC (fig. 300). Ducem segmentul AD. Atunci,
in triunghiurile ABC si ADC avem: LZACB=/ZACD =90°,
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laturile BC si CD sunt egale conform constructiei, seg-
mentul AC — latura comuna a acestor triunghiuri. Deci,
aceste triunghiuri sunt egale dupa doua catete. Atunci
/DAC=30° de aici ZBAD=_/ABD=60° Deci, ZADB =60°
si triunghiul ABD este echilateral.

1 1
Deci, BC= EBD= EAB. <

O— Problema 2. Demonstrati ca daca cateta este
egala cu jumatatea ipotenuzei, atunci unghiul opus acestei
catete este egal cu 30°.

Rezolvare.Cercetamtriunghiul ABC,incare ZACB = 90°,

BC-= %AB. Trebuie de demonstrat ca L/ BAC = 30°.

Pe semidreapta BC depunem segmentul CD egal cu seg-
mentul BC (fig. 300). Atunci AB=BD. Inafara de aceasta,
segmentul AC este mediana si indltimea triunghiului BAD,
deci, conform criteriului triunghiului isoscel AB=AD.
Obtinem, ca AB=BD=AD, de aceea triunghiul BAD este
echilateral, deci ZBAD =60°.

Deoarece segmentul AC este bisectoarea triunghiului

1
BAD, atunci /BAC = 3 Z/BAD=30°. 4

9 1. Care din laturile triunghiului dreptunghic este mai mare? 2. Ce
proprietate are cateta care este opusa unghiului de 30°? 3. Care
este masura Tn grade a unghiul care este opus catetei, care este
egala cu jumatate din ipotenuza?

e
WEXERCITII [ .

518.° Laturile triunghiului dreptunghic sunt egale cu
24 cm, 10 cm si 26 cm. Cu ce este egald cea mai mare
cateta a triunghiului dat?
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519.° Laturile triunghiului dreptunghic sunt egale cu
15 cm, 17 cm si 8 cm. Indicati lungimea ipotenuzei si a
celei mai mici catete.

520.° In triunghiul dreptunghic DEF, ipotenuza DE este
egald cu 18 cm, £D=30°. Aflati cateta FE.

521.° In triunghiul dreptunghic MKC, se stie ca ZM=90°,
ZC=60° CM="T cm. Aflati ipotenuza CK.

522.° In triunghiul ABC, se stie ca LA=30° ZB=45°
CK — inéltime, AC=10 cm. Aflati segmentul BK.

523.° In triunghiul ABC, se stie ci £C=90° ZA-=30°,
CD — inaltime, BD =7 cm. Aflati ipotenuza AB.

524.° In triunghiul ABC, se stie cd ZC=90° segmentul
CK — inaltime, CK=7 cm, AC= 14 cm. Aflati ZB.

525." In triunghiul echilateral ABC, punctul D — mijlo-
cul laturii AB. Din acest punct este coborata perpendicu-
lara DE pe latura AC. Aflati segmentele in care punctul E
imparte segmentul AC, daca latura triunghiului dat este
egala cu 16 cm.

526." Unul din unghiurile triunghiului dreptunghic este
egal cu 30° iar diferenta dintre ipotenuza si cateta mai
mica este egala cu 5 cm. Aflati aceste laturi a
triunghiului.

527." In figura 301 segmentul AB este A
perpendiculara, iar segmentul AC —

oblica, AC=2 cm. Aflati unghiul ACB

si lungimea perpendicularei AB, daca B C

aceasta lungime, exprimata in centime-
tri, este un numar intreg.

528.° Pe cateta AC a triunghiului ABC (£C=90°) s-a notat
punctul K astfel, incat AK=BK. Aflati unghiul A, daca
AK=6 cm, KC=3 cm.

529.° Baza triunghiului isoscel este egala cu 18 cm, iar
unul din unghiuri — 120°. Aflati inaltimea triunghiului
dusa din varful unghiului de la baza.

Fig. 301
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530." In triunghiul isoscel ABC cu baza BC, a fost dusi
inaltimea BM cu lungimea de 7,5 cm, ZMBC=15°. Aflati
latura laterala a triunghiului.

531." Bisectoarele AM si BK ale triunghiului echilate-
ral ABC se intersecteaza in punctul O. Demonstrati ca
AO:OM=2:1.

532." In triunghiul ABC, se stie ca £C=90° £B-=30°.
Mediatoarea segmentului AB intersecteaza acest segment
in punctul M, iar segmentul BC — in punctul K. Demonstrati

1
ca MK = EBC'

533." In triunghiul MKE, se stie ci £K=90° /E=30°,
KE =12 cm. Aflati bisectoarea MC a triunghiului.

534." In triunghiul ABC, se stie ca £C=90° £BAC=60°,
segmentul AD — bisectoare, segmentul CD este cu 3 cm
mai mic decat segmentul BD. Aflati bisectoarea AD.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

535. In figura 302 AB=BC, AM=KC, Z/AKE=/FMC. Demon-
strati ca triunghiul FBE este isoscel.

536. Prin varfurile A si B ale triunghiului ABC s-au dus drep-
tele, care sunt perpendiculare la bisectoarea unghiului ACB
si intersecteaza dreptele BC si AC in punctele K si M cores-
punzator. Aflati perimetrul triunghiului ABC, daca AC > BC,
CM=6 cm, BK=2 ¢cm, AB="7 cm.

537. In figura 303 BC || AD, semidreapta CA — bisectoarea
unghiului BCD, AD=9 cm, AC=8 cm. Aflati perimetrul triun-
ghiului CAD.

B B C

E F

AM K C Fig.302 A D  Fig. 303
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% INVATAM SA APLICAM GEOMETRIA IS

538. Un escalator transporta pasagerii unui aeroport de la pri-
mul la al doilea etaj. inél‘,cimea primului etaj reprezinta 6 metri
(fig. 304). Unghiul de inclinare al escalatorului AB fata de pla-
nul podelei primului etaj este egal cu 30°. Determinati lungimea
escalatorului AB.

2 moBepx

1 moBepx A

Fig. 304

C'- OBSERVATI, DESENATI,

0 CONSTRUITI, INVENTATI
539. Taiati triunghiul in patru parti astfel, incat indoind trei
din ele, s-ar putea din nou de alcatuit un triunghi egal cu cel dat.

@ MATEMATICA ESTE SI PENTRU FEMEI I

Dupa ce ati facut cunostinta cu povestiri din istoria dez-
voltarii matematicii, poate sa se formeze parerea ca mate-
matica este doar pentru barbati. Cu parere de rau, asa a
fost timp de secole. Totusi, femeile, in special din a doua
jumatate a secolului XIX, au luptat pentru dreptul de a
studia stiintele, inclusiv matematica. Astazi, femeile-mate-
maticieni sunt printre cei mai importanti oameni de stiinta
din lume.
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N.O. Vircenko M.S.Viazovska
(nascutain 1930) (nascutain 1984)

Printre ele se numdara si multe ucrainence celebre.
De exemplu, Nina Opanasivna Vircenko, membra a socie-
tatilor matematice din Australia, America, Belgia, Edin-
burg si Londra, si Marina Serhiivna Viazovska, care a
primit medalia Fields, cea mai prestigioasa distinctie in
matematica.

Pentru a incuraja fetele sa studieze
matematica si sd-si demonstreze capa-
citatile in acest domeniu, crearea unui Q ‘
mediu favorabil in care isi pot castiga JA | 3
incredere si recunoasterea talentelor lor C c,'
matematice ajuta Olimpiada Europeana ( )0
de Matematica pentru Fete (in engleza \ AN
European Girls’ Mathematical Olympiad;
prescurtat — EGMO). Aceasta este o com- Emblema
petitie internationald anuala de matema- EGMO
tica, dedicata fetelor sub 20 de ani, care
nu fac studii superioare. Participante la aceasta olimpiada
pot fi reprezentantele de pe diferite continente. Echipa
fiecarei tari este formata din patru participante, care con-
cureaza individual.
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Prima data olimpiada a avut loc in 2012 la Cambridge
(Marea Britanie), si de atunci a devenit foarte populara.
In 2019 olimpiada s-a desfiasurat in Ucraina: intre 7 si
13 aprilie, 196 de fete din 50 de tari s-au intrecut la Kiev.

Echipa Ucrainei a participat la aceasta olimpiada inca
de la inceput si a obtinut rezultate remarcabile: in 2014,
2015, 2017, 2019 si 2023, echipa noastrd a ocupat primul
loc in clasamentul oficial european. Pe parcursul anilor
2012-2023, fetele noastre au castigat 15 medalii de aur,
22 de argint si 8 de bronz.

Suntem convinsi ca si in viitor, tinerele ucrainence vor
reprezenta cu mandrie tara noastra la aceasta si alte con-
cursuri matematice.

(din stanga spre dreapta): Evhenia Frankevici (Lviv), Polina Henik,
Irina Romaniuk (ambele din Kiev), Marina Spectrova (Harkiv)
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iNSARCINAREA Ne 3, CONTROLEAZA-TE” iIN FORMA DE TEST

1. Care din urmaétoarele afirmatii este corecta?

A) Dacéa doua segmente nu au puncte comune, atunci ele sunt
paralele.

B) Dacéa doud semidrepte nu au puncte comune, atunci ele
sunt paralele.

C) Daca o semidreapta si un segment nu au puncte comune,
atunci ele sunt paralele.

D) Dacéa doua drepte nu au puncte comune, atunci ele sunt
paralele.

2. Care din urmatoarele afirmatii este corecta?

A) Printr-un punct ce nu apartine dreptei date trece numai
un segment paralel cu dreapta data.

B) Printr-un punct ce nu apartine dreptei date trece numai o
semidreapta paralela cu dreapta data.

C) Printr-un punct ce nu apartine dreptei date trec o multime
de drepte, care nu sunt paralele cu dreapta data.

D) Printr-un punct ce nu apartine dreptei date trec doar doua
drepte paralele cu dreapta data.

3. Care din urmatoarele afirmatii nu este corecta?
A)Dacaa||bsib|]|c, atuncial|c.
B) Dacialbsib.lc, atuncia || c.
C) Dacd albsib.lc, atuncialc.
D) Daca a || b si cLb, atunci cLa.

4. Pe care desen dreptele a si b sunt paralele?

A) ) D)
135° .
& 120° a
b b 187 S
60° ; 55° B~
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5. Care din urmatoarele afirmatii nu este corecta?

A) Dacad suma unghiurilor unei perechi de unghiuri alterne
interne este egald cu suma unghiurilor altei perechi de
unghiuri, atunci dreptele nu sunt paralele.

B) Dacéa unghiurile alterne interne nu sunt egale, atunci drep-
tele nu sunt paralele.

C) Daca suma unghiurilor interne de aceeasi parte a secantei
nu este egala cu 180°, atunci dreptele nu sunt paralele.

D) Daca unghiurile corespondente nu sunt egale, atunci drep-
tele nu sunt paralele.

6. Cate unghiuri exterioare are triunghiul?
A) 3; B) 6; C) 4; D) 9.

7. Care este suma unghiurilor exterioare ale triunghiului, luate
cate unul de la fiecare varf?

A) 180°; B) 300°; C) 360°; D) 100°.

8. In triunghiul ABC, bisectoarele unghiurilor A si C se inter-
secteaza in punctul O, ZABC=84°. Indicati egalitatea corecta?
A) ZAOC=48°; C) ZAOC=132%
B) ZAOC=138°; D) ZAOC=174°.

9. In triunghiul ABC, iniltimile duse din varfurile A si C se
intersecteaza in punctul O, ZABC=62°. Care dintre egalitatile
date este corecta?

A) ZAOC=28°; C) ZAOC = 152°;

B) ZAOC =118¢; D) ZAOC=149°.
10. Cu care din valorile date poate fi egala lungimea laturii AB
a triunghiului ABC, daca AC=3 cm si BC=10 cm?

A) 3 cm; B) 7 cm; C) 11 cmy D) 15 em.

11. In triunghiul ABC, se stie ca £C=90°, ZB=60°. Care din
urmatoarele afirmatii este corecta?

A) CB- %AB; C) CB- %AC;

B) AC= L AB; D) AC= LB
2 2
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PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 3

Drepte Paralele

Doua drepte se numesc paralele daca ele nu se inter-
secteaza.

Axioma paralelismului dreptelor

Printr-un punct ce nu apartine dreaptei date, trece nu-
mai o dreapta paralela cu cea data.

Criteriile de paralelism ale doua drepte

e Doua drepte, ce sunt perpendiculare la a treia
dreapta, sunt paralele.

e Daca doua drepte sunt paralele la a treia dreapta,
atunci ele sunt paralele.

e Daca unghiurile alterne interne, formate la intersec-
tia a doud drepte cu o secanta sunt egale, atunci
dreptele sunt paralele.

e Daca suma unghiurilor interne de aceeasi parte a
secantei, formate la intersectia a doua drepte cu
o secanta este egala cu 180° atunci dreptele sunt
paralele.

e Daca unghiurile corespondente, formate la intersec-
tia a doud drepte cu o secanta sunt egale, atunci
dreptele sunt paralele.

Proprietatile dreptelor paralele

Daca doua drepte paralele sunt intersectate de o secan-

ta, atunci:

e unghiurile, care formeaza o pereche de unghiuri
alterne interne, sunt egale.

e unghiurile, care formeaza o pereche de unghiuri
corespondente, sunt egale.

e suma unghiurilor, care formeaza o pereche de
unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, este
egala cu 180°.
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Distanta dintre dreptele paralele

Distanta dintre doud drepte paralele se numeste dis-
tanta dintre orice punct a unei drepte pana la alta
dreapta.

Suma unghiurilor triunghiului
Suma unghiurilor triunghiului este egala cu 180°.

Unghiul exterior al triunghiului
Unghiul exterior al triunghiului se numeste unghiul
adiacent cu unghiul acestui triunghi.
Unghiul exterior al triunghiului este egal cu suma a
doua unghiuri ale triunghiului, ce nu sunt adiacente
cu el.
Unghiul exterior al triunghiului este mai mare decat
fiecare din unghiurile triunghiului, care nu sunt adia-
cente cu el.

Inegalitatea triunghiului

Fiecare latura a triunghiului este mai mica decat suma
celorlalte doua laturi ale lui.

Compararea laturilor si a unghiurilor unui triunghi
Intr-un triunghi, laturii mai mari i se opune unghiul
mai mare, si invers, unghiului mai mare i se opune
latura mai mare.

Ipotenuza si cateta
Latura triunghiului dreptunghic opusa unghiului drept
se numeste ipotenuza, iar laturile aldturate unghiului
drept — catete.

Criteriile de egalitate ale triunghiurilor dreptunghice

* Dupd ipotenuzd si catetd: daca ipotenuza si o catetd a

unui triunghi dreptunghic sunt corespunzator egale

cu ipotenuza si o catetd a altui triunghi dreptunghic,
atunci astfel de triunghiuri sunt egale.
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Dupa doua catete: daca catetele unui triunghi drept-
unghic sunt corespunzator egale cu catetele altui tri-
unghi dreptunghic, atunci astfel de triunghiuri sunt
egale.

Dupa cateta si unghiul ascutit aldturat ei: dacd o
catetd si unghiul ascutit alaturat ei a unui triunghi
dreptunghic sunt corespunzator egale cu o cateta si
unghiul unghiul ascutit alaturat ei a altui triunghi
dreptunghic, atunci astfel de triunghiuri sunt egale.
Dupa catetd si unghiul ascutit opus ei: dacd o cateta si
unghiul ascutit opus ei a unui triunghi dreptunghic
sunt corespunzator egale cu o catetd si unghiul ascu-
tit opus ei a altui triunghi dreptunghic, atunci astfel
de triunghiuri sunt egale.

Dupa ipotenuza si unghiul ascutit: daca ipotenuza si
unghiul ascutit al unui triunghi dreptunghic sunt
corespunzator egale cu ipotenuza si unghiul ascutit
al altui triunghi dreptunghic, atunci astfel de triun-
ghiuri sunt egale.

Proprietatile triunghiului dreptunghic

Ipotenuza este mai mare decat cateta.

Cateta, care este opusa unghiului de 30° este egala
cu jumatate din ipotenuza.

Daca cateta este egala cu jumatate din ipotenuza,
atunci unghiul opus acestei catete este egal cu 30°.



§4 CIRCUMFERINTA SI CERCUL

In acest paragraf veti face cunostintd cu proprietatile
circumferintei. Veti studia amplasarea reciproca a circumferintei
si dreaptei, a circumferintei si triunghiului. Veti afla despre
figuri speciale, toate punctele cdrora au una si aceeasi
proprietate.

20. Locul geometric al punctelor.
Circumferinta si cercul.

Orice multime de puncte este o figura geometrica. A pre-
zenta o figura oarecare este usor: totul ce veti desena este
o figura geometrica. (fig. 305).

Insi, de studiat figurile formate din puncte amplasate
haotic nu este rational. De aceea, este logic de format o
clasa de figuri, toate punctele carorora au o anumita pro-
prietate comuna. Fiecare din aceste figuri este numita un
loc geometric al punctelor.

Fig. 305
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Definitie. Loc geometric al punctelor (LGP)
se numeste multimea tuturor punctelor, care au o
anumita proprietate.

Intuitiv LGP se poate prezenta astfel: de stabilit o anu-
mita proprietate, apoi pe un plan alb toate punctele, care
posedd aceastd proprietate, se vopsesc in culoare rosie.
Acea ,figura rosie” care se obtine aici si este LGP.

De exemplu, notam doua puncte A si B. Pentru toate
punctele stabilim proprietatea: sa apartina in acelasi timp
semidreptelor AB si BA. Este clar,
ca aceasta proprietate o poseda toate A B
punctele segmentului AB, si numai
ele (fig. 306). De aceea segmentul AB Fig. 306
este LGP, care poseda proprietatea
indicata.

Cercetam dreptele perpendiculare a si b. Pentru toate
punctele stabilim proprietatea sa apartina dreptei b si s se
afle la o distantd de 1 cm de la dreapta a. Evident, punc-
tele A si B (fig. 307) satisfac aceste cerinte. De asemenea
este clar cd nici un alt punct diferit de punctele A si B nu
poseda aceasta proprietate. Deci, LGP cautat este figura,
care consta din doua puncte A si B (fig. 307).

1 cm
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Pentru ca o multime oarecare de puncte sa fie numita
LGP, care au o anumita proprietate, trebuie de demonstrat
doua teoreme reciproc inverse:

1) teorema directa: fiecare punct din muliimea
datd poseda proprietatea datd;

2) teorema reciproca: dacd punctul posedd propri-
etatea datd, atunci el apartine multimit date.

Teorema 20.1. Mediatoarea segmentului este
locul geometric al punctelor egal departate de la
extremitatile acestui segment.

Teorema directa. Fiecare punct al mediatoarei
segmentului este egal depdrtat de la extremitatile lui.

Demonstratie. © Conform teoremei 8.2, fiecare punct
a mediatoarei poseda aceasta proprietate. ®

Teorema reciproca. Daca punctul este egal
departat de la extremitadtlile segmentului, atunci el
apartine mediatoarei acestui segment.

Demonstratie. © Conform teoremei 11.2, daca punc-
tul poseda aceastd proprietate, atunci el apartine mediatoa-
rei. ®

Teorema 20.2. Bisectoarea unghiului este locul
geomeitric al punctelor care apartin unghiului si sunt
egal departate de la laturile lui.

Teorema directa. Fiecare punct al bisectoarei
unghiului este egal departat de la laturile lui.

Demonstratie. © Evident, cd varful unghiului are
aceasta proprietate.

Cercetam un punct arbitrar X care nu coincide cu var-
ful unghiului ABC si care apartine bisectoarei lui. Ducem
perpendicularele XM si XN pe laturile BA si BC, corespun-
zator (fig. 308). Vom demonstra, ca XM= XN.

In triunghiurile dreptunghice BXM si BXN, ipotenuza
BX este comuna, /MBX = /NBX, deoarece semidreapta BX
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este bisectoarea unghiului ABC. Deci, triunghiurile BXM si
BXN sunt egale dupa ipotenuza si unghiul ascutit. De aici
XM=XN. ®

Teorema reciproca. Daca punctul, ce apartine
unghiului este egal departat de la laturile lui, atunci
el se afla pe bisectoarea acestui unghi.

Demonstratie. © Evident, ca varful unghiului poseda
aceasta proprietate.

Sa cercetam un punct arbitrar X, care apartine unghiu-
lui ABC, nu coincide cu varful lui si este egal departat de
la laturile lui (fig. 308). Ducem perpendicularele XM si XN
pe laturile BA si BC, corespunzator. Trebuie de demonstrat,
ca Z/ZMBX=/NBX.

In triunghiurile dreptunghice BXM si BXN, ipotenuza
BX este comuna, iar segmentele XM si XN sunt egale con-
form conditiei. Deci, triunghiurile BXM si BXN sunt egale
dupa ipotenuza si o cateta. De aici LZMBX=/NBX. ®

A A X
M

M
X

B N C N B C
Fig. 308 Fig. 309

Atragem atentia, cd demonstrarea teoremei va fi deplina
daca vom arata ca punctul unghiului este egal departat de
laturile lui atunci cand se exclude posibilitatea cand unul
din punctele M sau N apartine prelungirii laturii unghiu-
lui (fig. 309). Aceasta situatie o puteti studia la cercul de
matematica.

Mentiondm de asemenea, cd teorema demonstrata este
valabild si pentru unghiul desfasurat.
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B
X
o Y
o
A
D
Fig. 310 Fig. 311

Definitie. Circumferinta se numeste locul geome-
tric al punctelor, distantele de la care pana la un
punct dat sunt egale cu numarul pozitiv dat.

Punctul dat se numeste centrul circumferintei. In fi-
gura 310 punctul O — centrul circumferintei.

Orice segment, care uneste un punct al circumferinta
cu centrul ei, se numeste raza circumferintei. Lungimea
acestui segment, de asemenea, e primit sd o numit raza.
In figura 310 segmentul OX — razi. Din definitie reiese ca
toate razele circumferintei sunt egale.

Segmentul care uneste doua puncte ale circumferintei
se numeste coarda circumferintei. In figura 310 segmen-
tele AB si BD sunt coarde. Coarda, care trece prin centrul
circumferintei se numeste diametru. In figura 310 segmen-
tul BD — diametrul circumferintei. Evident, ca BD=20X,
adica diametrul circumferintei este de doua ori mai mare
decat raza ei.

Din cursul de matematica din clasa a 6-a, stiti ca figura
marginita de circumferintd se numeste cerc (fig. 311).
Acum, definitia cercului poate fi formulata cu ajutorul noti-
unii LGP.

Definitie. Cercul se numeste locul geometric al
punctelor, distantele de la care pana la un punct dat
nu sunt mai mari decat un numar pozitiv dat.
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Punctul dat se numeste centrul cercului. Raza circum-
ferintei ce margineste cercul se numeste raza cercului.

Daca X este un punct arbitrar al cercului cu centrul O
si raza R, atunci OX < R (fig. 311). Daca OX < R, atunci
se spune ca punctul X se afla in interiorul circumferin-
tei, care margineste cercul. Punctul Y nu apartine cercului
(fig. 311). Avem: OY > R. In acest caz, se spune ci punctul
Y se afla in afara circumferintei, care margineste cercul.

Din definitia cercului rezulta cd circumferinta care il
margineste 1i apartine lui.

Coarda si diametrul cercului sunt coarda si diametrul
circumferintei, care margineste cercul.

Problema. Pe prelungirea coardei CD a circumferin-
tei cu centrul O dupa punctul D s-a notat punctul E ast-
fel, incat segmentul DE este egal cu raza circumferintei.
Dreapta OFE intersecteaza circumferinta data in punctele A
si B (fig. 312). Demonstrati ca LZAOC=3~£CEO.

AN
\_/

B E

Fig. 312

Rezolvare. Fie, ca ZCEO=q.

Deoarece triunghiul ODE este isoscel, atunci ZDOE =
=/ZCEO=a.

Unghiul ODC — unghi exterior al triunghiului ODE.
Atunci, Z0ODC=2DOE + ZCEO =20.

Deoarece triunghiul COD este isoscel, atunci avem
£20CD=20DC=2q..

Unghiul AOC — unghi exterior al triunghiului COE.
Atunci ZAOC=,20CD+ ZCEO=2a+a =30, adica

/A0C=32CEO. 4
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p 1. Ce multime de puncte numim loc geometric al punctelor?
2. Care doua teoreme trebuie de demonstrat pentru ca o multime
oarecare de puncte sa o putem numi LGP, care poseda o anumita
proprietate? 3. Care figurd este locul geometric al punctelor egal
departate de la extremitatile segmentului? 4. Care figura este locul
geometric al punctelor, ce apartin unghiului si sunt egal departate
de la laturile [ui? 5. Ce se numeste circumferinta? 6. Ce se numeste
raza a circumferintei? 7. Ce se numeste coardd a circumferintei?
8. Ce se numeste diametrul circumferintei? 9. Cum sunt legate
intre ele diametrul si raza circumferintei? 10. Ce se numeste cerc?
11. Apartine oare circumferintei centrul ei? 12. Apartine oare
cercului centrul lui?

@ INSARCINARI PRACTICE I
7/~
540.° Desenati o circumferinta cu centrul O si raza de
3,5 cm. Notati pe acest desen oarecare:
1) punctele A si B astfel, incat OA < 3,5cm, OB < 3,5 cm;
2) punctele C si D astfel, incat OC= 3,5 cm, OD = 3,5 cm;
3) punctele E si F'astfel, incat OE > 3,5 cm, OF > 3,5 cm.
541.° Desenati segmentul AB cu lungimea de 3 cm. Gasiti
punctul care este departat de la fiecare capat a segmentu-
Iui AB cu 2 cm. Cate astfel de puncte exista?
542.° Desenati segmentul CD cu lungimea de 4 cm. Gasiti
punctul care este departat de la punctul C cu 2,5 cm, si de
la punctul D cu 3,5 cm. Cate astfel de puncte exista?
543." Desenati o circumferintd, diametrul céreia este egal
cu 7 cm. Notati pe circumferintd punctul A. Gasiti pe circ-
umferintd punctele care sunt departate de la punctul A cu
4 cm.

e
WEXERCITII T

544.° In figura 313 este reprezentati o circumferintd cu
centrul B. Indicati raza, coarda si diametrul circumferin-
tei. Cate raze si cate coarde sunt reprezentate pe desen?
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Fig. 314

545.° In interiorul circumferintei a fost notat un punct
arbitrar, diferit de centrul ei. Cate se pot duce prin acest
punct: 1) coarde; 2) diametre?
546.° In figura 314 punctul O este centrul circumferintei.
Aflati:

1) unghiul O, daca £ A =42°,

2) unghiul B, daca £0="T76°.
547.° Coardele AB si CD ale circumferintei cu centrul O
sunt egale. Demonstrati ca ZAOB=2ZCOD.
548.° In figura 315 punctul O este centrul circumferintei,
ZCOD = ZMOK. Demonstrati cd coardele CD si MK sunt
egale.

Fig. 315 Fig. 316

549.° Segmentele AB si CD sunt diametrele circumferintei.
Demonstrati ca ZBAC=ZCDB.

550.° Segmentele MK si EF sunt diametrele circumferintei
cu centrul O, MK=12 cm, ME=10 cm. Aflati perimetrul
triunghiului FOK.

551.° Segmentele AC si AB sunt corespunzator diametrul si
coarda circumferintei cu centrul O, ZBAC=26° (fig. 316).
Aflati unghiul BOC.
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552.° Segmentele MP si MK sunt corespunzator coarda si
diametrul circumferintei cu centrul O, ZPOK = 84° (fig. 317).
Aflati unghiul MPO.

553.° Segmentele AB si AC sunt corespun-
zator diametrul si coarda circumferintei,
coarda AC este egala cu raza acestei circ-
umferinte. Aflati unghiul BAC.

554.° Segmentele AB si BC sunt cores-
punzitor diametrul si coarda circumferin-
tei cu centrul O, LZABC=60°, AB=12 cm. Fig. 317
Aflati coarda BC.

555.° Segmentul CD este diametrul circumferintei cu cen-
trul O. Pe circumferintd este notat punctul E astfel, incat
ZCOE =90°. Demonstrati ca CE=DE.

556.° Segmentul MK este diametrul circumferintei cu cen-
trul O. Pe circumferintd s-a notat punctul C astfel, incat
MC=CK. Demonstrati cda ZMCO=~2KCO.

557.° Cu ce este egal diametrul circumferintei, daca se stie
ca el este cu 4 cm mai mare decéat raza circumferintei date?
558." Prin capetele diametrului AB a circumferintei cu cen-
trul O sunt duse coardele AC si BD astfel, incat AC || BD.
Demonstrati ca AC=BD.

559." Segmentele AB si CD sunt diametrele circumferintei.
Demonstrati ca AC || BD.

560." Coarda intersecteazd diametrul circumferintei sub
un unghi de 30° si il imparte in segmente cu lungimile de
4 cm si 10 cm. Aflati distanta de la centrul circumferintei
pana la aceasta coarda.

561." Segmentele AB si CD sunt diametrele circumferintei.
Unghiul dintre dreptele AB si CD este egal cu 30° Aflati
distanta de la punctul C pana la dreapta AB, dacd diame-
trul circumferintei este egal cu 10 cm.

562." Gasiti locul geometric al centrelor circumferintelor
cu raza data, care trec prin punctul dat.




ﬁi\ 20. Locul geometric al punctelor. Circumferinta si cercul. 193

563." Gasiti locul geometric al centrelor circumferintelor
care trec prin doua puncte date.

564." Gasiti locul geometric al punctelor egal departate de
la doua drepte date care se intersecteaza.

565." Gasiti locul geometric al varfurilor triunghiurilor
isoscele care au baza comuna.

566." Gasiti locul geometric al punctelor egal departate de
la doua drepte paralele.

567.” Gasiti locul geometric al punctelor departate de la
dreapta data, la distanta data.

O—r 568." Segmentul AB este diametrul circumferintei,
M este un punct arbitrar al circumferintei, diferit de punc-
tele A si B. Demonstrati ca ZAMB =90°.

569. Sunt date punctele A si B. Gisiti locul geometric al
punctelor X, pentru care AX > BX.

570.% Sunt date punctele A si B. Gisiti locul geometric al
punctelor X, pentru care AX > AB.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

571. In triunghiul isoscel ABC cu baza AC s-au dus bisectoarele
AD si CE. Demonstrati ca AE = ED.

572. Din punctul O prin punctele A, B si C s-au dus semi-
dreptele OA, OB si OC. Se stie, ca OA=0B=0C, ZAOB=80°,
/ZBOC=110° £AOC=170°. Aflati unghiurile triunghiului ABC.

573. Pe latura AB a triunghiului ABC s-a notat punctul M, ast-
fel, ca BM = CM, semidreapta MK — bisectoarea unghiului AMC.
Demonstrati ca MK || BC

574. Intr-un triunghi ascutitunghic unul din unghiurile exteri-
oare este egal cu 160° Aflati unghiul dintre dreptele, pe care
se afla inaltimile, duse din altele doua varfuri ale triunghiului.
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&Yy OBSERVATI, DESENATI,
0O CONSTRUITI, INVENTATI
575. In figura 318 dreptunghiul ABCD este compus din patrate.

Aflati latura patratului mai mare, daca latura patratului mai
mic este egala cu 1.

A B

Fig. 318

21. Proprietatile circumferintei.
Tangenta la circumferinta

Teorema 21.1. Diametrul circumferintei, care este
perpendicular la coardad, imparte aceasta coarda in

Jumddtdati.

Demonstratie. © Dacd coarda este diametru, atunci
concluzia teoremei este evidenta.

C

In figura 319 este reprezentati circum-
ferinta cu centrul O, M este punctul de
intersectie al diametrului CD si al coardei
AB, diferita de diametrul circumferintei,
CD 1. AB. Demonstram, ca AM = MB.

Ducem razele OA si OB. In triunghiul
isoscel AOB (OA = 0B), segmentulul OM
este 1Inaltime, deci, si mediand, adica
AM=MB. ®
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Teorema 21.2. Diametrul circumferintei, care
imparte o coarda diferita de diametru in jumdltadti,
este perpendicular la aceastda coardd.

Demonstrati aceasta teorema de sine statator. Ganditi-va,
va fi oare aceasta afirmatie corectd, dacd coarda este dia-
metrul circumferintei.

In figura 320 sunt reprezentate toate cazurile posibile
de amplasare a dreptei si a circumferintei: ele nu au puncte
comune (fig. 320, a), au doua puncte comune (fig. 320, b), au
un singur punct comun (fig. 320, o).

(0]
a
N—" 1
a b c
Fig. 320

Definitie. Dreapta, care are cu circumferinta
numai un punct comun se numeste tangenta la
circumferinta.

In figura 320, ¢ dreapta a este tangenta la circumferinta
cu centrul in punctul O, iar A este punctul de tangenta.

Tangenta la circumferintd are numai un punct comun
cu cercul, mirginit de aceasta circumferinta. De asemenea
se spune ca aceasta dreapta este tangenta la cerc, care
este marginit de circumferinta data.
De exemplu, in figura 321, dreapta a
este tangenta la cercul cu centrul in
punctul O.

Daca segmentul (semidreapta) apar-
tine tangentei la circumferintd si are
cu aceasta circumferinta un punct, se
spune, ca segmentul (semidreapta) se
atinge de circumferinta. Fig. 321
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De exemplu, in figura 322 este reprezentat segmentul
AB care se atinge de circumferintd in punctul C.

Teorema 21.3 (proprietatea tangentei).
Tangenta la circumferinta este perpendiculara la
raza dusad in punctul de tangenta.

Demonstratie. © In figura 323 este reprezentata circum-
ferinta cu centrul O, A — punctul de tangenta al dreptei a
cu circumferinta. Demonstrdm cid OA L a.

0]
0]
B
A a a
¢ B A M A
Fig. 322 Fig. 323 Fig. 324

Presupunem ca aceasta nu este asa, adica segmentul OA
este oblica la dreapta a. Atunci din punctul O coboram per-
pendiculara OM pe dreapta a (fig. 324). Deoarece punctul
A este singurul punct comun al dreaptei a si a cercului cu
centrul O, marginit de aceastd circumferintd, rezulta ca
punctul M nu apartine acestui cerc. De aici OM =MB + OB,
unde B este punctul de intersectie al circumferintei si a
perpendicularei OM. Segmentele OA si OB sunt egale ca
raze ale circumferintei. In acest mod, OM > OA. Am obti-
nut contradictia: perpendiculara OM este mai mare decat
oblica OA. Deci, OA 1l a. ®

Teorema 21.4 (criteriul tangentei la circum-
ferinta). Daca dreapta, care trece printr-un punct
al circumferintei este perpendiculara la raza, dusa
in acest punct, atunci aceasta dreapta este tangenta
la circumferinta data.

Demonstratie. © In figura 323 este reprezentati circ-
umferinta cu centrul in punctul O, segmentul OA este raza
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ei, punctul A apartine dreptei a, OA L a. Demonstram ca
dreapta a este tangenta la circumferinta.

Fie ca dreapta a nu este tangentd si mai are inca un
punct comun B cu circumferinta (fig. 325). Atunci segmen-
tele OA si OB sunt egale ca raze, deci triunghiul AOB este
isoscel. De aici ZLOBA=20AB=90° Obtinem contradic-
tia: in triunghiul AOB existd doua unghiuri drepte. Deci,
dreapta a este tangenta la circumferinta. ®

Consecinta. Dacd distanta de la centrul circ-
umferintei pana la o dreaptd oarecare este egala cu
raza circumferintei, atunci aceastd dreapld este tan-
genta la circumferinta datd.

Demonstrati aceastd consecintd de sine statétor.

B
A
a
A B C
Fig. 325 Fig. 326

O— Problema. Demonstrati ca daca printr-un punct
dat sunt duse doua tangente la o circumferinta, atunci seg-
mentele tangentelor, care unesc punctul dat cu punctele de
tangentd, sunt egale.

Rezolvare. In figura 326 este reprezentatd circumfe-
rinta cu centrul O. Dreptele AB si AC sunt tangente, B si
C — punctele de tangentd. Demonstram ca AB=AC.
Ducem razele OB si OC la punctele de tangenta. Conform
proprietatii tangentei OB L AB si OC L AC. In triunghiurile
dreptunghice AOB si AOC, catetele OB si OC sunt egale ca
raze ale aceleiasi circumferinte, iar segmentul AO este ipo-
tenuza comuna. Deci, triunghiurile AOB si AOC sunt egale
dupa ipotenuza si catetd. De aici AB=AC. 4
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'f) 1. Cum imparte diametrul o coardd, daca este perpendicular la ea?
2. Cu ce este egal unghiul dintre o coarda diferita de diametru si
diametrul care imparte aceasta coarda in jumatati? 3. Descrieti
toate cazurile posibile de amplasare reciproca a dreptei si
circumferintei. 4. Care dreaptd se numeste tangenta la
circumferinta? 5. Ce proprietate are raza dusa la punctul de
tangenta a dreptei si circumferintei? 6. Formulati criteriul
tangentei la circumferinta. 7. Ce proprietate au tangentele duse
la circumferintd printr-un punct?

i
i@.& INSARCINARI PRACTICE I

576.° Desenati o circumferinta cu centrul O, duceti coarda
AB. Folosind echerul, impartiti aceastd coarda in doua
parti egale.

577.° Desenati o circumferinta cu centrul O, duceti coarda
CD. Folosind rigla cu diviziuni, duceti diametrul perpendi-
cular pe coarda CD.

578.° Desenati o circumferintd cu o raza arbitrara, notati
pe ea punctele A si B. Folosind rigla si echerul, duceti drep-
tele care se ating de circumferintd in punctele A si B.
579.° Duceti dreapta a si notati pe ea punctul M. Folosind
echerul, rigla si compasul, construiti o circumferinta cu
raza de 3 cm care sa atinga dreapta a in punctul M. Cate
astfel de circumferinte se pot construi?

e
WEXERCITII |

580.° In figura 327 punctul O este cen-
trul circumferintei, diametrul CD este per-
pendicular pe coarda AB. Demonstrati ca 0
ZAOD= 2/BOD.

581.° Se poate oare afirma ca dreapta,
perpendiculard pe raza circumferintei, se D
atinge de aceasta circumferinta? Fig. 327
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582.° Dreapta AB se atinge de circumferinta cu centrul O
in punctul C (fig. 328). Aflati:

1) unghiul OCD, daca ZBCD =28

2) unghiul ACD, daca £OCD = 55°.

A

D

B C A D
Fig. 328 Fig. 329

583.° Dreapta CD se atinge de circumferinta cu centrul O
in punctul A, segmentul AB este coarda circumferintei,
ZBAD =35° (fig. 329). Aflati unghiul AOB.
584.° Dreapta CD se atinge de circumferinta cu centrul O
in punctul A, segmentul AB este coarda circumferintei,
ZAOB=80° (fig. 329). Aflati unghiul BAC.
585.° Se da circumferinta, diametrul careia este egal cu
6 cm. Dreapta a este departata de la centrul ei cu: 1) 2 cm;
2) 3 cm; 3) 6 cm. In care caz dreapta a este tangenta la
circumferinta?
586.° In triunghiul ABC se stie, ci £C=90°. Demons-
trati ca:

1) dreapta BC este tangenta la circumferinta cu centrul

A, care trece prin punctul C;
2) dreapta AB nu este tangenta la circumferinta cu cen-
trul C, care trece prin punctul A.

O—mr 587.° Demonstrati ca coardele egale ale circumferin-
tel sunt egal departate de la centrul ei.
O—r 588." Demonstrati ca dacd coardele circumferintei
sunt egal departate de la centrul ei, atunci ele sunt egale.
O 589.° Demonstrati ca diametrul circumferintei este
mai mare decat orice coarda diferita de diametru.



200 § 4. Circumferinta si cercul =

)

590." Raza circumferintei este egald cu 7 cm. Poate oare
lungimea unei coarde a acestei circumferinte sa fie egala
cu: 1) 14 cm; 2) 15 cm?

591.° In circumferinta cu centrul O, prin mijlocul razei
este dusad coarda AB, perpendiculara la ea. Demonstrati ca
ZAOB =120°.

592.° Aflati unghiul dintre razele OA si OB ale circumfe-
rintei, daca distanta de la centrul O al circumferintei pana
la coarda AB este de doua ori mai mica decat: 1) lungimea
coardei AB; 2) raza circumferintei.

593.° Intr-o circumferinta este dus diametrul AB si coar-
dele AC si CD astfel, incat AC =12 cm, ZBAC=30° AB 1 CD.
Aflati lungimea coardei CD.

594." Dreptele AB si AC se ating de circumferinta cu cen-
trul O in punctele B si C. Demonstrati cd semidreapta AO
este bisectoarea unghiului BAC.

595.° Prin punctul M sunt duse tangentele MA si MB la
circumferinta cu centrul O, A si B — punctele de tangenta,
Z0OAB =20°. Aflati unghiul AMB.

596.° Prin capetele coardei AB, care este egala cu raza cir-
cumferintei, sunt duse doud tangente care se intersecteaza
in punctul C. Aflati unghiul ACB.

597.° Prin punctul C al circumferintei cu centrul O este
dusa tangenta la aceasta circumferintd, segmentul AB este
diametrul circumferintei. Din punctul A pe tangenta este
coborata perpendiculara AD. Demonstrati cd semidreapta
AC este bisectoarea unghiului BAD.

598.° Dreapta AC se atinge de circumferinta cu centrul O
in punctul A (fig. 330). Demonstrati ca unghiul BAC este de
doua ori mai mic decat unghiul AOB.

599.° Segmentele AB si BC sunt corespunzator coarda si
diametrul circumferintei, ZABC=30°. Prin punctul A este
dusad tangenta la circumferinta, care intersecteaza dreapta
BC'in punctul D. Demonstrati ca triunghiul ABD este isoscel.
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A B
C
Fig. 330 Fig. 331

600.° Se stie, ca diametrul AB imparte coarda CD in juma-
tati, dar nu este perpendicular pe ea. Demonstrati ca seg-
mentul CD tot este diametru.

601.” Gasiti locul geometric al centrelor circumferintelor
care se ating de dreapta data in punctul dat.

602." Gasiti locul geometric al centrelor circumferintelor
care se ating de ambele laturi ale unghiului dat.

603." Gasiti locul geometric al centrelor circumferintelor
care se ating de dreapta data.

604.” Dreptele care se ating de circumferinta cu cen-
trul O in punctele A si B se intersecteazd in punctul K,
ZAKB=120° Demonstrati cda AK+ BK = OK.

O— 605." Circumferinta se atinge de latura AB a tri-
unghiului ABC in punctul M si se atinge de prelungirile
celorlalte doua laturi. Demonstrati cd suma lungimilor seg-
mentelor BC si BM este egala cu jumatatea perimetrului
triunghiului ABC.

606.” Prin punctul C sunt duse tangentele AC si BC la
circumferinta, A si B sunt punctele de tangenta (fig. 331).
Pe circumferintd s-a luat punctul arbitrar M, ce se afla
in acelasi semiplan cu punctul C fatd de dreapta AB, si
prin el este dusa o tangenta la circumferinta, care intersec-
teaza dreptele AC si BC in punctele D si E, corespunzator.
Demonstrati ca perimetrul triunghiului DEC nu depinde de
alegerea punctului M.
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607. Demonstrati cd mijlocul M al segmentului, capetele caruia
apartin la doud drepte paralele, este mijlocul oricdrui segment,
care trece prin punctul M si capetele cdruia apartin acestor
drepte.

608. Segmentele AB si CD se afld pe aceeasi dreaptd si au un
mijloc comun. Punctul M este ales astfel, cad triunghiul AMB
este isoscel cu baza AB. Demonstrati ca triunghiul CMD este de
asemenea isoscel cu baza CD.

609. Pe latura MK a triunghiului MPK s-au notat punctele £
si I astfel, incat punctul E se afla intre punctele M si F, ME = EP,
PF=FK. Aflati unghiul M, daca ZEPF=92° /K =26°.

610. In triunghiul ascutitunghic ABC s-a dus bisectoarea BM.
Din punctul M pe latura BC s-a coborat perpendiculara MK.
S-a dovedit, ca LABM = /KMC. Demonstrati ca triunghiul ABC
este isoscel.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, INVENTATI

611. Stabiliti legitatea formelor figurilor reprezentate in figura
332. Ce figura trebuie de pus urmatoarea?

/\

Fig. 332
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22. Circumferinte circumscrise si inscrise triunghiului

Definitie. Circumferinta se numeste circumscrisa
unui triunghi, daca ea trece prin toate varfurile lui.

In figura 333 este reprezentatd cir- B

cumferinta circumscrisd unui triunghi.

In acest caz se mai spune cé triunghiul

este inscris in circumferinta. } c
In figura 333 punctul O este centrul ‘

circumferintei circumscrise triunghiului 4

ABC. Segmentele OA, OB si OC sunt Fig. 333

razele acestei circumferinte, de aceea

OA =0B=0C. Deci, centrul circumferintei circumscrise tri-

unghiului este egal departat de la toate varfurile lui.

Teorema 22.1. Oricdrui triunghi se poate cir-
cumscrie o circumferinta.

Demonstratie. © Pentru a demonstra acest lucru, este
suficient sd aratdm ca pentru orice triunghi ABC exista
punctul O egal departat de la toate varfurile lui. Atunci

punctul O va fi centrul circumferintei cir-
B cumscrise, iar segmentele OA, OB si

L 4 OC — razele ei.

In figura 334 este reprezentat triunghi

) arbitrar ABC. Ducem mediatoarele % si [

AC ale laturilor AB si AC, corespunzator.

! Fie O — punctul de intersectie al aces-

Fig. 334 tor drepte. Deoarece punctul O apartine

mediatoarei k, atunci OA = OB. Deoarece

punctul O apartine mediatoarei [, atunci OA=OC. Deci,

OA=0B=0C, adica punctul O este egal departat de la
toate varfurile triunghiului. ®

Mentiondm ca triunghiului i se poate circumscrie numai
o circumferintd. Aceasta reiese din aceea, ca mediatoarele
k si | (fig. 334) au doar un singur punct de intersectie.
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Deci, exista doar un punct egal departat de la toate var-
furile triunghiului.

Consecinta 1. Trei mediatoare ale laturilor unui
triunghi se intersecteaza intr-un punct.

Consecinta 2. Centrul -circumferintei circum-
scrise unui triunghi este punctul de intersectie al
mediatoarelor laturilor triunghiului.

Definitie. Circumferinta se numeste inscrisa
intr-un triunghi daca ea se atinge de toate laturile lui.

In figura 335 este reprezentati circumferinta inscrisa
in triunghi. In acest caz se mai spune ca triunghiul este
circumscris circumferintei.

In figura 335 punctul O este centrul circumferintei
inscrise in triunghiul ABC, segmentele OM, ON, OP sunt
razele duse la punctele de tangenta, OM L AB, ON 1 BC,
OP 1 AC. Deoarece OM= ON =OP, atunci centrul circumfe-
rintei inscrise in triunghi este egal depdrtat de la toate
laturile lui.

B

N N

o o)

A P C A P C
Fig. 335 Fig. 336

Teorema 22.2. In orice triunghi se poate inscrie
o circumferintd.

Demonstratie. © In figura 336 este reprezentat un tri-
unghi arbitrar ABC. Ducem bisectoarele unghiurilor A si B,
notam punctul lor de intersectie cu litera O. Din punctul
O coboram perpendicularele OM, ON si OP corespunzator
pe laturile AB, BC si CA ale triunghiului ABC. Deoarece
punctul O apartine bisectoarei unghiului A, atunci con-
form teoremei despre bisectoarea unghiului (teorema 20.2)
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obtinem, ca OM = OP. Analogic, deoarece punctul O apar-
tine bisectoarei unghiului B, atunci OM=ON. Fie OM=r.
Atunci OM = ON = OP=r. Astfel punctul O este departat de
la fiecare latura a triunghiului ABC la una si aceeasi dis-
tanta r. Atunci conform consecintei din criteriul tangentei
la circumferintd (consecinta din teorema 21.4), punctul O
este centrul circumferintei cu raza r care se atinge de latu-
rile AB, BC si CA. ®

Mentionadm céa in triunghi se poate inscrie numai o circ-
umferinta. Aceasta reiese din faptul ca bisectoarele unghiu-
rilor A si B (fig. 336) se intersecteazd numai intr-un punct.
Deci, exista numai un punct egal departat de la laturile
triunghiului.

Consecinta 1. Bisectoarele unghiurilor triun-
ghiului se intersecteaza intr-un singur punct.

Consecinta 2. Centrul circumferintei inscrise
intr-un triunghi este punctul de intersectie al bisec-
toarelor triunghiului.

O- Problema. Demonstrati ca raza circumferintei
inscrise intr-un triunghi dreptunghic se determina conform

) a+b-c . .
formulei r=T, unde r este raza circumferintei

inscrise, a si b — catete, ¢ — ipotenuza.

Rezolvare. In triunghiul ABC avem: ZACB=90°
BC=a, AC=b, AB=c, punctul O — centrul circumferintei
inscrise, M, E si K — punctele de tangenta ale circumferin-
tei inscrise cu laturile BC, AC si AB, corespunzator (fig. 337).

Segmentul OM este raza circumferintei, dusa in punctul
de tangenta. Atunci OM 1 BC. A

Deoarece punctul O este centrul circ-
umferintei inscrise, atunci semidreapta
CO este bisectoarea unghiului ACB, deci
Z0CM=45° Atunci triunghiul CMO |
este isoscel dreptunghic. cC M B

De aici, CM=0OM=r. Fig. 337
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Folosind proprietatea segmentelor tangentelor duse la
circumferinta printr-un punct, avem ca: CE = CM. Deoarece
CM=r, atunci CE=r.

Atunci AK=AE=b-r, BK=BM=a - r.

Deoarece AK+BK=AB, atunci b - r+a - r=c.

. . a+b-c
De aici 2r=a+b - ¢ r=——, 4

'r) 1. Care circumferinta se numeste circumscrisd unui triunghi?
2. Care triunghi se numeste inscris in circumferinta? 3. Carui
triunghi se poate circumscrie o circumferintd? 4. Care punct este
centrul circumferintei circumscrise triunghiului? 5. Care
circumferintd se numeste Tnscrisd Tn triunghi? 6. Care triunghi se
numeste circumscris unei circumferinte? 7. in care triunghi se
poate inscrie o circumferintd? 8. Care punct este centrul
circumferintei Tnscrise Tn triunghi?

IEULQ INSARCINARI PRACTICE I

612.° Desenati un triunghi ascutitunghic scalen.
1) Folosind rigla cu diviziuni si echerul, gasiti centrul
circumferintei circumscrise triunghiului dat.
2) Circumscrieti triunghiului o circumferinta.
3) Executati insarcindrile 1 si 2 pentru triunghiuri sca-
lene, dreptunghice si obtuzunghice.

613.° Desenati:
1) un triunghi ascutitunghic isoscel;
2) un triunghi obtuzunghic isoscel.
3) Executati insdrcinarile 1 si 2 din exercitiul 612.

614.° Copiati in caiet desenul 338. Duceti prin punctele A,
B, C o circumferinta, folosind rigla cu diviziuni, echerul si
compasul.
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A.
Fig. 338

615.° Desenati un triunghi scalen.
1) Folosind rigla si raportorul, gasiti centrul circumfe-
rintei inscrise in triunghiul dat.
2) Folosind echerul, gasiti punctele de tangenta ale circ-
umferintei inscrise cu laturile triunghiului.
3) Inscrieti o circumferinta in triunghiul dat.
616.° Desenati un triunghi isoscel. Executati insdrcinarile
1, 2 si 3 din exercitiul 615.

e
WEXERCITII [ .

617.° Pe care din figurile 339, a, b, ¢, este reprezentata
circumferinta circumscrisa triughiului?

©. @ Q.

Fig. 339

618.° Pe care din figurile 340, a, b, ¢, este reprezentata
circumferinta inscrisa in triunghi?

Fig. 340



)

208 § 4. Circumferinta si cercul =4

619.° Punctul O este centrul circumferintei inscrise in tri-
unghiul ABC (fig. 341). Aflati unghiurile acestui triunghi,
daca LABO=38° /BCO =22°.

N A,
o A\

620.° Punctul O este centrul circumferintei inscrise in tri-
unghiul ABC (fig. 341). Aflati unghiul ABO, daca £BAC =
= 64°, LACB =46°.

621.° Demonstrati cd centrul circumferintei circumscrise
triunghiului isoscel apartine dreptei, care contine mediana
dusa baza lui.

622.° Demonstrati ca centrul circumferintei inscrise in tri-
unghiul isoscel apartine inédltimii duse la baza lui.

623.° Circumferinta inscrisd in triunghiul ABC se atinge
de laturile AB si AC in punctele M si N, corespunzator.
Aflati unghiul A, daca ZAMN =35°.

624.° Circumferinta inscrisa in triunghiul ABC se atinge
de laturile AB si BC in punctele D si E, corespunzator.
Aflati unghiul ADE, dacd ZB=50°.

625.° Demonstrati ca centrul circumferintei circumscrise
triunghiului echilateral este punctul de intersectie al bisec-
toarelor lui.

O 626.° Demonstrati ca raza circumferintei circum-
scrise triunghiului echilateral este de doua ori mai mare
decat raza circumferintei inscrise in acest triunghi.

627.° Circumferinta inscrisd in triunghiul ABC (fig. 342)
se atinge de laturile lui in punctele M, K si E, BK=2 cm,
KC=4 cm, AM=8 cm. Aflati perimetrul triunghiului ABC.



§)\ 22, Circumferinte circumscrise si Tnscrise triunghiului 209

628." Circumferinta inscrisa in triunghiul ABC (fig. 342) se
atinge de laturile lui in punctele M, K si E, cu AB=13 cm,
BC=8 cm, BK =3 cm. Aflati lungimea laturii AC.

629." Prin centrul O al circumferintei circumscrise triun-
ghiului ABC este dusa o dreapta perpendiculara pe latura
AC si intersecteaza latura AB in punctul M. Demonstrati
ca AM=MC.

630." Prin centrul O al circumferintei inscrise in triunghiul
ABC este dusa dreapta AO, care intersecteaza latura BC in
punctul M. Demonstrati ca punctul M este egal departat de
la semidreptele AB si AC.

631." Demonstrati ca daca centrul circumferintei circum-
scrise triunghiului apartine medianei lui, atunci acest tri-
unghi este isoscel.

632." Demonstrati ca daca centrul circumferintei circum-
scrise unui triunghi apartine indltimii lui, atunci acest tri-
unghi este isoscel.

633." Demonstrati ca dacd centrul circumferintei inscrise
in triunghi apartine inaltimii lui, atunci acest triunghi este
isoscel.

634." Demonstrati ca daca centrul circumferintei inscrise
in triunghi apartine medianei lui, atunci acest triunghi
este isoscel.

635.° Demonstrati ca daca centrele circumferintelor inscrisa
si circumscrisa triunghiului coincid, atunci acest triunghi
este echilateral.

636." In figura 343 in triunghiurile ABD si CBD sunt
inscrise circumferinte cu centrele O, si O, corespunzitor.
Demonstrati ca unghiul O DO, este drept.

637.° In figura 344 in triunghiurile ABD si CBD sunt
inscrise circumferinte cu centrele O, si O, corespunzétor,
ZABC=50°. Aflati unghiul O BO,.
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Fig. 343 Fig. 344

638." Punctul de tangenta al circumferintei inscrise in tri-
unghiul isoscel imparte latura laterala a lui in raportul
7:5, socotind de la varful triunghiului isoscel. Aflati latu-
rile triunghiului daca perimetrul lui este egal cu 68 cm.
639." Perimetrul triunghiului ABC, circumscris circumfe-
rintei, este egal cu 52 cm. Punctul de tangenta al circum-
ferintei cu latura AB imparte aceastd laturd in raportul
2:3, socotind de la varful A. Punctul de tangenta cu latura
BC este departat de la varful C cu 6 cm. Aflati laturile
triunghiului.

640." Intr-un triunghi cu unghiurile egale cu 30°, 70° si 80°
este Inscrisd o circumferintd. Aflati unghiurile triunghiu-
lui, varfurile caruia sunt punctele de tangenta ale circum-
ferintei inscrise cu laturile triunghiului dat.

641.° Circumferinta inscrisa in triunghiul isoscel ABC se
atinge de laturile laterale AB si BC in punctele M si N,
corespunzator. Demonstrati ca MN || AC.

O—r 642.° Demonstrati ca daca centrul circumferintei cir-
cumscrise triunghiului apartine laturii lui, atunci acest tri-
unghi este dreptunghic.

O— 643.” In triunghiul ABC este inscrisd o circumfe-
rintd care se atinge de latura AB in punctul M, BC=a.

Demonstrati cda AM=p - a, unde p — semiperimetrul triun-
ghiului ABC.
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Fig. 345 Fig. 346

644." La circumferinta inscrisa intr-un triunghi echilate-
ral cu latura a, este dusa o tangenta, care intersecteaza
doua laturi ale triunghiului. Aflati perimetrul triunghiului,
care este taiat de aceasta tangenta din cel dat.

645.% In triunghiul isoscel ABC (AB=BC) cu baza egala
cu 10 cm este inscrisd o circumferintd. La aceasta circum-
ferinta sunt duse trei tangente care taie din acest triunghi
triunghiurile ADK, BEF si CMN. Suma perimetrelor tri-
unghiurilor formate este egala cu 42 cm. Cu ce este egala
latura laterala a triunghiului dat?

646.* In triunghiul ABC, segmentul BD — mediani,
AB=7 c¢cm, BC=8 cm. In triunghiurile ABD si BDC sunt
inscrise circumferinte. Aflati distanta dintre punctele de
tangenta ale acestor circumferinte pana la segmentul BD.
647.% Fiecare din unghiurile BAC si ACB ale triunghiului
ABC este impartit in trei parti egale (fig. 345). Demonstrati
ca ZAMN= /CMN.

648.% Fie ca varful unghiului B este inaccesibil (fig. 346).
Cu ajutorul raportorului si a riglei fara diviziuni construiti
dreapta, care contine bisectoarea unghiului B.

649.% Punctele F si O — centrele cir- B
cumferintelor inscrisd si circumscrisa

triunghiului isoscel ABC corespunzator F

(fig. 347). Ele sunt situate la aceeasi 2 C
distantd de la baza AC. Aflati unghiu- Ol

rile triunghiului ABC. Fig. 347
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650. Bisectoarea unghiului ABC formeaza cu o laturda a lui un
unghi, care este egal cu unghiul adicent cu unghiul ABC. Aflati
unghiul ABC.

651. Intr-un triunghi isoscel dintr-un B K C
varf de la baza s-a dus indltimea triun-
ghiului, iar din varful altui unghi de la
baza — bisectoarea triunghiului. Unul din

- . .. . A D
unghiurile create la intersectia bisectoarei
si Inaltimii duse, este egal cu 64°. Aflati Fig. 348
unghiurile triunghiului dat.
652. In figura 348 BC || AD, AB=3 cm, BC =10 cm. Bisectoarea
unghiului BAD intersecteaza segmentul BC in punctul K. Aflati
segmentele BK si KC.
653. In triunghiul ABC se stie, ca AB=BC, AM si CK — medi-
anele acestui triunghi. Demonstrati ca MK || AC.

A%E INVATAM SA APLICAM GEOMETRIA IS

654. Distanta dintre doud turnuri de comunicatii mobile este de
5 km. Conexiunea este stabila daca abonatul se afld la o distanta
nu mai mare decat 3 km de la turn. Reprezentati zona in care
poate merge o turistd pentru a se afla in suprafata de acoperire
stabila: 1) a turnului cel mai apropiat; 2) a ambelor turnuri.

655. Trei sate sunt reprezentate pe harta cu puncte care nu se
afld pe o dreapta. Unde ar trebui plasat turnul de comunicatii
mobile pentru ca el sa fie egal departat de aceste sate?

B C

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, INVENTATI

656. Din patratul ABCD s-a decupat figura
hasurata (fig. 349). Impartiti partea patratului, A4 D
care a ramas, in patru figuri egale. Fig. 349
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23. Probleme de constructii

Cu ajutorul riglei cu diviziuni, compasului, echerului,
raportorului, floralelor (fig. 350) voi in repetate randuri ati
fost nevoiti sa efectuati diferite constructii geometrice.

Dar se poate oare sa realizam aceste
constructii cu mai putine instrumente? Se
dovedeste cd, in multe cazuri, este sufici-
ent sa folosim numai compasul si rigla fara
diviziuni. De exemplu, pentru a duce bisec-
toarea unghiului nu este necesar sa avem
raportor, iar impdartirea unui segment in
doua parti egale se poate face chiar atunci
cand rigla nu are diviziuni. Fig. 350

Dar este oare rational in zilele noas-
tre, cand avem la dispozitie instrumente extrem de pre-
cise si programe de calculator care permit realizarea celor
mai complexe méasurari si constructii, sa ne multumim cu
instrumente atat de simple ca rigla si compasul? In prac-
tica, desigur ca nu. De aceea, profesionistii din domeniul
constructiilor, arhitecturii sau designului nu se limiteaza
in alegerea instrumentelor.

In problemele de constructie a figurilor din cursul sco-
lar de geometrie urmarind traditia anticd vom respecta
urmatoarele reguli:

1) toate constructiile se executd, folosind doar compasul
st rigla fara diviziuni;
2) cu ajutorul riglei se poate duce o dreaptd prin punctul

dat si, de asemenea, prin doud puncte date A st B de dus
dreapta AB;

3) cu ajutorul compasului se poate construi o circumfe-
rintd cu centrul dat si raza, care este egald cu segmentul dat.
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Deci, atunci cand o problema cere construirea unei figuri,
constructia se efectueaza folosind regulile descrise mai sus.

A rezolva o problema de constructie inseamna a alca-
tui planul (algoritmul) construirii figurii; a realiza planul
prin efectuarea constructiei; a demonstra ca figura obtinuta
este cea cautata; a determina cate rezolvari are problema.

Sa cercetam principalele probleme de constructie.

O— Problema 1. Construiti un unghi ce este egal
cu cel dat, o latura a caruia este semidreapta data.

Rezolvare. In figura 351 este reprezentat unghiul A
si semidreapta OK. Trebuie sa construim un unghi egal cu
unghiul A, ca o latura a lui sa fie semidreapta OK.

B
A C
o K A
Fig. 351 Fig. 352

Construim o circumferinta cu raza arbitrara r cu cen-
trul in punctul A. Punctele de intersectie a acestei circum-
ferinte cu laturile unghiului A le notdm cu B si C (fig. 352).
Atunci AB=AC-=r.

E E
o M K O M K o M K
F F
a b c

Fig. 353
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Desenam o circumferinta cu raza r si centrul in punctul O.
Fie ca aceastd circumferintd intersecteaza semidreapta OK
in punctul M (fig. 353, a). Apoi, desenam o circumferinta
cu raza BC si cu centrul in punctul M. Fie ca circumferin-
tele cu centrele O si M se intersecteaza in punctele £ si F'
(fig. 353, b). Ducem semidreptele OF si OF (fig. 353, c).

Aratdm ca fiecare din unghiurile EOM si FOM este cel
cautat. Demonstram, de exemplu, ca ZEOM = 2ZBAC.

Cercetam triunghiurile ABC (fig. 352) si OEM (fig. 353, o).
Avem: AB=0OE=r=AC=0M. In afari de aceasta conform
constructiei EM = BC. Deci, triunghiurile ABC si OEM sunt
egale dupa trei laturi, adica conform criteriului al treilea de
egalitate a triunghiurilor. De aici ZEOM = ZBAC. Analogic
putem aréita, ca LBAC=/FOM. 4

Noi am construit doud unghiuri EOM si FOM care
satisfac conditiile problemei. Aceste unghiuri sunt egale.
In asa cazuri, se considera ci problema de constructie are
o singura rezolvare.

O-r Problema 2. Construiti mediatoarea segmentu-
lui dat.

Rezolvare. Fie AB — segmentul dat (fig. 354, a).
Desenam doua circumferinte cu centrele A si B si raza
AB. Punctele de intersectie acestor circumferinte le notam
cu M si N (fig. 354, b). Ducem dreapta MN (fig. 354, o).
Demonstram ca dreapta MN este cea cautata.

SN
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Din constructie reiese, ca MA=MB=AB si NA =
= NB=AB (fig. 354, d). Deci, punctele M si N apartin medi-
atoarei segmentului AB. Atunci dreapta MN este mediatoa-
rea segmentului AB. <

Observatie. Deoarece dreapta MN intersecteaza seg-
mentul AB in mijlocul lui, in punctul O, atunci, totodata,
este rezolvata si urmaéatoarea problema.

O- Problema 3.Impartiti segmentul dat in jumatati.

O— Problema 4. Se da o dreapta si un punct, care
nu-i apartine. Prin acest punct duceti o dreaptd perpendi-
culara la cea data.

Rezolvare. Fie m — dreapta data, A — punctul care
nu apartine ei. Construim o circumferintd cu centrul in
punctul A astfel, incat ea sa intersecteze dreapta m in doua
puncte. Aceste puncte le notdm cu M si N (fig. 355).

A
m M N
%
Fig. 355 Fig. 356

Deoarece AM=AN, punctul A apartine mediatoarei
segmentului MN. Construind aceasta mediatoare (vezi pro-
blema 2), rezolvim problema. <«

O— Problema 5. Se da o dreapta si un punct care
apartine ei. Prin acest punct duceti o dreaptd perpendicu-
lara la cea data.

Rezolvare. Fie m — dreapta data, A — punctul care
apartine ei. Construim o circumferinta cu raza arbitrara
si cu centrul in punctul A. Ea intersecteaza dreapta m in
doud puncte. Aceste puncte le notam cu M si N (fig. 356).
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Deoarece AM=AN, atunci am redus problema la con-
struirea mediatoarei segmentul MN. 4

O— Problema 6. Construiti bisectoarea unghiului
dat.

Rezolvare. Fie A — unghiul dat. Construim o circumfe-
rinta cu raza arbitrara si cu centrul in punctul A. Acesta cir-
cumferinta intersecteaza laturile unghiului in doua puncte.
Aceste puncte le notam cu M si N (fig. 357, a). Construim
circumferintele cu centrele in punctele M si N si aceeasi
raza. Aceste circumferinte se intersecteaza in punctul A
si intr-un alt punct K (fig. 357, b). Ducem semidreapta AK
(fig. 357, o).

M

A IN

a

Fig. 357

Demonstram ca semidreapta AK — bisectoarea cautata.

Intr-adevir, triunghiurile AMK si ANK (fig. 357, d) sunt
egale dupa trei laturi, adica conform criteriului al treilea de
egalitate a triunghiurilor. Deci, /MAK = /NAK. 4

O- Problema 7. Construiti un triunghi dreptun-
ghic dupa ipotenuza si cateta.

Rezolvare. Fie ca sunt date doua segmente cu lungi-
mile ¢ si b, totodata b < ¢ (fig. 358, a). Deoarece ipotenuza
este mai mare decat cateta, atunci ipotenuza triunghiului
cautat este egala cu cel mai mare din segmentele date, iar
cateta — cu cel mai mic. Deci, vom construi un triunghi
dreptunghic ABC, in care £C=90°, AB=c, AC=b.

Ducem doua drepte perpendiculare m si n. Fie C — punc-
tul lor de intersectie. Pe dreapta m depunem segmentul CA,
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care este egal cu cateta data b (fig. 358, b). Construim o
circumferinta cu centrul in punctul A si raza egalad cu ipo-
tenuza datd c. Fie ca aceasta circumferintd intersecteaza
dreapta n in doua puncte B, si B, (fig. 358, c). Fiecare din
triunghiurile ACB, si ACB, este cel cdutat.

n n

— o C A m C <A\m
b </
G—)
a C

b
Fig. 358

Deoarece triunghiurile ACB, si ACB, sunt egale, atunci
problema are o singura rezolvare. <

Problema 8. Construiti un triunghi dupa o latura si
inaltimile duse pe alte doud laturi.

Rezolvare. In figura 359 este reprezentat triunghiul
ABC, segmentele AA, si CC, sunt indltimile lui. Dacd sunt

cunoscute segmentele AC, AA, si CC, putem construi tri-
unghiurile dreptunghice AA C si CC/A dupa ipotenuza si
cateta (vezi problema 7).

A, A, ¢,

. L~

A CA C

Fig. 359 Fig. 360
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Rationamentele prezentate se numesc analiza proble-
mei de constructie. El sugereaza planul construirii.

Construim triunghiul dreptunghic AA C, in care ipote-
nuza AC este egald cu latura data, iar cateta AA, — egala
cu una din indltimile date (fig. 360, a). In triunghiul con-
struit, unghiul ACA, este egal cu unul din unghiurile ala-
turate laturii date a triunghiului cautat. Cu ajutorul unei
constructii aseméanatoare se poate obtine si alt unghi alatu-
rat laturii date. In figura 360, b acesta este unghiul C,AC.

Acum ramane sa construim triunghiul ABC, folosind
latura AC si cele doua unghiuri alaturate ei. Efectuati
aceasta constructie de sine statator. <

Problema 9. Construiti un triunghi dupa un unghi,
inaltimea si bisectoarea dusa din varful acestui triunghi.

Rezolvare. Facem analiza problemei de constructie.
In figura 361 este reprezentat triunghiul ABC, in care seg-
mentul BD — inaltime, segmentul BK — bisectoare.

Daca sunt cunoscute lungimile segmentelor BD si BK,
atunci putem construi triunghiul dreptunghic BDK folosind
ipotenuza si cateta. De asemenea, mentionam céd daca este
cunoscut unghiul ABC, atunci se pot construi unghiurile

ABK si KBC, fiecare din ele fiind egale cu %LAB C. De aici

obtinem planul construirii.

B B

A D K C /A D K C

Fig. 361 Fig. 362
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Construim triunghiul dreptunghic BDK, in c are ipote-
nuza BK este egala cu bisectoarea data, iar cateta BD — cu
inaltimea data (fig. 362). Construim doua unghiuri, fiecare
din ele este egal cu jumatate din cel dat astfel, incat semi-
dreapta BK si le fie laturd comuna. In figura 362 acestea-s
unghiurile ABK si KBC. Triunghiul ABC — cel cautat. <

p 1. Cu ajutorul cdror instrumente se efectueaza contructiile
geometrice? Ce constructii geometrice se pot efectua cu ele?
2. Ce inseamnad a rezolva o problemd de constructie?

@EXERCITII -

657.° Desenati: 1) un unghi ascutit; 2) un unghi obtuz.
Construiti un unghi, care este egal cu cel desenat.

658.° Desenati unghiul ascutit ABC, duceti semidreapta
DK. Construiti unghiul MDK astfel, incat L MDK =2-/ABC.

659.° Impartiti segmentul dat in patru parti egale.

660.° Desenati un unghi arbitrar. Impartiti-l in patru parti
egale.

661.° Desenati: 1) un triunghi ascutitunghic; 2) un triunghi
obtuzunghic. Construiti toate inédltimile acestui triunghi.

662.° Desenati triunghiul ABC. Construiti: 1) inaltimea AM;
2) mediana BD; 3) bisectoarea CK.

663.° Construiti un triunghi:

1) dupa doua laturi si unghiul dintre ele;

2) dupa o latura si doud unghiuri alaturate ei.
664.° Construiti un triunghi dreptunghic:

1) dupa doua catete;

2) dupa o cateta si unghiul ascutit aldturat ei.
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665.° Construiti un triunghi dreptunghic isoscel, cunos-
cand cateta.

666.° Construiti un triunghi isoscel, cunoscand latura late-
rald si unghiul de la varf.

667.° Construiti un triunghi isoscel, cunoscand baza si
unghiul de la baza.

668." Construiti o circumferinta cu raza data, care sa fie
tangenta la o dreapta data in punctul dat.

669." Construiti tangenta la circumferinté, care trece prin
punctul dat a circumferintei.

670.° Construiti un unghi, care este egal cu: 1) 45° 2) 60°;
3) 75° 4) 120°.

671." Construiti un unghi, care este egal cu: 1) 30°
2) 22°30"; 3) 15°.

672.° Prin punctul dat, ce nu apartine dreptei date, duceti
o dreapta paralela cu dreapta data.

673." Prin punctul dat, ce apartine unghiului, duceti o
dreapta care taie pe laturile unghiului segmente egale.

674.° Construiti circumferinta, ce este tangenta la laturile
unghiului dat.

675.° Se da un unghi, care este egal cu 30°. Construiti cir-
cumferinta cu raza data astfel, incat centrul circumferintei
sa apartind unei laturi a unghiului si circumferinta sa fie
tangenta la cealalta latura a unghiului.

676." Construiti circumferinta, care se atinge de laturile
unghiului dat, totodata atinge una din ele in punctul dat.

677.° Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand ipote-
nuza si un unghi ascutit.

678." Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand o
catetd si unghiul ascutit opus ei.
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679.° Construiti un triunghi isoscel:
1) dupa indltimea coborata pe baza si unghiul de la varf;
2) dupa baza si mediana dusa la baza;
3) dupa baza si inaltimea dusa pe latura laterala.

680." Construiti un triunghi isoscel:
1) dupa latura laterala si unghiul de la baza;
2) dupa latura laterala si indltimea coborata pe baza.

681." Construiti un triunghi dreptunghic isoscel, cunos-
cand ipotenuza.

682.” Cum se poate imparti in jumatate un segment, a
carui lungime este de cateva ori mai mare decat cea mai
mare deschizatura a compasului?

683.” Construiti un triunghi dreptunghic:
1) dupa un unghi ascutit si bisectoarea acestui unghi;
2) dupa o cateta si inaltimea dusa la ipotenuza.

684.” Construiti un triunghi dreptunghic:
1) dupa o catetd si mediana dusa la cealalta catets;
2) dupd un unghi ascutit si indltimea dusa din varful
unghiului drept.

685.” Construiti un triunghi isoscel, cunoscand baza si
raza circumferintei inscrise.

686.” Construiti un triunghi, cunoscand o latura, unghiul
alaturat ei si bisectoarea triunghiului, dusa din varful aces-
tui unghi.

687.” Construiti un triunghi, cunoscand o latura, medi-
ana dusd la una din celelalte doua laturi si unghiul dintre
latura data si mediana.

688. Construiti un triunghi, cunoscand o latura, unghiul
ascutit alaturat ei si inaltimea dusa la latura data.
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689." Construiti un triunghi, cunoscand o latura, mediana
si indltimea, duse din unul si acelasi capat al laturii date.
Cate rezolvari poate avea problema?

690.” Construiti un triunghi, cunoscand doua laturi si
indltimea dusad la una din ele. Cate rezolviri poate avea
problema?

691.” Construiti un triunghi, cunoscand inaltimea si doua
unghiuri, care formeaza aceasta inaltime cu laturile triun-
ghiului, care au cu inaltimea un varf comun. Cate rezolvari
poate avea problema?

692.” Construiti un triunghi, cunoscand doua laturi si
inaltimea dusa la a treia latura. Cate rezolvari poate avea
problema?

693.” Construiti un triunghi, cunoscand doua laturi
si unghiul opus uneia din ele. Cate rezolvari poate avea
problema?

694.” Construiti un triunghi, cunoscand o latura, unghiul
alaturat ei si mediana dusa la latura data. Cate rezolvari
poate avea problema?

695. Construiti un triunghi, cunoscand un unghi si inalti-
mile duse din varfurile celorlalte doua unghiuri.

696.” Construiti un triunghi, cunoscand doua inaltimi si
unghiul, din varful caruia este dusa una din aceste inal-
timi. Cate rezolvari poate avea problema?

697.% Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand o
cateta si raza circumferintei inscrise.

698.% Construiti un triunghi, cunoscand o latura, unghiul
alaturat ei si raza circumferintei inscrise.

699.* Construiti un triunghi, cunoscand raza circumferin-
tel inscrise si segmentele in care punctul de tangenta a
circumferintei inscrise imparte una din laturi.

700.* Construiti un triunghi, cunoscand o laturd, inalti-
mea si mediana duse la aceasta latura.
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701.% Construiti un triunghi, daci sunt date trei puncte
in care circumferinta inscrisa este tangenta la laturile lui.
702.% Cum se poate imparti in trei parti egale unghiul,
care este egal cu 54°?

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

703. In triunghiul ABC se cunoaste, cd AB = BC, segmentele AC
si CF sunt bisectoarele acestui triunghi. Demonstrati ca EF || AC.
704. Aflati unghiurile triunghiului ABC, daca:

1) LA+ /B=110°, LA+ /C=85°%

2) LC - LA=29°, LA+ ,/C=121°
705. Mediatoarea ipotenuzei AB a triunghiului dreptun-
ghic ABC intersecteaza cateta BC in punctul M. Se stie, ca
ZMAC: ZMAB~=8:5. Aflati unghiurile ascutite ale triunghiului
ABC.

706. Determinati tipul triunghiului, in care unul din unghiurile
exterioare ale lui este mai mare decat unul din unghiurile tri-
unghiului, neadiacente cu el:

1) cu 60°, iar decéat al doilea — cu 40°;

2) cu 25°, iar decat al doilea — cu 35°.

C'- OBSERVATI, DESENATI,

O CONSTRUITI, INVENTATI
707. Pe o foaie de hartie s-a desenat un triunghi echilateral si a
fost acoperit complet cu douéa triunghiuri echilaterale de dimen-

siuni diferite. Demonstrati ca pentru a-1 acoperi ar fi suficient si
unul din aceste triunghiuri.

24. Metoda locurilor geometrice a punctelor
in problemele de constructie

Se stie ca, amestecand culoarile albastra si galbena
obtinem culoarea verde.

Fie ca pe plan trebuie sa gasim punctele, care poseda
simultan doud proprietéti. Daca punctele care poseda prima
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proprietate sunt colorate in albastru, iar cele care au a doua
proprietate in galben, atunci este evident ca punctele verzi,
care s-au format, vor poseda ambele proprietati. In acesta
si consta ideea metodei LGP. Sa rezolvim cateva probleme,
folosind aceasta metoda.

O- Problema 1. Construiti un triunghi dupa laturi
date ale lui.

Rezolvare. Fie ca sunt date trei segmente cu lungimile
a, b, ¢ (fig. 363). Trebuie sa construim triunghiul ABC in
care AB=c¢, AC=b, BC=a.

A
a
° ° c b
b —
— B a C
c

r—9

Fig. 363 Fig. 364

Ducem o dreapta arbitrara. Cu ajutorul compasului
depunem pe ea segmentul BC, care este egal cu a (fig. 364).
Problema s-a redus la construirea celui de-al treilea varf al
triunghiului, a punctului A.

Folosim faptul, ca punctul A are doud proprietati:

1) apartine locului geometric al punctelor, departate de
la punctul B la distanta ¢, adica circumferintei cu raza c si
centrul in punctul B (in figura 364, aceasta-i circumferinta
galbena);

2) apartine locului geometric al punctelor, departate de
la punctul C la distanta b, adica circumferintei cu raza b si
centrul in punctul C (in figura 364, aceasta-i circumferinta
albastra).

Punctul A poate fi oricare din cele doua puncte verzi
care s-au format.
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Triunghiul obtinut ABC este triunghiul cautat, deoarece
inel AB=c¢, AC=b si BC=a. 4

Din aceasta constructie reiese ca, atunci cand fiecare din
cele trei segmente date este mai mic decdt suma celorlalte
doud, aceste segmente pot servi ca laturi ale triunghiului.

Problema 2. Construiti o figura, toate punctele careia
apartin unghiului dat, sunt egal departate de la laturile lui
si se afla la distanta datd a de la varful lui.

Rezolvare. Punctele cautate apartin in acelasi timp la
doua locuri geometrice ale punctelor: bisectoarei unghiului
dat si circumferintei cu centrul in varful unghiului si raza,
care este egala cu a.

Construim bisectoarea unghiului si circumferinta indi-
catd (fig. 365). Punctul lor de intersectie si este punctul
ciutat X. <

X
a
M e oM

A <

Fig. 365 Fig. 366 Fig. 367

Problema 3. Construiti centrul circumferintei cu
raza datd R, care trece prin punctul dat M si este tangenta
la dreapta data a.

Rezolvare. Cercetam cazul cand punctul M nu apartine
dreptei a. Deoarece circumferinta se atinge de dreapta a,
atunci centrul ei se afld la distanta R de la dreapta data.
Locul geometric al punctelor departate de la dreapta data la
distanta datad sunt doua drepte paralele (vezi problema 567).
Deci, centrul circumferintei trebuie cautat pe dreptele gal-
bene (fig. 366).
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Locul geometric al punctelor care sunt centrele circum-
ferintelor cu raza R, care trec prin punctul M este circum-
ferinta cu raza R si centrul in punctul M (in figura 367
aceasta este circumferinta albastrd). De aceea centrul circ-
umferintei cdutate poate fi oricare din punctele de intersec-
tie ale circumferintei albastre cu una din dreptele galbene
(fig. 367).

Analizati singuri constructia pentru cazul in care punc-
tul dat se afla pe dreapta dati. <

Problema 4. Construiti un triunghi dupa o latura,
mediana dusd la aceastd laturd si raza circumferintei
circumscrise.

Rezolvare. Construim circumferinta cu raza data si
ducem coarda AB, care este egala cu latura triunghiului
cautat. Atunci capetele coardei sunt doua varfuri ale triun-
ghiului cautat. Este clar ca al treilea varf apartine in ace-
lasi timp circumferintei construite (circumferinta galbena)
si a circumferintei cu centrul in punctul O, care este mij-
locul coardei AB, si raza care este egald cu mediana data
(circumferinta albastra). Fiecare din triunghiurile ABC, si

ABC2 (fig. 368) este triunghiul cautat. Deoarece aceste tri-
unghiuri sunt egale, problema are o singura rezolvare. <

Fig. 368
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@EXERCITII [

708.° Se da o dreaptd m si punctele A si B in afara ei
(fig. 369). Construiti pe dreapta m punctul egal departat de
la punctele A si B.

B

Fig. 369

709.° Punctele A si B apartin dreptei m. Construiti punctul
departat de dreapta m la distanta a si este egal departat
de la punctele A si B. Cate rezolvari poate avea problema?

710.° Construiti un triunghi isoscel, cunoscand baza si
latura laterala.

711.° Punctele B si C apartin diferitor laturi ale unghiu-
lui A, iar AB#AC. Construiti punctul M, care apartine
unghiului si este egal departat de la laturile lui si pentru
care MB=MC.

712.° Punctele B si C apartin diferitor laturi ale unghiului
A. Construiti punctul D care apartine unghiului si este
egal departat de la laturile lui si pentru care DC=BC. Cate
rezolvari poate avea problema?

713.° Pentru circumferinta data, construiti punctul care
este centrul ei.

714.° Construiti circumferinta cu raza data, centrul careia
apartine dreptei date astfel, incat aceaasta circumferinta
sa treaca prin punctul dat.

715." Construiti circumferinta cu raza datéa, care trece prin
doua puncte date.
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716.° Gasiti toate punctele care apartin circumferintei date
si sunt egal departate de la capetele segmentului dat. Cate
rezolvari poate avea problema?

717.° Sunt date doud drepte m si n care se intersecteaza
si segmentul AB. Construiti pe dreapta m un punct, care
se afld la distanta AB de la dreapta n. Cate rezolvari are
problema?

718.° In triunghiul ABC se stie, ca £C=90° Pe cateta
AC construiti punctul D, care se afld la distanta CD de la
dreapta AB.

719.° Construiti un triunghi conform a doua laturi si a
medianei, dusa la una din laturile date.

720." Construiti un triunghi isoscel conform laturii late-
rale si a medianei duse la latura laterala.

721.” Construiti un triunghi isoscel conform bazei si razei
circumferintei circumscrise. Cate rezolviari poate avea
problema?

722.”" Pe circumferinta datd construiti punctul, care se
afla la distanta datd de la dreapta data. Cate rezolvari
poate avea problema?

723.” Pe circumferinta data construiti punctul, care este
egal departat de la doua drepte date, ce se intersecteaza.
Cate rezolvari poate avea problema?

724.” Intre doua drepte paralele este dat un punct, con-
struiti o circumferintd, care trece prin punctul dat si este
tangenta la dreptele date. Cate rezolvari are problema?
725.” Construiti o circumferintd care trece prin punctul
dat A si este tangenta la dreapta m in punctul dat B.
726.” Sunt date doud drepte paralele si secanta, construiti
circumferinta care este tangenta la aceste trei drepte.
727.” Construiti un triunghi, cunoscand doud laturi si
raza circumferintei circumscrise. Cate rezolvari poate avea
problema?
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728." Construiti un triunghi, cunoscand o latura, inalti-
mea dusa la aceasta latura si raza circumferintei circum-
scrise. Cate rezolvari poate avea problema?

729.” Construiti un triunghi echilateral, cunoscand raza
circumferintei circumscrise.

730.% Trei drepte se intersecteazi doui cate doud si nu trec
printr-un punct. Construiti punctul, care este egal departat
de la toate cele trei drepte. Cate rezolvari are problema?
731.% Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand o
cateta si suma ipotenuzei si celeilalte catete.

732.% Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand ipote-
nuza si suma catetelor.

733.* Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand ipote-
nuza si diferenta dintre catete.

734.% Construiti un triunghi dreptunghic, cunoscand o
cateta si diferenta dintre ipotenuza si cealalta cateta.
735.% Construiti un triunghi conform laturii, a unghiului
alaturat ei si a sumei celorlalte doud laturi.

736.% Construiti un triunghi conform laturii, a unghiului
alaturat ei si a diferentei celorlalte doua laturi.

737.% Construiti un triunghi conform laturii, a unghiului
opus ei si a diferentei celorlalte doua laturi.

738.% Construiti un triunghi conform laturii, a unghiului
opus si a sumei celorlalte doua laturi.

739.% Construiti un triunghi, cunoscand perimetrul si doui
unghiuri.

740.% Construiti un triunghi, cunoscand perimetrul, un
unghi si indltimea dusa din varful altui unghi.

741.% Construiti un triunghi, cunoscand iniltimea si medi-
ana duse din acelasi varf siraza circumferintei circumscrise.
742.% Construiti un triunghi, cunoscand douid laturi si
mediana dusa la a treia latura.
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743.% Construiti un triunghi, cunoscand o laturs, inalti-
mea dusad la aceastd latura si mediana dusa la una din
celelalte doua laturi.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

S

744. In figura 370 ZA=46°, ZACB=68° /DEC=120° Aflati
unghiurile triunghiurilor EFC si DBE.

745. Prin mijlocul O al laturii MK ale triunghiului MKN s-a
dus o dreaptd, care este perpendiculara la latura MK si inter-
secteaza latura MN in punctul C. Se stie, ca MC=KN, £N=50°.
Aflati unghiul MCO.

B
B
D M N
E
A C F A D C

Fig. 370 Fig. 371

746. In triunghiul ABC din varful unghiului drept C s-a dus
inaltimea CH si bisectoarea CM. Lungimea segmentul HM este
de doud ori mai mica decat lungimea segmentului CM. Aflati
unghiurile ascutite ale triunghiului ABC.

747. In figura 371 BD=DC, DN 1 BC, /BDM=/MDA. Aflati
suma unghiurilor MBN si BMD.

&Yy OBSERVATI, DESENATI,
o CONSTRUITI, INVENTATI
748. Taiati figura prezentata in figura 372 in

trei parti, care nu sunt patrate astfel, incat
din aceste parti sa se poata forma un patrat. Fig. 372
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@ DIN ISTORIA CONSTRUCTIILOR GEOMETRICE Il

Abilitatea obtinerii rezultatului, folosind mijloace mini-
male a fost mereu consideratd semn de maiestrie superi-
oara. Posibil de aceea in Grecia Antica, in mare masura era
dezvoltata arta executarii constructiilor geometrice cu aju-
torul doar a doua instrumente: a unei scandurele cu o mar-
gine dreapta (riglei) si a doua betisoare ascutite, legate la
un capat (compasul). O astfel de limitare in alegerea instru-
mentelor istoricii o leaga cu stravechea traditie greaca, con-
form céreia dreapta si circumferinta erau considerate cele
mai armonioase figuri. Astfel in cartea sa ,Elementele”,
marele savant Euclid descria constructiile figurilor geome-
trice realizate doar cu compasul si rigla.

Existd multe probleme de constructie. Cu unele din ele
voi deja ati ficut cunostinti. Insi sunt trei probleme de
constructie care au jucat un rol important in dezvoltarea
matematicii. Aceste probleme au devenit cunoscute.

Problema despre cvadratura cercului. De construit
un patrat, aria caruia sa fie egala cu aria cercului dat.

Problema despre trisectiunea unghiului. (de la lati-
nul tria — ,trei” si section — ,taiere”). De impartit un unghi
in trei parti egale.

Problema despre dublarea cubului. De construit un
cub, volumul caruia este de doua ori mai mare decat volu-
mul cubului dat.

Aceste probleme au pus pe ganduri omenirea pe parcur-
sul mileniilor. Se straduiau si le rezolve asa savanti remar-
cabili ale anticitatii, ca Hipocrate din Chios, Eudoxus din
Knidos, Euclid, Eratostene, Apollonius din Perga, Heron,
Pappus din Alexandria, Platon, Arhimede, genii ale epocii
moderne — René Decartes, Francois Viete si Isaac Newton.
Si numai la mijlocul secolului XIX s-a demonstrat ca
aceste probleme nu pot fi rezolvate, adica nu se pot realiza
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constructiile mentionate, folosind doar compasul si rigla.
Acest rezultat a fost obtinut nu prin mijloacele geometriei,
dar ale algebrei, datorita traducerii acestor probleme in
limbajul ecuatiilor.

Cand ati rezolvat probleme de constructie, mai ales
cele insemnate cu asterisc, probabil ati intdmpinat greu-
tati legate cu arsenalul limitat de instrumente. De aceea,
propunerea de a limita si mai mult posibilitatea folosirii
aparatelor poate parea cel putin neasteptata. Insa, incd in
secolul X, matematicianul persian Mohammad Abul Vafa
a descris rezolvarea unei serii de probleme de construc-
tie cu ajutorul riglei si compasului, deschizatura caruia nu
se poate modifica. Cu totul uimitoare este teorema publi-
catd in 1797 de matematicianul italian Lorenzo Mascheroni
(1750-1800): orice constructie ce se poate face cu compasul si
rigla, se poate face doar cu compasul. Totodata Mascheroni
a mentionat ca, deoarece o dreaptd nu poate fi dusa doar cu
compasul, atunci dreapta se considera construita daca sunt
construite doua puncte oarecare ale ei.

In secolul XX, a fost gisitd cartea savantului danez
Georg Mohr (1640-1697), in care el de asemenea descria
constructii facute doar cu compasul. De aceea, teorema for-
mulatd mai sus se numeste teorema lui Mohr-Mascheroni.
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iNSARCINAREA Ne 4,,CONTROLEAZA-TE” iIN FORMA DE TEST

1. Sunt date trei puncte care nu se afld pe o dreapta. Cate
puncte contine locul geometric al punctelor, egal departate de
la cele date?

A) o multime; B) doug; C) unul; D) niciunul.

2. Sunt date trei puncte care se afla pe o dreapta. Cate puncte
contine locul geometric al punctelor, egal departate de la cele
date?

A) unul; B) doua; C) o multime; D) niciunul.
3. Cate puncte contine locul geometric al punctelor care apartin
unui unghi si sunt egal departate de la laturile si de la varful lui?

A) unul; B) doua; C) o multime; D) niciunul.
4. Punctul X apartine circumferintei cu raza R si centrul O.

Care din afirmatiile date este incorecta?
A) OX < R; B) OX > R; C) OX < R; D) OX=R.

5. Dreapta are doud puncte comune cu circumferinta cu raza R
si centrul O. Ce figura formeaza toate punctele X ale dreptei
date, pentru care OX > R?

A) un segment; C) o semidreapt4;

B) douéa semidrepte; D) o dreapta.

6. In figura este reprezentati dreapta a, care
se atinge de circumferinta cu centrul O in B

punctul A. Pe circumferinta este notat punc- 0]

tul B, X — un punct arbitrar de pe dreapta a. ¢

Care din afirmatiile date este incorecta? a
A) OX > OB; C) OX > OB; A

B) OX > OA; D) OA=0OB.

7. Care afirmatie este corecta?

A) Daca doua coarde sunt perpendiculare, atunci una din ele
este diametru.

B) Daca doua coarde sunt impartite in jumatate de punctul
lor de intersectie, atunci ele sunt perpendiculare.

C) Daca tangenta dusa prin capatul unei coarde este perpen-
diculara pe ea, atunci aceasta coarda este diametru.

D) Daca una din coarde o imparte pe alta in jumatate, atunci
aceasta coarda este diametru.
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8. Centrul circumferintei circumscrise triunghiului este punctul
de intersectie al:

A) inaltimilor triunghiului;

B) medianelor triunghiului;

C) mediatoarelor laturilor triunghiului;

D) bisectoarelor triunghiului.

9. Centrul circumferintei inscrise in triunghi este punctul de
intersectie al:

A) inaltimilor triunghiului;

B) medianelor triunghiului;

C) mediatoarelor laturilor triunghiului;

D) bisectoarelor triunghiului.

10. Centrele circumferintelor inscrisé si circumscrisa triunghiu-
lui coincid in triunghiul:

A) isoscel;

B) echilateral,;

C) dreptunghic;

D) scalen.
11. La rezolvarea problemelor de constructie se folosesc
instrumentele:

A) compas, raportor, rigla;

B) rigla, echer;

C) rigla, echer, compas, raportor;

D) compas, rigla.

PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 4

Locul geometric al punctelor (LGP)
Locul geometric al punctelor (LGP) se numeste multi-
mea tuturor punctelor care au o anumita proprietate.
Mediatoarea segmentului ca LGP

Mediatoarea segmentului este locul geometric al punc-
telor egal departate de la extrimitétile acestui segment.
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Bisectoarea unghiului ca LGP
Bisectoarea unghiului este locul geometric al punctelor
care apartin unghiului si sunt egal departate de la latu-
rile lui.

Circumferinta
Circumferinta se numeste locul geometric al punctelor,
egal departate de un punct dat.

Cercul
Cercul se numeste locul geometric al punctelor, distan-
tele de la care pana la un punct dat nu sunt mai mari
decat un numar pozitiv dat.

Coarda circumferintei
Segmentul care uneste douad puncte ale circumferintei
se numeste coarda circumferintei.

Diametrul circumferintei
Coarda care trece prin centrul circumferintei se numeste
diametru.

Proprietatile circumferintei
Diametrul circumferintei, care este perpendicular la
coardd, imparte aceastd coarda in jumatati.
Diametrul circumferintei, care imparte o coarda diferita
de diametru in jumatati, este perpendicular la aceasta
coarda.

Tangenta la circumferinta
Dreapta care are cu circumferinta numai un punct
comun se numeste tangentd la circumferinta.

Proprietatea tangentei
Tangenta la circumferinta este perpendiculara la raza
dusa in punctul de tangenta.

Criteriul tangentei la circumferinta
Daca dreapta, care trece printr-un punct al circumferin-
tei este perpendiculara la raza dusa in acest punct, atunci
aceasta dreapta este tangenta la circumferinta data.
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Daca distanta de la centrul circumferintei pana la o
dreapta oarecare este egala cu raza circumferintei,
atunci aceastd dreaptd este tangenta la circumferinta
data.

Proprietatea tangentelor duse la circumferinta prin-
tr-un punct
Daca printr-un punct dat sunt duse doua tangente la
o circumferintd, atunci segmentele tangentelor, care
unesc punctul dat cu punctele de tangentd, sunt egale.
Circumferinta circumscrisa unui triunghi
Circumferinta se numeste circumscrisa unui tri-
unghi, daca ea trece prin toate varfurile lui.
Oricarui triunghi i se poate circumscrie o circumferinta.
Centrul circumferintei circumscrise unui triunghi
Centrul circumferintei circumscrise unui triunghi este
punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor lui.
Circumferinta inscrisa in triunghi

Circumferinta se numeste inscrisda intr-un tri-
unghi daca ea se atinge de toate laturile lui.
In orice triunghi se poate inscrie o circumferinta.

Centrul circumferintei inscrise in triunghi

Centrul circumferintei inscrise in triunghi este punctul
de intersectie al bisectoarelor triunghiului.



238

EXERCITII PENTRU REPETAREA CURSULUI
DE GEOMETRIE DIN CLASA A7-A

Cele mai simple figuri geometrice si proprietatile lor

749. Segmentul, lungimea caruia este egala cu a, a fost
impartit in cinci segmente egale. Aflati distanta dintre mij-
locurile segmentelor de la margini.

750. Punctul C — mijlocul segmentului AB, AB=10 cm.
Pe dreapta AB géasiti totate punctele X pentru care
AX+BX+CX=12 cm.

751. Punctul D — mijlocul segmentului MK, MK =16 cm.
Pe dreapta MK gasiti totate punctele Y pentru care
MY+ KY+DY=30 cm.

752. Pe o dreapta au fost notate 10 puncte: A, B, C, D,
E, F, M, N, K, P. Cate segmente s-au format, un capat al
carora este punctul A? Cate segmente de tot s-au format,
cu capetele in punctele notate? Depinde oare numarul total
de segmente de faptul, daca se afla punctele notate pe o
dreapta sau nu?

753. In figura 373 AN=24 cm, AB=BC, CD=DE, EF=FK,
KM=MN, DF=6 cm. Aflati segmentul BM.

A B C D EFK MN

Fig. 373

754. Desenati unghiul MKE, care este egal cu 120°. Duceti
semidreapta KC astfel, incat ZMKC=60°. Aflati unghiul
CKE si indicati tipul lui. Cate rezolvari are problema?
755. Doua unghiuri au o laturd comuna si nu au alte puncte
comune. Sunt oare aceste unghiuri adiacente daca:
1) marimile lor se raporta ca 11:19 si unul din unghiuri
este cu 32° mai mare decat celalalt;
2) marimile lor se raporta ca 7:3 si unul din unghiuri
este cu 72° mai mic decat celalalt?
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756. In figura 374 BD 1 BC. Unghiul dintre bisectoarele
unghiurilor ABD si DBC este egal cu 55°. Aflati unghiul
ABD.

Triunghiuri

757. Perimetrul triunghiului este egal cu 87 ¢m, una din
laturi — @ cm, iar a doua laturd — b cm. Alcatuiti expresia
pentru aflarea celei de-a treia laturi. Calculati lungimea
celei de-a treia laturi, daca a =27, b=21.

758. Aflati perimetrul triunghiului ABC daca AB+BC =
=27 cm, AB+AC=28 cm, BC+AC=29 cm.

759. In figura 3756 L1=/2, £3=/4, AD = CF. Demonstrati
ca AABC=ADEF.

B C E
Fig. 374 Fig. 375

760. In triunghiurile ABC si DEF s-au dus medianele BM
si EK corespunzator. Se stie, ca BC=EF, LZABC= ZDEF,
ZC=/F. Demonstrati ca: 1) ABMC=AEFK; 2) AABM =
= ADEK.

761. In triunghiurile ascutitunghice ABC si A BC| s-au
dus inaltimile BD si B D, corespunzator. Demonstrati ca
AABC=AA B C, daci BD=BD ,6 AD=AD,6 CD=CD..

1171 11 11
762. In triunghiurile ABC si DEF se stie, ci AC=DF,
BC=EF, ZC=ZF. Bisectoarele unghiurilor BAC si ABC
se intersecteaza in punctul O, iar bisectoarele unghiurilor
DEF si EDF se intersecteaza in punctul M. Demonstrati ca
AAOB=ADME.
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763. Una din laturile triunghiului isoscel este egala cu
4 cm, iar perimetrul lui — 20 cm. Aflati celelalte doua
laturi ale triunghiului.

764. In triunghiul isoscel ABC cu baza AC s-au dus bisec-
toarele AM si CK. Demonstrati ca AK = CM.

765. Pe prelungirea bazei BC a triunghiului isoscel
ABC, dupa punctul B este notat punctul M astfel, incat
ZMBA =128°. Aflati unghiul dintre latura laterala AC si
bisectoarea unghiului ACB.

766. Din punctele A si B, care se afla in acelasi semiplan
fatd de dreapta m, sunt coborate pe aceasta dreapta per-
pendicularele AC si BD corespunzator. Punctele A si B sunt
egal departate de la dreapta m, punctul O — mijlocul seg-
mentului CD. Demonstrati ca triunghiul AOB este isoscel.

767. In figura 376 AB=BC, AD=FC, /ADE=/CFE.
Demonstrati ca punctul E este mijlocul segmentului AC.

B B
D B
D F S
A © Mc 4 ¢
A E c D
Fig. 376 Fig. 377 Fig. 378

768. Triunghiurile isoscele ABC si ADC au baza comuna
AC. Demonstrati ca dreapta BD este mediatoarea segmen-
tului AC.

769. In figura 377 AB=BC, ZABO=ZCBO. Demonstrati
ca ZDAO = /DCO.

770. In figura 378 OA=0C, OD=O0B. Demonstrati ci
ZDAC=ZBCA.
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771. Punctul O este punctul de intersectie al mediatoa-
relor laturilor AC si BC ale triunghiului ABC si apartine
laturii AB. Demonstrati ca: 1) punctul O este mijlocul seg-
mentului AB. 2) ZACB=/A+ /B.

772. Mediana triunghiului ABC il imparte in doua triun-
ghiuri cu perimetre egale. Demonstrati ca triunghiul ABC
este isoscel.

773. In triunghiul ABC se stie, cd AB=BC, segmentul BD
este mediana. Perimetrul triunghiului ABC este egal cu
50 cm, iar a triunghiului ABD — 40 cm. Aflati lungimea
medianei BD.

774. Pe laturile AC si BC ale triunghiului ABC s-au notat
punctele F' si K corespunzator. Demonstrati ca daca triun-
ghiurile AFB si AKB sunt egale, iar laturile AK si BF sunt

corespunzatoare, atunci triunghiul ABC B

este 1soscel.
775. In figura 379 AM=CN, AB-=
=CD, BN=DM. Demonstrati ca N C

ZABN=ZCDM. A M

776. In triunghiurile ABC si A BC, \/
medianele AM si A M, sunt egale,

AB=A B, BC=BC,. Demonstrati ca

11

AABC-AABC.. Fig. 379

Drepte paralele. Suma unghiurilor triunghiului

777. Printr-un punct, ce nu apartine dreptei a, s-au dus
trei drepte. Demonstrati ca cel putin doué din aceste drepte
intersecteaza dreapta a.

778. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC s-au notat
corespunzator punctele M si K astfel, incat ZAMK = ZABC.
Demonstrati ca LZAKM=ZACB.

779. Demonstrati ca bisectoarele unghiurilor interne de
aceeasi parte a secantei, formate la intersectia a doua
drepte paralele cu o secanta, sunt perpendiculare.
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780. Dreapta, dusa prin varful triunghiului paralel cu
latura opusa, formeaza cu celelalte doua laturi unghiuri
egale. Demonstrati cd acest triunghi este isoscel.

781. Prin varful C al triunghiului ABC s-a dus dreapta,
care este paraleld cu bisectoarea AM a triunghiului si inter-
secteaza dreapta AB in punctul K. Aflati unghiul ACK,
daca LBKC=28°.

782. Pe prelungirile laturilor laterale AC si BC ale triun-
ghiului isoscel ABC, dupa varful C, s-au notat punctele E
si D corespunzator, astfel, incat DE || AB. Demonstrati ca
triunghiul CDE este isoscel.

783. Pe latura BC a triunghiului ABC s-au notat punctele
M si K (punctul M este situat intre punctele B si K) astfel,
incat LKAC= 4B, ZBAM = ZC. Demonstrati ca triunghiul
MAK este isoscel.

784. Tnél’gimea triunghiului isoscel, coborata pe baza, este
de 2 ori mai mica decat baza. Aflati unghiurile triunghiului
dat.

785. Bisectoarele AK si CM ale triunghiului ABC se inter-
secteaza in punctul O. Se stie, ca LBAC =64°, ZMOK = 132°.
Aflati unghiul ACB.

786. Pe latura AC a triunghiului ABC s-a notat punctul O
astfel, incat AB=AO. Se stie, cd unghiul exterior al triun-
ghiului ABC de la varful A este egal cu 160° si £C=40°.
Demonstrati ca BO = CO.

787. Pe prelungirile laturii AC a triunghiului ABC dupa
punctele A si C, sunt notate corespunzator punctele M si K
astfel, incat AM =AB, CK = BC. Aflati unghiurile triunghiu-
lui MBK, daca Z/BAC=60°, LZACB =80°.

788. Dreapta paralela cu latura AC a triunghiului ABC
intersecteaza laturile AB si BC in punctele M si K corespun-
zator, astfel, incat AM=MK. Se stie, ca LB =65° £C=45°.
Aflati unghiul KAC.
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789. In triunghiul ABC se stie cd £A=55° £B="175° Aflati
unghiul dintre inaltimea si bisectoarea triunghiului, duse
din varful C.

790. Inaltimile AD si BK ale triunghiului isoscel ABC
(AB=B(C) se intersecteaza in punctul H, LZAHB=128°.
Aflati unghiurile triunghiului ABC.

791. Inaltimile AD si CM ale triunghiului isoscel ABC
(AB=B(C) se intersecteaza in punctul H, ZAHC=140°.
Aflati unghiurile triunghiului ABC.

792. Unul din unghiurile ascutite ale triunghiului dreptun-
ghic este egal cu 42°. Aflati cel mai mic dintre unghiurile
formate de bisectoarea unghiului drept C

si ipotenuza.

793. Din punctele C si D, care se afla
intr-un semiplan fatd de dreapta m,
s-au coborat perpendicularele CE si DF 4 F K E
pe aceasta dreapta, CF=DE. Demon-
strati ca CE = DF.

794. In figura 380 AB=BC=CD=DE, BF 1 AC, DK | CE.
Demonstrati ca AF=EK.

795. Inaltimile BM si CK ale triunghiului ABC se intersec-
teazd in punctul H, ZABC=35°, ZACB = 83°. Aflati unghiul
BHC.

796. Unghiul dintre indltimea si bisectoarea triunghiu-
lui dreptunghic, duse din varful unghiului drept este egal
cu 12°. Aflati unghiurile ascutite ale triunghiului dat.

Fig. 380

797. Pe ipotenuza AB a triunghiului dreptunghic isoscel
ABC s-au notat punctele M si K astfel, incat AC=AM si
BC=BK. Aflati unghiul MCK.

798. Din varful unghiului drept al triunghiului s-a cobo-
rat inaltimea pe ipotenuza. Demonstrati ca cele doua tri-
unghiuri care s-au format si triunghiul dat au unghiurile
ascutite corespunzatoare egale.
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799. In triunghiurile ABC si DEF se stie ca LA=/D,
ZB=/E, indltimile BM si EK sunt egale. Demonstrati ca
AABC=ADEF.

800. Inaltimile AM si CK ale triunghiului ABC se intersec-
teaza in punctul O, OK = OM, ZBAM = ZACK. Demonstrati
ca triunghiul ABC este echilateral.

801. Doud inaltimi ale triunghiului isoscel la intersectie
formeaza un unghi de 100°. Aflati unghiurile triunghiului
dat.

802. In triunghiul ABC, unghiul ACB este drept, segmen-
tul CH — inédltimea acestui triunghi, segmentul CD — bisec-
toarea triunghiului BCH. Demonstrati ca AC=AD.

803. Unghiul dintre indltimea si bisectoarea triunghiului
isoscel, duse dintr-un varf, este egal cu 15° Aflati unghiu-
rile acestui triunghi. Cate rezolvari are problema?

804. Pe prelungirile ipotenuzei AB ale triunghiului drept-
unghic ABC, dupa punctele A si B, s-au notat corespunza-
tor punctele D si E astfel, incat AC=AD, BC=BE. Aflati
unghiul DCE.

805. In triunghiul echilateral ABC din mijlocul M al laturii
AC este coborata o perpendiculara MK pe latura BC. Aflati
perimetrul triunghiului ABC, daca KC=3 cm.

806. Unul din unghiurile triunghiului dreptunghic este
egal cu 60° iar suma ipotenuzei si a catetei mai mici este
egala cu 27 cm. Aflati aceste laturi a triunghiului.

807. In triunghiul ABC se stie ca £C=90° LA=15°
BC=11 cm. Pe cateta AC s-a notat punctul M astfel, incat
ZBMC =30°. Aflati segmentul AM.



Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie din clasa a 7-a 245

808. Pe o latura a unghiului B s-au

notat punctele D si A, iar pe cealalta D 4
latura punctele E si C (fig. 381) ast-
fel, incat AC L. BC, DE | BC, CD 1. AB.
Aflati segmentul DE, daca ZB=30°,
AC=12 cm. B E C

809. Aflati unghiul dintre dreptele Fig. 381
pe care se afla douad mediane ale tri-
unghiului echilateral.

Circumferinta si cercul

810. In circumferinta cu centrul O s-a dus diametrul AC si
coardele AB si BC astfel, incat AB = BC. Aflati unghiul AOB.

811. Diametrele AB si CD ale circumferintei cu centrul
O sunt perpendiculare. Pe diametrul AB, de parti diferite
fatd de centrul O s-au notat punctele E si F' astfel, incat
CE = DF. Demonstrati cd OE = OF.

812. In circumferinta cu centrul O s-au dus coardele nepa-
ralele MK si NP, MK = NP, punctele A si B sunt mijlocu-
rile coardelor MK si NP, corespunziator. Demonstrati ca
Z0AB=Z0BA.

813. In circumferinta s-au dus coardele AB si BC, fiecare din
ele este egala cu raza circumferintei. Aflati unghiul ABC.
814. Demonstrati ca tangentele la circumferinta, duse prin
capetele diametrului, sunt paralele.

815. Diametrul AB imparte fiecare din coardele MN si PK,
diferite de diametru, in jumatati. Demonstrati ca MN || PK.
816. Demonstrati ca centrul circumferintei este egal depar-
tat de la orice tangenta la circumferinta.

817. Prin punctul A la circumferinta cu centrul O s-au
dus tangentele AM si AK, M si K — punctele de tangenta.
Punctul de intersectie al segmentului OA cu circumferinta
este mijlocul acestui segment. Aflati unghiul MAK.
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818. Dreapta care este paralela cu coarda AC a circumfe-
rintei, este tangenta la aceasta circumferintd in punctul B.
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

819. Raza OC a circumferintei cu centrul O imparte in
jumatate coarda AB, care nu este diametru. Prin punctul C
s-a dus tangenta la circumferinta. Demonstrati cd aceasta
tangenta este paralela cu coarda AB.

820. Circumferinta, centrul céreia apartine bisectoarei
unui unghi, intersecteaza fiecare din laturile lui in doua
puncte. Demonstrati cad segmentele, pe care le reteaza circ-
umferinta pe laturile unghiului, sunt egale.

821. Prin punctul M s-au dus tangentele MK si ME la circ-
umferinta cu centrul in punctul O, unde K si E sunt punc-
tele de tangentd, ZOMK = 30°, MK =6 cm. Aflati lungimea
coardei KE.

822. Demonstrati ca coarda circumferintei, care este per-
pendiculara pe o altd coarda a circumferintei si trece prin
mijlocul ei, este diametrul circumferintei date.

823. In circumferinti s-au dus diametrul AB si coardele
AC si BD astfel, incat AC || BD. Demonstrati ca segmentul
CD este diametrul circumferintei.

824. in triunghiul isoscel ABC, se stie ca AB = BC, punctul
O este centrul circumferintei inscrise, punctele D si £ —
punctele de tangentd a circumferintei inscrise la laturile
AC si AB, corespunzator, ZABC=48°. Aflati unghiul DOE.
825. Circumferinta inscrisd in triunghiul ABC este tan-
gentd la laturile lui AB, BC si AC in punctele K, M si E,
corespunzator. Se stie ca AK=BM = CE. Demonstrati ca tri-
unghiul ABC este echilateral.

826. Bisectoarele AD si CE ale triunghiului ABC se inter-
secteazd In punctul O, bisectoarele EF si DK ale triun-
ghiului DEB se intersecteaza in punctul O,. Demonstrati ca
punctele B, O, si O, se afla pe o dreapta.
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827. Gasiti cuvintele incrucisate.

1] Bl 3] 1]
| B [T . |
| I L
| [ [ B oy B CH
L[] | [ ]
L] | I
12 13 14 15
tel 7 | 8] [ [ | I L
| [ B0 | ]
N 20 1] 22] | |
B3l I _ L
24| ] 25
= G m
I EED I ||
BoL [ [ [ [] |
|| B | L L[]

Pe orizontala: 3. Afirmatia justetea careia este accep-
tatda fara demonstratie. 4. Unghiul, masura in grade al
caruia este mai mica de 90°. 6. Segmentul care uneste varful
triunghiului cu mijlocul laturii opuse. 8. Unghiul, masura
in grade al caruia este mai mare de 90°, dar mai mica
de 180°. 10. Coarda care trece prin centrul circumferintei.
12. Matematician al Greciei Antice. 14. Circumferinta care
trece prin toate varfurile triunghiului. 17. Punctul egal
departat de la toate punctele circumferintei. 18. Figura geo-
metrica. 19. Semidreapta cu originea in varful unghiului,
care imparte unghiul in doua unghiuri egale. 20. Locul geo-
metric al punctelor distanta de la care pana la punctul dat
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nu este mai mare decat numarul dat. 22. Latura triunghiu-
lui dreptunghic, opusé unghiului drept. 24. Circumferinta
care se atinge de toate laturile triunghiului. 26. Una
din partile in care este impartita o dreapta de un punct
arbitrar. 27. Dreptele la intersectia cirora se formeaza
unghiuri drepte. 28. Unghiul adiacent cu unghiul triun-
ghiului. 29. Perpendiculara dusa din varful triunghiului la
dreapta ce contine latura lui opusa. 30. Dreapta care are
un punct comun cu circumferinta.

Pe verticala: 1. Figura geometrica. 2. Unitate de
masura a unghiurilor. 5. Segmentul care uneste doua
puncte ale circumferintei. 7. Doud unghiuri cu o latura
comuna, iar celelalte doua sunt semidrepte complementare.
9. Latura triunghiului dreptunghic alaturata unghiului
drept. 11. Afirmartia, justetea cédreia este stabilita cu aju-
torul demonstratiei. 13. Locul geometric al punctelor egal
departate de la punctul dat. 15. Suma lungimilor tutu-
ror laturilor triunghiului. 16. Autorul cartii ,Elementele”.
21. Segmentul care uneste un punct al circumferintei cu
centrul ei. 23. Drepte ce nu se intersecteaza. 25. Unghiul,
masura in grade al caruia este egala cu 90°.
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PRIETENIM CU CALCULATORUL

Studiind matematica in clasa a 6-a, ati folosit deja cal-
culatorul si ati apreciat cat de sigur ajutor poate fi el. El va
ajuta sd insusiti geometria.

Geometria studiaza figurile: segmente, triunghiuri,
dreptunghiuri, paralelipipede dreptunghice, sfere etc. De
aceea, este util sa invétati cum sa folositi redactorul gra-
fic, cu care puteti lucra cu forme geometrice si sd constru-
iti desene tehnice. Exemple de astfel de redactore pot fi
CorelDraw, Visio etc. Alegeti cu ajutorul profesorului un
redactor grafic pentru executarea desenelor la insarcinarile
acestui capitol. In afard de aceste insdrcindri, cu ajutorul
redactorului grafic ales se pot ilustra problemele pe care
le rezolvati. Iar atunci cand veti dori sa faceti un referat
sau o comunicare interesanta pentru prieteni, veti putea cu
ajutorul programelor pentru construirea prezentarilor
(de exemplu, PowerPoint) sa creati chiar si un film animat
din ,viata” figurilor geometrice.

Existd multe programe create special pentru scolari si
menite sa-1 ajute sa studieze matematica: programe educati-
onale multimedia, programe pentru executarea constructii-
lor geometrice. Le puteti gasi in reteaua Internet. Dar este
posibil, dobandind cunostinte si deprinderi, voi si singuri
veti elabora programe utile pentru studierea geometriei.

Insdrcinarile prezentate mai jos le veti putea indeplini
folosind calculatorul in masura studierii temelor respec-
tive. Majoritatea lor sunt insarcinari pentru construirea
figurilor geometrice, care le veti executa cu ajutorul redac-
torului grafic ales.
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10.

Puncte si drepte

. Stiti cad in geometrie, punctul nu are dimensiuni. De

aceea, la constructiile grafice suntem nevoiti sa repre-
zentam punctele conventional, cu cerculete mici (vezi
figurile de la punctul 1) sau prin pixeli pe ecran. De
asemenea, dreapta reprezentata pe ecran, va avea gro-
sime (spre deosebire de dreptele, ce se cerceteaza in
geometrie).

Insusiti in redactorul grafic instrumentele pentru
reprezentarea punctelor si dreptelor, invatati-va sa
duceti o dreapta prin doud puncte.

. Insusiti instrumentele, care ofera posibilitatea de a

indica punctele si dreptele cu litere mari si mici ale
alfabetului latin.

Segmentul si lungimea lui

. Reprezentati doud puncte, construiti un segment, cape-

tele caruia sunt aceste doua puncte date.

. Gasiti in ce mod redactorul grafic indica lungimea

segmentului.

. Construiti un segment cu lungimea data.
. Gasiti instrumentul, cu ajutorul caruia se pot deplasa

si roti figurile.
Construiti doua segmente de aceeasi lungime si supra-
puneti-le una peste alta.

. Construiti desenul tehnic, care ilustreaza proprietatea

fundamentald lungimii segmentului. Verificati, daca se
indeplineste aceastd proprietate, determinand lungi-
mile segmentelor construite.

. Sunt oare in redactorul grafic ales de voi posibilitati

pentru aflarea mijlocului unui segment?
Semidreapta. Unghiul

Construiti cateva unghiuri diferite. Gasiti instrumen-
tul, cu ajutorul caruia se poate determina marimea
unghiului si de construit unghiuri de marimea data.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Alcatuiti desenul tehnic care va ilustra proprietatea
fundamentald a marimii unghiului. Verificati daca se
indeplineste aceastd proprietate, determinand maéri-
mea unghiurilor construite.

Gasiti instrumentul, care ofera posibilitatea reprezen-
tarii arcului. Desenati cateva unghiuri si insemnati
unghiurile egale cu acelasi numar de arculete. Atrageti
atentia la faptul ca pe desen liniile principale si aju-
tatoare au grosimi diferite. Gasiti instrumentul care
ofera posibilitatea de a alege grosimea liniei.

Desenati unghiuri adiacente si unghiuri opuse la varf.

Drepte perpendiculare

Gasiti in redactorul grafic instrumentul destinat pen-
tru construirea dreptelor perpendiculare. Construiti cu
ajutorul acestui instrument un unghi drept.
Desenati o dreaptd si un punct, care se afld pe aceasta
dreapta. Duceti prin acest punct o dreaptd perpendicu-
lara pe cea data.
Desenati o dreaptd si un punct, care nu se afla pe
dreapta data. Duceti prin acest punct o dreapta per-
pendiculara pe cea data.

Triunghiul. indltimea, mediana, bisectoarea

triunghiului

Pentru a desena un triunghi, de regula, se deseneaza
trei segmente care reprezinta laturile lui. Desenati
aceste trei segmente. Gasiti instrumentul, care ofera
posibilitatea ,lipirii” acestor trei segmente si de le con-
siderat pe viitor ca o singura figura — triunghi.
Desenati triunghiurile ascutitunghic, dreptunghic si
obtuzunghic.
Gasiti instrumentul, care ofera posibilitatea copierii
figurii deja desenate si instrumentul care ne ofera
posibilitatea mutarii si rotirii figurii. Cu ajutorul aces-
tor instrumente reprezentati cateva triunghiuri egale.
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20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

Construiti un triunghi scalen si din fiecare varf al lui
duceti inaltimea, mediana si bisectoarea. Ce instru-
mente folositi ca constructia sa fie exactd? Efectuati
o astfel de constructie pentru triunghiurile ascutitun-
ghice, dreptunghice si obtuzunghice.

Triunghiul isoscel

Construiti un triunghi isoscel si un triunghi echilate-
ral. Care posibilitati ale redactorului grafic simplifica
construirea?

Cum se poate folosi teorema 10.3 pentru construirea
triunghiului isoscel?

Criteriile de egalitate ale triunghiurilor

Construiti doud triunghiuri, la care doua laturi si
unghiul dintre ele sunt corespunzator egale. Cum vom
demonstra ca triunghiurile construite sunt egale?
Desenati un segment si construiti mediatoarea lui.
Construiti doud triunghiuri, la care latura si doua
unghiuri alaturate ei sunt corespunzator egale. Cum
vom demonstra ca triunghiurile construite sunt egale?
Faceti desenul care ilustreaza proprietatea mediatoa-
rei. Alegeti pe mediatoare cateva puncte. Cu ajutorul
carui instrument se poate controla daca aceste puncte
sunt egal departate de la extremitatile segmentului?.

Drepte paralele

Executand insarcinarile precedente, ati insusit instru-
mentele care oferd posibilitatea copierii si mutarii figu-
rilor deja construite. Cum cu ajutorul acestor instru-
mente vom construi drepte paralele?

Inventati cum vom construi drepte paralele, folosind
teorema 13.1.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Desenati o dreaptd si un punct care nu apartine ei.
Duceti prin acest punct o dreapta paralela cu cea data.
Mariti figura obtinutd. Poate oare acest desen sa ilus-
treze convingator axioma paralelismului dreptelor?
De ce?

Acest exemplu demonstreaza, ca toate constructiile
geometrice pe care noi le putem executa pe hartie sau
cu ajutorul calculatorului sunt destul de conditionate.
De aceea, executand un desen destul de minunat, tre-
buie sd ne bazam nu pe el, ci pe faptele matematice si
demonstrari.

Folositi teoremele 14.1-14.3 construiti cateva perechi
de drepte paralele. Folosind instrumentele redactorului
grafic, cum vom demonstra ca aceste drepte intr-ade-
var sunt paralele?

Faceti citeva desene ce ilustreaza proprietatile drepte-
lor paralele. Cu ajutorul instrumentelor redactorului
grafic aratati ca aceste proprietéti se indeplinesc.
Desenati doua drepte paralele. Cum vom determina
distanta dintre ele?

Suma unghiurilor triunghiului

Desenati un triunghi scalen. Construiti toate unghiu-
rile exterioare ale lui. Folosind mijloacele redactorului
grafic, aflati marimea tuturor unghiurilor construite.

Triunghiul dreptunghic

Desenati un triunghi dreptunghic si notati unghiul
drept cu un ,colt”, folosind liniile subtiri (vezi fig. 287).
Construiti perechi de triunghiuri care ilustreaza cri-
teriile de egalitate a triunghiurilor dreptunghice.
Insemnati pe desen laturile egale cu acelasi numar
de liniute, iar unghiurile egale — cu acelasi numar de
arculete.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Construiti un triunghi dreptunghic, unghiul ascutit al
caruia este egal cu 30° Verificati dacd se executa pen-
tru el afirmatia teoremei 19.1 si a problemei-cheie 1 ale
punctului 19.

Circumferinta si cercul

insusi’pi instrumentul pentru construirea circumferin-
telor si cercurilor. Prin ce se deosebesc reprezentarile
circumferintei si a cercului? Ce instrument este nece-
sar, ca din reprezentarea circumferintei de realizat
reprezentarea cercului?

Desenati o circumferinta, duceti coarda si diametrul
ei. Care element al reprezentdrii circumferintei este
necesar ca sa ducem exact diametrul?

Desenati o circumferintd si notati pe ea un punct.
Ce instrumente sunt necesare pentru a duce o tan-
genta la circumferintd in acest punct?

Circumferinte circumscrise si inscrise triunghiului

Desenati un triunghi scalen. Construiti circumferin-
tele circumscrisa triunghiului si inscrisd in triunghi
fara a folosi materialul teoretic din punctul 22. Acum
construiti aceleasi circumferinte, folosindu-vd de con-
secintele din teoremele 22.1 si 22.2. S-a reusit oare de
executat mai repede si mai exact aceasta constructie?

Probleme de constructii

In problemele de constructii se folosesc de compas si
riglad. Daca vreti sd executati constructia cu ajutorul
redactorului grafic, atunci care instrumente ale lui se
pot folosi in loc de compas si rigla?

Insusiti instrumentul, care oferi posibilitatea de a
reprezenta deferite figuri geometrice cu diferite culori.
Este oare in redactorul grafic ales de voi un instru-
ment, care oferd posibilitatea gasirii automate a secti-
unii figurii geometrice desenate?
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LUCRARE DE PROIECT

Aceasta rubrica este destinata mai intai de toate celor
care vor si se invete a dobandi cunostinte de sine stata-
tor, sd gandeasca creativ, sd formeze, sd-si exprime si sa-si
apere punctul sdu de vedere, s formuleze ipoteze si sa
gaseasca solutii rationale si nestandarte.

Primul pas care poate ajuta la atingerea scopului pus
este participarea la un proiect.

Proiectul este o cercetare independenta pe o tema
aleasa, care poate fi realizata individual sau in grup.

Vom oferi cateva sfaturi despre organizarea lucrarii asu-
pra proiectului si prezentarea rezultatelor cercetarii.

1. In timpul alegerii temei este necesar si tinem cont de
actualitatea ei, de disponibilitatea surselor de informa-
tie in literatura si internet. In acelasi timp este foarte
importanta dorinta voastra de a se dovedi ca cercetator
in lucrul asupra temei alese.

2. Lucrarea incepe cu alcatuirea planului preliminar, in
care sunt conturate ideea si etapele de indeplinire a pla-
nului. Dupa ce se face cunostintd cu principalele surse
de informatie, se intocmeste planul final cu ajutorul
conducatorului proiectului.

3. Este important sa se formuleze clar scopurile cercetarii.
Ele pot fi scrise, de exemplu, in felul urmator: studiaza,
descrie, analizeaza, demonstreaza, compara etc.

4. Lucrarea se finalizeaza prin sintetizarea rezultatelor
cercetarii, tragerea de concluzii, trasarea perspectivelor
studierii in continuare a temei.

5. Volumul aproximativ al lucrarii este de 10-15 pagini.
Adaugator poate fi prezentat materialul ilustrativ.
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6. Lucrarea poate fi prezentata sub forma de referat, raport
sau prezentare.

Mai jos este reprezentata lista temelor recomandate,
care pot fi alese pentru proiect.

Geometria in jurul nostru
Foarfecele in mainile unui geometru
Geometria si arta
Euclid si remarcabila sa carte ,Elementele”
Geometria — una dintre cele mai vechi stiinte
Trei probleme celebre ale antichitatii — trisecti-
unea unghiului, cvadratura cercului, dublarea cubului

7. O problema — doua rezolvari

8. Metoda LGP in problemele de constructii

9. Constructii pe teren cu ajutorul dispozitivelor si
instrumentelor speciale

10. Aparitia geometriei ca stiinta si principalele
etape ale dezvoltarii ei.

SR L
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RASPUNSURI SI INDICATII LA iINSARCINARI

12. Fig. 382. 14. 1 punct, sau 4 puncte, sau 6 puncte.
15. Cel mai mic numar de puncte de intersectie — 1, cel
mai mare — 10. 16. Fig. 383. 17. 12 puncte. 18. Fig. 384.
41. 8 cm sau 56 cm. 43. 1) Toate punctele segmentului EF;
2) punctele A si B (fig. 385); 3) astfel de puncte nu exista.

¥R

Fig. 382 Fig. 383
A z
1,5 cm 1,5 cm
(ﬁ(ﬁ
A E F B
Fig. 384 Fig. 385

44. Astfel de puncte sunt doua. Unul din ele este un punct
interior C al segmentului AB astfel, incat AC:BC=1:2,
iar celalalt punct este astfel, incat punctul A este mijlocul
segmentului BC. 45. 4 cm. 49. Indicatie. Folositi egalitatea:
1) 18-2-5=3; 2) 3-5-13=2; 3) 2-13-5-5=1. 50. Indi-
catie. Folositi egalitatea: 1) 2-11-2-7=8; 2) 3-11-4-7=5.
74. 60°. 75. 108°. 78. 68° 79. 153° 80. 1) 6°% 2) 0,5°
82. 50° sau 110° 83. 77° sau 163° 87. Indicatie. Depu-
neti de la o semidreapta arbitrard unghiul dat de 14 ori.
Folositi faptul ca unghiul astfel format este cu 2° mai
mare decat cel desfasurat. 88. Indicatie. Folositi faptul ca
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19°-19=361° 89. Da. Indicatie. Presupuneti ca astfel de
unghi nu exista si obtineti o contradictie. 91. 1) Vestic sau
estic; 2) Nord-vestic sau nord-estic. 113. 90° 114. 180°.
115. 75° 116. 108° 72° 117. 136° 44° 136. 1) 124
2) 98° 137. 126° 141. 70° 160° 142. 130° 143. 1) Indi-
catie. 90°=17°-5+5°

168. 48 cm. 169. 13 cm. 171. 120° 206. 3 cm.
207. 10 cm. 209. 2) Indicatie. Demonstrati ca LAOM =
= Z/BOK. Unghiul AOB este unghi desfasurat. Atunci
ZAOM + ZMOB = 180°. De aici Z£MOB + ZBOK = 180°.
212. 20, 70. 243. 4 cm sau 7 cm. 244. 4 cm si 6 cm

sau 5 cm si 5 cm. 248. 26 cm sau 14 cm. 250. 1) 57(1;
2) %. 260. 6 cm. 265. Indicatie. Folosind faptul ca atunci

cand bisectoarea triunghiului este si indltimea lui, atunci
triunghiul este isoscel, demonstrati céd triunghiurile MAD
si KBD sunt isoscele. 266. 8 cm. 267. AB: AC=1:2.
269. 2 cm, 3 cm, 4 cm. Indicatie. Segmentul BD este
bisectoarea triunghiului ABC (fig. 386), segmentul CE
este mediana lui, BD 1 CE. Demonstrati cd ACBE este
isoscel (BC=BE). Atunci AB=2BC si pot avea loc urma-
toarele cazuri: AB-BC=1 cm sau AB-BC=2 cm, adica
BC=1 cm sau BC=2 cm.

B
b b ai ia
b
a

Fig. 386 Fig. 387

270. 2 cm. Indicatie. Demonstrati ca triunghiurile KMC si
KDA sunt isoscele. 288. Nu. Indicatie. Cercetati triunghiu-
rile reprezentate in figura 387. 289. Indicatie. Fie ABC
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si A B C, triunghiurile date, AB=A B, AC=A C,, segmen-
tele AM si A M, sunt medianele triunghiurilor ABC si
A B.C, corespunzator. Pe prelungirile segmentelor AM si
A M, dupa punctele M si M, depuneti corespunzator seg-
mentele MD si M D, astfel, incat MD=AM si M D, =A M.
Demonstrati ca AC=BD si A/C,=BD,. Apoi demonstrati
egalitatea triunghiurilor ABD si A\ B.D,, MBD si M B,D,

si la urma, ABC si A B,C,. 305. Indicatie. Fie ABC si
A B C| triunghiurile date, segmentele AM si A M, — co-
respunzator medianele lor, AM=A M, /BAM=/BAM,
ZCAM=2C A M,. Pe prelungirile segmentelor AM si
A M, dupa punctele M si M, depuneti corespunzator seg-
mentele MD si M D, astfel, incat MD=AM si M D, =A M.
Demonstrati ca AC=BD si A/C,=BD,. Apoi demonstrati
egalitatea triunghiurilor ABD si A B D,, de unde se obtine
usor egalitatea triunghiurilor ABC s1 A B C..

316. O multime. 322. Indicatie. Presupunem cd drep-
tele a si b se intersecteaza. Alegem un punct oarecare de
pe dreapta a, diferit de punctul de intersectie al dreptelor
a s1 b. Prin acest punct se poate duce o dreapta care inter-
secteaza dreapta a si este paraleld cu dreapta b, ceea ce
contrazice conditiei. 323. 6 cm. 324. 35°. 325. 90°.
349. Nu. 352. Indicatie. Demonstrati cda ABKM este isos-
cel. 353. Indicatie. Demonstrati ca BF || AC si BD || AC, si
folositi axioma paralelismului dreptelor. 354. 111° sau 69°.
378. 40°. 383. 40°, 70°, 70° 384. 121°. 388. Indicatie.
Duceti prin punctul C o dreaptéa, care este paralela cu AB.
391. Indicatie. Demonstrati ca triunghiurile AMO si CKO
sunt isoscele. 393. AD:DB=2:3. 438. 25° 55° 100°.
439. 35° 35° 110° 441. 140° 444. Indicatie. Aflati
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unghiurile triunghiului ABC si demonstrati ca triunghiu-
rile AMB si MAC sunt isoscele. 445. 36° 72° 72°
446. Indicatie. Folositi metoda reducerii la absurd.
448. Ascutitunghic. Indicatie. Cercetati fiecare unghi al
triunghiului pe rand. Deoarece suma celorlalte doua
unghiuri este mai mare de 90°, atunci unghiul cercetat este
mai mic de 90°. Deoarece toate unghiurile vor fi mai mici
de 90° atunci triunghiul este ascutitunghic. 449. Nu.
451. 36°, 72°, T72° sau 90° 45° 45° 452, 90°—%.

453. (?) , (?) , (@) . 454. 90°, 40°, 50°. Indicatie.
Cercetati triunghiul DAK, unde punctul K este mijlocul
segmentului AB. 455. 36 cm. 464. 37 cm. 466. 3 cm.
467. 12 cm. 469. Da. 470. Indicatie. In triunghiul DAC,
unghiul DAC este obtuz. Deci, DC>AC. 473. Indicatie.
Luati pe dreapta m un punct arbitrar X si comparati suma
AX+BX cu lungimea segmentului AB. 474. 3 cm.
475. Indicatie. Pe prelungirea medianei AM dupa punc-
tul M, depuneti segmentul MD, care egal cu lungimea medi-
anei si cercetati AABD. 477. 40° sau 140°. Doua rezolvari.
479. 1) In orice punct al coridorului dintre intrarile in
palate (inclusiv punctele de langa intrarile in palate);
2) langa intrarea in palata, care este situata la mijloc;
3) in orice punct al coridorului dintre intréarile in a doua si
a treia palata (inclusiv punctele de langa intrarile in palate).
480. Mai mare de 1 m si nu mai mare de 5 m. 510. Indicatie.
Demonstrati egalitatea triunghiurilor AKH si CMH.
511. Indicatie. Demonstrati ca AMEN=ANFM. De aici
rezulta ca MK = NK. Pe langa aceasta, KE=FM =NE. Deci,
MK =MN. 512. Nu. 514. 50°, 130°. 527. 30°, 1 cm. 528. 30°.
529. 9 cm. 530. 15 cm. 533. 8 cm. 534. 6 cm. Indicatie.
Demonstrati ca triunghiul ADB este isoscel. 536. 21 cm.
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554. 6 cm. 560. 1,5 cm. 561. 2,5 cm. 562. Circumfe-
rinta cu raza data si centrul in punctul dat. 563. Media-
toarea segmentului care uneste punctele date. 564. Doua
drepte, care sunt alcatuite din bisectoarele a patru un-
ghiuri, create la intersectia dreptelor date. 565. Toate
punctele mediatoarei bazei date, cu exceptia punctului de
intersectie al acestei mediatoarei cu baza. 566. Dreapta
care este mediatoarea segmentului, ce este perpendicular
pe dreptele date, si extremitatile cdruia apartin dreptelor
date. 567. O pereche de drepte paralele, fiecare fiind de-
partata de la dreapta data la distanta data. 568. Indica-
tie. Uniti punctul M si centrul O al circumferintei si cer-
cetati triunghiurile AOM si BOM. 569. Toate punctele
semiplanului caruia 1i apartine punctul B si a carui gra-
nita este mediatoarea segmentului AB, cu exceptia grani-
tei acestui semiplan. 570. Toate punctele planului ce nu
apartin cercului cu centrul A si raza AB. 572. 55° 85°
40° 574. 20° 592. 1) 90° 2) 120°. 593. 12 cm. 595. 40°.
596. 120° 601. Toate punctele dreptei care trece prin
punctul dat perpendicular pe dreapta data, cu exceptia
punctului dat. 602. Toate punctele bisectoarei unghiului,
cu exceptia varfului unghiului. 603. Toate punctele planu-
lui, in afara de dreapta datd. 604. Indicatie. Cercetand
triunghiul OAK, demonstrati ca OK =2AK. 605. Indicatie.
Folositi proprietatea tangentelor duse la circumferinta
printr-un punct. 609. 18° 638. 24 cm, 24 cm, 20 cm.
639. 20 cm, 14 cm, 18 cm. 640. 50° 55° 75° 643. Indi-
catie. Folositi proprietatea tangentelor duse la circumferin-
ta printr-un punct. 644. a. 645. 16 cm. Indicatie. Demon-
strati cd suma perimetrelor triunghiurilor formate este
egala cu perimetrul triunghiului dat. 646. 0,5 cm. Indica-
fie. Fie M, s1 M, — punctele de tangenta ale circumferin-
telor inscrise corespunzator in triunghiurile ABD si DBC.
Pentru segmentele DM, si DM, folositi rezultatul din pro-
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blema 643. 647. Indicatie. Folositi faptul cd bisectoarele
triunghiului, inclusiv triunghiul AMC, se intersecteaza
intr-un punct. 648. Indicatie. Notati pe diferite laturi ale
unghiului punctele M si N. Duceti bisectoarele unghiurilor
BMN si BNM. Apoi notati pe diferite laturi ale unghiului
punctele E si F. Duceti bisectoarele unghiurilor BEF si
BFE. 649. 36° 36° 108° Indicatie. Folositi faptul ca triun-
ghiurile FAO si BOA sunt isoscele. 651. 52°, 52° 76°.
652. 3 cm, 7 cm. 683. 1) Indicatie. Construiti triunghiul
dreptunghic in care ipotenuza este egala cu bisectoarea
data, iar unghiul ascutit este egal cu jumatatea unghiului
dat. 685. Indicatie. Construiti triunghiul dreptunghic in
care una din catete este egalda cu jumatate din baza data,
iar a doilea cateta este raza circumferintei. 688. Indica-
tie. Construiti triunghiul dreptunghic cu cateta, care este
egald cu indltimea datd si unghiul ascutit opus, care este
egal cu cel dat. 689. Indicatie. Construiti triunghiul
dreptunghic in care ipotenuza este egala cu latura data,
lar cateta este egald cu indltimea datd. 697. Indicatie.
Construiti triunghiul dreptunghic o cateta a caruia egala
cu diferenta dintre cateta si raza, iar alta cateta este ega-
la cu raza. Atunci unghiul opus celei de-a doua cateta este
egal cu jumatate din unghiul ascutit al triunghiului cau-
tat. 701. Indicatie. Construiti o circumferinta care trece
prin trei puncte date. 702. Construiti un unghi, care este
egal cu 60° Apoi folositi egalitatea 6°=60° - 54°.
704. 1) 15° 95° 70° 2) 46° 59° 75° 705. 25° 65°
706. 1) Ascutitunghic; 2) optuzunghic. 717. Indicatie.
Punctul cautat apartine LGP, departate la distanta AB de
dreapta n. LGP indicat este o pereche de drepte paralele
cu dreapta n. Fiecare din punctele de intersectie ale aces-
tor drepte cu dreapta m satisface conditia. Problema are
doud rezolvari. 724. Indicatie. Duceti un segment perpen-
dicular pe cele doua drepte paralele date, capetele A si B
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ale caruia apartin acestei drepte. Atunci centrul circumfe-
rintei cautate apartine la doua LGP: primului — egal de-
partat de la punctele A si B si al doilea departat de la

punctul dat in conditie la distanta % AB. 725. Indicatie.

Locul geometric al centrelor circumferintelor ce sunt tan-
gente la dreapta data in punctul dat B este dreapta per-
pendiculara la cea data si una astfel, ca trece prin acest
punct (punctul dat B nu apartine LGP). Locul geometric
al centrelor circumferintelor care trec prin punctele A si
B este mediatoarea segmentului AB. 731. Indicatie. Con-
struiti triunghiul dreptunghic BCD in care cateta BC este
egala cu cateta data, iar cateta DC este egalda cu suma
ipotenuzei si a celeilalte catete. Atunci varful A al triun-
ghiului cautat ABC apartine mediatoarei segmentului BD.
732. Indicatie. Construiti triunghiul ADB in care £D = 45°,
latura DB este egala cu suma catetelor date, iar latura
AB este egald cu ipotenuza data. 733. Indicatie. Constru-
iti triunghiul ADB in care £D=135°% latura DB este egala
cu diferenta catetelor date, iar latura AB este egala cu
ipotenuza datd. 734. Indicatie. Construiti triunghiul DBC
in care ZC=90° cateta CB este egala cu cateta data, iar
cateta CD este egala cu diferenta dintre ipotenuza si cea-
lalta cateta. Atunci varful cautat A se afla pe mediatoarea
segmentului DB. 735. Indicatie. Construiti triunghiul
ADC in care latura AC este egald cu latura data, latura
DC este egala cu suma celorlalte doua laturi, iar unghiul
DCA este egal cu unghiul dat. 736. Indicatie. Construiti
triunghiul ADC conform laturei date AC, a unghiului dat
C si laturii DC, care este egald cu diferenta data a laturi-
lor. Varful B al triunghiului cautat ABC se afla pe medi-
atoarea segmentului AD. Constructia descrisa este aplica-
ta in cazul, cand unghiul dat C este alaturat la cea mai
mare din cele doud laturi necunoscute. 737. Indicatie.



264 Raspunsuri si indicatii la insarcindri

Construiti triunghiul ADC, in care /D= 90°+%, unde B

este unghiul dat, latura AC este egala cu latura data, iar
latura AD este egald cu diferenta data a laturilor. Atunci
varful cautat B se afla pe mediatoarea segmentului DC.

738. Indicatie. Construiti triunghiul ADC in care /D = g,

unde B este unghiul dat, latura AC este egala cu latura
data, iar latura AD este egala cu suma data a laturilor.
Atunci varful cautat B se afla pe mediatoarea segmentu-
lui DC. 740. Indicatie. Construiti un triunghi dreptunghic
conform catetei, care este egala cu indltimea si a unghiu-
lui opus, care este egal cu cel dat. Ipotenuza acestui tri-
unghi este una din laturile triunghiului cautat. Acum
problema s-a redus la problema 735. 741. Indicatie. Con-
struiti triunghiul dreptunghic BDM in care ipotenuza BM
este egald cu mediana data, cateta BD — cu indltimea
data. Atunci centrul circumferintei circumscrise triun-
ghiului cautat se afla pe dreapta, ce este perpendiculara
pe segmentul DM si care trece prin punctul M. 742. Indi-
catie. Construiti triunghiul ABD in care laturile AB si AD
sunt egale cu cele doua laturi date, iar latura BD este de
2 ori mai mare decat mediana data. 743. Indicatie. Con-
struiti triunghiul ADC in care AC este latura data, latura
AD este de 2 ori mai mare decat mediana data, iar inal-
timea, dusa din varful D este egald cu indltimea data.
Aratati ca latura DC este egald cu una din laturile necu-
noscute ale triunghiului cautat. 745. 65° 746. 15° 75°
747. 180°.

4a
749. 5 750. Punctele X si X sunt reprezentate in

figura 388. 751. Punctele Y si Y, sunt reprezentate in
figura 389. 754. 60° sau 180°. Doua rezolvari. 756. 20°.
758. 42 cm. 773. 15 cm. 784. 45° 45° 90° 787. 30° 40°,
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110°. 788. 35° 789. 10°. 790. 52°, 52°, 76°. 791. 70° 70°
40°. 796. 33°, 57°. 797. 45° 801. 50° 50° 80° sau 80°, 80°,
20°. 803. 70°, 70° 40° sau 50°% 50°, 80°. 804. 135° 807. 22
cm. 808. 9 cm. 809. 60° 813. 120°. 817. 60°. 821. 6 cm.
823. Indicatie. Fie punctul O centrul circumferintei. De-
monstrati ca ZCOD=180°. 824. 114°. 826. Indicatie. De-
monstrati cd punctele O, si O, apartin bisectoarei unghiu-
lui B.

2 cm 2 cm 10 cm 10 cm
—————— o Y —
A X, C X, B Y M D K Y,

Fig. 388 Fig. 389

RASPUNSURI LA iINSARCINARILE ,CONTROLEAZA-TE”
iN FORMA DE TEST

Numarul Numarul problemei
exercitiului | 1 | 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8|9|10]| 1
1 C|D/A|C|C|C|B|B|C|B|C
2 B/B/D/ D/B|C|B/B|A|C|B
3 D|c|C|A|A|B|C|C|B|C|A
4 C/|D|/A|C|B|A|C|C|D|B|D
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PROVENIENTA TERMENILOR MATEMATICI

Axioma
Bisectoare
Geometrie

Ipotenuza
Grad
Diagonala
Diametru
Cateta
Patrat

Cub
Matematica

Mediana
Metru

Paralelism
Perimetru
Perpendiculara

Planimetrie
Proportie
Raza

Teorema
Raportor
Figura
Formula
Coarda

Centru

Compas

din grecescul axios — recunoastere demna
de la latinul bis — de doud ori si sectrix — secanta

de la grecescul geo — paméant si metreo —
a masura

de la grecescul gipotenusa — aceea ce strange
de la latinul gradus — pas, nivel

de la grecescul dia — prin si gonium — unghi

de la grecescul diametros — curmezis

de la grecescul katetos — perpendicular, vertical
de la latinul quadratus — patrulater (de la quat-
tuor — patru)

de la grecescul kybos — zar pentru joc

de la grecescul mathematike (de la mathema —
cunostinta, stiinta)

de la latinul medius — mijlociu

de la frantuzescul meétre — bat de masurare sau
de la grecescul metron — masura

de la grecescul parallelos — cel ce merge alaturi
de la grecescul peri — in jur si metreo — a masura

de la latinul perpendicularis — vertical, fir cu
plumb

de la grecescul planum — plan
de la latinul proportio — raportul

de la latinul radius — spitd in roatd, raza de
lumina

de la grecescul theoreo — cercetez, gadndesc

de la latinul transportaro — a trece, a muta

de la latinul figura — aspect exterior, chip

de la latinul formula — forma, regula

de la grecescul chorde — struna, panza pentru
arc

de la latinul centrum — ascutisul piciorului de
compas

de la latinul circulus — circumferinta
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®dop3ay 3

O3HAKUW NAPAJIEJIbHOCTI NPAMUX

Sxmo /1 = /2 (/3 = /4),
Toal b

Ao £1 + £4 = 180°
(£2 + £3 = 180°),
Toal b

Axrmo £1 = L2 (L3 = Z4),
Toal b

KOJ10, ONMNCAHE
HABKOJ10 TPUKYTHUKA

KONO, BIMNCAHE
B TPUKYTHUK

ITentp O KoJa — TOYKA
EePeTUHY CepeIuHHUX
HepHeHIUKYIIPiB
CTOPiH TPUKYTHUKA

ITenTp O KOJAa — TOYKA
mepeTuHy OiCeKTpUC KyTiB
TPUKYTHUKA
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