(x-3)4y=(x+2) (x+1) -¢,
{ (x-4) (y+e)=(x+3) (y-7)+3;
2) { (x-y) (x+y)-x (x+10) =Yy (5-y) +15,
(x+1)*+ (y-1)= (x+4)*+ (y+2)*12.

W (cry)allz) o
(x+2y-3) #-4x1 4170
Ix-zy-elflox-cy-22)"-0

X4 52 10x-A2U*+E1=0

25x obt:—aoxwrg &=0
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KBapgpaTtu n Kyobu HatypanbHux yncen Big 1 go 10

12|34 |5 |6 | 78910
n?| 14| 9 |16|25|36|49 64|81 | 100
nd| 1|8 27|64 (125|216/343(512|729|1000

CreneHiuucen2i3

n (1/2{3[4|5| 6 7 8 9 10
2" 1214 8|16(32|64 | 128 | 256 | 512 | 1024

3" |319(27|81(243|729(2187|6561({19683|59049

BnactuBocTi cteneHs
3 HaTypaJibHUM NMOKA3HUKOM

ama® = gmtr

(am)n — amn
a:a*=a™" (a# 0, m>n)
(ab)" = a"b"

DopMyNN CKOPOYEHOrO MHOXKEHHS
(a — b)(a + b) = a® — b?
(a + b)? = a® + 2ab + b?
(a — b)? = a?— 2ab + b?

«Mosa nwbo6 — Ykpaina i mamemamuxka» — 6ukapb08aHo

HQ ZPAHIMHOMY NOCMAMeHMi NaAM AMHUKA HAYKOBUeEi dopmynu pisHuULi Ta cymn Ky6is
Muxaiiny Iunrunosuvy Kpasuyky (1892—-1942).

Mu cnodigaemocs, wo ye nampiomuiHne BUCLOBJI0BAHHS a® — b’ = (a — b)(a® + ab + b?)
8U0AMH020 YKPAIHCbK020 MAmMeMAmuKa cmane 04 8ac a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?)

HaOililHuUM 00p0208KA30M HA WAAXY 00 npogecioHarizmy.
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A szerzoktol

KEDVES HETEDIKESEK!

Elkezdtek tanulni egy Uj tantadrgyat — az algebrat. Ez egy Osi
¢s bolcs tudomény. Az algebra ismerete rendkiviil fontos.. Ma mar
nincs olyan tudomadnyteriilet, ahol ne alkalmazndk a matematika
vivmanyait. A fizikédban €s a kémidban, a csillagdszatban és ¢€s a bio-
l6giaban, a foldrajzban és a kozgazdasdgtanban, s6t a nyelvészetben
és a torténelemben is hasznalnak ,,matematikai eszkozoket”.

Az algebra hasznos és nagyon érdekes tantargy. Tanulméanyoza-
sa fejleszti az elemzd és logikus gondolkodast, a kutatasi készsége-
ket, a matematikai kultarat, az intelligenciat.

Az algebra elsajatitasdval megtanulod, hogyan oldhatsz meg
kiilonboz6 tipust egyenleteket, hogyan hozhatsz létre Osszefiiggé-
seket a mennyiségek kozott, és hogyan lehet kiilonféle valos hely-
zetekre matematikai modelleket dsszeallitani.

A tankOnyv szovege 9 paragrafusra oszlik, amelyek mindegyike
pontokbol all. A pontok elméleti anyagot tartalmaznak. Tanulma-
nyozdsa soran forditsatok kiilonos figyelmet a félkovér, félkoveér
dolt betlikkel és dolt betiikkel nyomtatott szovegekre; igy van a
konyvben kiemelve a meghatarozasok, a szabalyok és a legfonto-
sabb matematikai allitasok.

Az elméleti anyag ismertetése feladatok megoldéasaval fejezo-
dik be. A kényvben a feladatok megolddsanak csak az egyik lehet-
séges modjat mutatjuk be.

Mindegyik pont végén talaltok majd példakat. Azonban ezek-
nek a példadknak a megoldasahoz, csak azutan fogjatok hozza, ha
mar megtanultatok az elméleti tudnivalokat. A feladatok konnyii,
kozepesen nehéz és nehéz feladatokat tartalmaznak. Az utdbbiakat
csillaggal (*) jeloltiik.

Minden pont végén taladlhato egy rovat Gyakoroljuk a nem
hagyomanyos modszereket cimmel. Itt olyan feladatok vannak,
amelyek megolddsdhoz nem algebrai ismeretekre, hanem csak
jozanészre, taldlékonysagra, csavaros €szjarasra lesz sziikségetek.
E feladatokkal problémamegoldd képességetek fejlesztését tiizziik
ki célul. A feladatok nemcsak a matematikaban és a tanulasban
lesznek hasznotokra. Segitségiikkel megtanultok vératlan és nem
hagyomanyos dontéseket hozni.



4 A szerzoktol

A Ukranul helyesen mondjuk és irjuk rovat példakat tartal-
maz a helyes matematikai kifejezésekre. A Ha elkésziiltél a hazi
feladattal rovatban az algebra torténetébdl szarmazéd torténetek
keriilnek bemutatasra, kiilonos tekintettel az ukran tudomanyos ko-
z0sség hozzajarulasara e tudomany fejlodéséhez.

Sok sikert kivanunk!

TISZTELT KOLLEGAK!

A konyv nagy mennyiségli és valtozatos didaktikai anyagot tar-
talmaz. Egy tanév alatt azonban nem lehet minden feladatot megol-
dani, és erre nincs is sziikség. Ugyanakkor sokkal kényelmesebb a
munkavégzés, ha jelentds a feladatkinalat. Ez lehetévé teszi a szint-
differencialés és az egyéni oktatasi szemlélet elvének érvényestilését.

Bizunk benne, hogy ez a tankdnyv megbizhato segitotarsuk lesz
az Ondk nehéz és nemes munkajaban. Nagy 6romiinkre szolgal
majd, ha tetszeni fog Ondknek.

K¢k szinnel jeldljiik a hazi feladathoz javasolt feladatok sorszamat,
lilaval pedig a szobeli megoldasra javasolt feladatok sorszamatszamat.

Alkotoi ihletet és tiirelmet kivanunk Ondknek.

Egyezményes jelek

n° az elemi és kozepes tanulmanyi eredményi szinteknek
megfeleld feladatok;

n a megfeleld tanulméanyi eredményi szintnek megfeleld
feladatok;

n" a magas tanulmanyi eredményi szintnek megfelel6 fel-
adatok;

n* matematikai szakkoroknek és fakultativoknak megtele-

16 feladatok;
a tétel bizonyitasanak befejezése;
a feladat megoldasanak befejezése;

iE A O

a szamitogép segitségével megoldhato feladatok jelolése;

az Ukranul helyesen mondjuk és irjuk rovat;

Ha elkésziltél a hazi feladattal c. rovat.



ALGEBRAI KIFEJEZESEK.
EGYVALTOZOS EGYENLETEK

e Ebben a részben megtanuljatok a kifejezések egyszer(sitését,
valamint megismeritek azokat a képleteket és technikdkat, amelyek
segitenek leegyszerUsiteni a kifejezéseket.

e Meg fogjatok tanulni, hogy egy szam négyzetre és kbbre emelése
egy Uj szamtani muvelet kiilonb6zd esetei.

e Megtanuljatok az algebrai kifejezések osztalyozasat.

Megtanulod, hogy sok ismert egyenlet kombinalhaté egy osztalyba.
Megtanuljatok, hogy sok ismert egyenlet egy adott osztalyba
sorolhaté.

Bevezetés az algebraba

Most elkezditek tanulmanyozni az algebrat. Vegyétek figyelem-
be, hogy mar ismeritek ennek a tudoménynak az ,,abécéjét”. Tehat
amikor képleteket irtok le és egyenleteket készitettek, ekkor a szé-
mokat betlikkel kellett jeloltétek, és betiikifejezéseket hoztatok 1étre.

Példaul, @, (x + v, 2 (a + b), x‘g—”

felirasokat betiikifejezéseknek nevezziik.

Tudnotok kell, hogy nem minden betiit, szamot, kiilonb6z6
miveletileket és zarojeleket tartalmazé kifejezést neveziink betii-
kifejezésnek. Példaul a 2x +) — (kifejezésnek nincs semmi értelme.

Azt a kifejezést, amely egyetlen betiibdl all — betiikifejezésnek
tekinthetjiik. Példdul a 2x +) — (ez egy értelmetlen karakterkészlet.

Viszont az egy betlibdl allo kifejezést betiikifejezésnek tekintjiik.

Megvizsgaljuk a 2 (a + b) kifejezést. Mar tudjatok, hogy en-
nek a kifejezésnek a segitségével ki tudjuk szamitani az a és b ol-
dalu téglalap keriiletét. Példaul, ha az a és b betiit 3-mal és 4-gyel
helyettesitjiik, akkor a 2 (3 + 4) szamkifejezést kapjuk. Ebben
az esetben a téglalap keriilete 14 egység lesz. A 14-eta 2 (3 + 4)
szamkifejezés értékének nevezziik.

m o
, abc, — € matematikai
n



6 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozés egyenletek

Az a és b betiik helyére barmilyen szamot behelyettesithetiink.
Természetesen a valtozo kiilonbozo értéke mellett a valtozokat tar-
talmazo6 kifejezésnek az értéke is kiilonbozo lesz.

Mivel a betliket barmilyen szammal helyettesithetjiik, ezért a
kifejezésekben a betliket valtozoknak nevezziik, magat a betiiki-
fejezést pedig valtozokat tartalmazé kifejezésnek (ha a kifejezés
csak egy valtozot tartalmaz, akkor valtozot tartalmazo Kifejezés-
nek nevezziik).

Megvizsgaljuk a 2x + 3 kifejezést. Ha az x valtozot %—re cserél-

juk, akkora 2 - % + 3 szamkifejezést kapjuk. Azt mondjuk, hogy
az % az x valtozo érteke, a 4 pedig a 2x + 3 kifejezés értéke, ha
1
X —7-
A szamkifejezések és a valtozokat tartalmazo kifejezések egyiitt
alkotjak az algebrai kifejezéseket.

Algebrai kifejezések |

Valtozokat tartalmazo

Szimkifejezések kifejezések (betiikifejezések)

Megvizsgaljuk az algebrai kifejezések két csoportjat:

I. csoport II. csoport
1
—3 o
X—y <
a a
4 (a + by
m
[ )
3 b> + 5a T3
mn 5-%



1. Bevezetés az algebrdba 7

Mindkét csoport kifejezései a kovetkez6 miiveleteket tartalmaz-
zak: O0sszeadast, kivonast, szorzast, hatvanyozast és osztast. Az elso
csoportban nem talaltok olyan kifejezést, amelyikben eléfordulna
valtozoval torténd osztas. Ezért az elsé csoport kifejezéseit egész
kifejezéseknek nevezziikk. A masodik csoport kifejezései nem
egész kifejezések.

A 7. osztalyban az egész kifejezésekrdl fogunk tanulni.

PELDA [AZ a, b és m valtozok értékei olyanok, hogy a — b =4, m
= —5. Mennyivel egyenld a 7bm — T7am kifejezés értéke?

Megoldas: A szorzas széttagolhatosagi és felcserélhetdségi
tulajdonsaganak felhasznalasaval a kovetkezot kapjuk:

7bm — Tam = Tm(b —a) =7 - (-5) - (4) =7 - 20 = 140.
Felelet: 140. 4

-~

1. Hogyan nevezhetjik még masképpen a betlkifejezéseket?
2. Mit neveziink algebrai kifejezéseknek?
3. Mely algebrai kifejezéseket nevezziik egész kifejezéseknek

I GYAKORLATOK

1.° Hatirozzatok meg a szamkifejezések értékét:

1) 0,72 + 3,018; 3) 1,8 -0.3; 5) 72 :0,09;
2)4-2.8; 4)5,4:6; 6)9: 4.
2.° Mennyi a kifejezés értéke:

1 5 46 23 3
HT+—; ) Byt 9)6—1—;
)3 6 )75 45 ) 5

3 2 2 2 4
2 6) —:4; 10)4-—1—;
)7 9 )3 ) 7 9

8 5 3 3

—— 10: — 11 8—-1—;

)16 35 7 11’ ) 4 14

3 3 1
—-18' 2—+4—; 1—:5-2°
4)9 5 8) 2 p 12) 573
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3.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:

1) 3,8 +(-2,5); 6) 0—7.8;

2) 4,8 +4.8; 7)0—(-2,4);

3) —1 +0,39; 8) 4,5 2.5;

4) 934 - (_778)9 9) 8- (_074)5
5)42-5.7; 10) -1,2 - (-0,5);

4.° Mennyi a kifejezések értéke:

1)18——

2)
3)

4)|——

5)

57 1917 2

12 12 21 72 3’
3 1 9) 5
6——5—:1—)-—;
4 T8 32) 11
7119

3 12 48

_3L_2L):(_51)?
12 15 20

5.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:

1

23 1 1
14l -32 .2 L L
15 23 27 5 6

2)(5— 1—+1 ) 2.
36 4) 21’

3)

(-3,25 — 2,75) : (~0,6) + 0,8 - (~0,7);

4)(—13—zij;5i.
8 12 12

6.° Hatarozzatok ki a kifejezések értékét:
1) 2x—3 hax=4; 0; -3;

21
)3

1
a+zb ha a=-6, b=16;

(-1,42—(3,22)) : (-0,4) + (-6) - (-0,7);

11) —48 - 0;
12) -3,3 : (-11);
13) 3,2 : (-4);

1 3
14)(5) ;
1 2
-1
15)( 3)

3)3m—-5n+3kham=-7,n=14, k=-0,1.



1. Bevezetés az algebrdba 9

7.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1) 0,4y +1 hay=-0,5; 8; —10;

2
2) ;c—O,2d ha c=-28,d=15.

8.° Melyik egész kifejezés az aldbbiak koziil:

. a+b, 3_m+i
1) 7a+0,3; 3) = 5) s 3
1 at+b 1
2) Sx (y——); 4) 5 6) 9x =5y +=2
3 4 z

9.° Az dsszeg, kiilonbség, szorzat, hanyados kifejezések felhaszna-
lasaval olvassatok el az alabbi algebrai kifejezéseket, és valassza-
tok ki koziilik az egész kifejezéseket:

1)a—(b+c); 4) 2m —10; 7) ac + bc;
) a c¢ a
2) a+ bc; 5) ?4'7 8) b+4
3) a2 6) (a+b)c; 9) (a—b)(c +d).

10.° Irjatok le kifejezések alakjaban:

1) az a szam ellentettjét;

2) az a sz&m reciprok értékét;

3) az x és y szdmok Osszegét;

4) az x és y szamok Osszegének ellentettjét;

5) az x és y szamok Osszegének reciprok értékét;

6) az a szamnak ¢és az a szdm négyzetének az Osszegét;

7) az a szam és a b szam ellentettjének a hanyadosat;

8) az a és b szamok Osszegének €s a ¢ szam ellentettjének a
szorzatat;

9) az m és n szamok szorzatdnak és p és g szamok hanyadosa-
nak a kiilonbségét!

11.° A ceruza x, a fiizet pedig y hrivnyaba keriil. frjatok fel valtozo-
kat tartalmaz¢ kifejezések alakjaban az aldbbiakat:
1) mennyibe keriil 5 ceruza és 7 fiizet;
2) mennyivel kell tobbet fizetni a darab flizetért, mint » darab
ceruzaért?
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12.° A munkas fizetéskor egy 1000 hrivnyas, a darab 500 hrivnyas
és b darab 100 hrivnyas bankjegyet kapott. Irjatok fel kifejezés
alakjaban, hogy mennyi volt a munkas fizetése!

13.° Irjatok le szamkifejezés alakjaban, és hatdrozzatok meg az
értékeét:

1) —12 és 8 Osszegének és 0,5-nek a szorzata;

2) —12 és 8 szorzatanak és 0,5-nek az Osszege;

3) —1,6 és —1,2 Osszegének ¢€s kiilonbségének a hanyadosa;

4) —10 és 6 0sszegének a négyzete;

5) =10 és 6 négyzeteinek az Gsszege!

14." Trjatok le szamkifejezés alakjaban, és hatarozzatok meg az értékét:
4 1 o . 14
1) 9 ¢ Osszegének €s a-nek a hanyadosa 57
2) —1,5 és 4 szorzatanak ¢és 2-nek a kiilonbsége;
3) —1,9 és 0,9 6sszegének ¢€s kiillonbségének a szorzata;
4) 6 ¢és 8 kiilonbségének a kobe!

15.° Két, egymastol 300 km-re 1év6 varosbol, egyszerre indul el
egymassal szemben két gépkocsi. Az egyik sebessége m km/h,
a masiké pedig n km/h. Hany 6ra mulva taldlkozik egymassal a
két gépkocsi? Irjatok fel valtozot tartalmazé algebrai kifejezés-
ként!

16.° Két, egymastdl s km-re 1évé varosbol, egyidejlileg és egy
iranyban egy gyalogos és egy kerékparos indult el. A gyalogos a
km/6, a kerékparos b km/6 sebességgel haladt. Irjatok fel valtozot
tartalmaz6 kifejezés formdjaban, hany 6ra mulva éri utol a kerék-
paros a gyalogost! Szamitsatok ki a kapott kifejezés értékét, ha a =
4, hb=12¢ss=12.

17.° Adjuk meg algebrai kifejezés alakjaban:
1) az a és b szamok kiilonbségének és dsszegének haromszoros
szorzatat;
2) harom egymast kovetd természetes szdm 0sszegét, ha a leg-
kisebb egyenld n-nel;
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3) harom egymast kovetd paros szam szorzatat, ha a legna-
gyobb egyenld 2k-val;

4) azt a szamot, amely a ezresbdl, b szazasbol €s ¢ egyesbdl all;
5) fejezzétek ki az x méter y centimétert centiméterben;
6) fejezzétek ki az m ora n perc p masodpercet masodpercben!
18." Adjuk meg algebrai kifejezés alakjaban:
1) négy egymast kovetd természetes szam szorzatat, amelyek
koziil a legnagyobb x;

2) két egymast kovetd paratlan természetes szam szorzatdnak és
koziiliik a kisebbiknek a kiilonbségét, ha a nagyobbik szdm
2k +1;

3) fezezzétek ki a tonna b mazsat kilogrammban!

19." Allitsatok 6ssze kifejezést a kék vonallal hatarolt alakzatok
keriiletének és teriiletének kiszamitasara (1. abra)!

a c b d ¢ .

d
¢ ./

L ’

a a a

C C

d
\/

1. abra

20.” Allitsatok 6ssze kifejezést a kék vonallal hatarolt alakzatok
keriiletének és teriiletének kiszamitasara (2. abra)!

a
c (4 c c

b
] ] ] e I b
b Cc c)
LM

c

2. abra
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21.” Az a és b valtozok értékei olyanok, hogy a + b = -8, ¢ = 4.
Mennyivel egyenld az alabbi kifejezések értéke:

)a+b-—c; 2)0,5(a+b)+c; 3) 3ac + 3bc?
22.” Az m és n valtozo értékei olyanok, hogy m —n =5, k = -2.
Mennyivel egyenld az alabbi kifejezések érteke:

1) (n—m)k; 2) 2m —2n + 3k?

I ISMETLO GYAKORLATOK
23. (Ukran folklorbol szarmazo feladat.) A molnar a megdrolt ga-

bona %O-ét kapja fizetségiil. Hany pud gabonat vitt a malomba a

gazda, ha 99 pud lisztet vitt haza?
24. Az étkezdébe kaposztat, sargarépat és burgonyat szallitottak.

Képosztabol 64 kg-ot, a sargarépabol a kaposzta tomegének %—ét,
a burgonyabol pedig a sargarépa 180 %-at. Hany kilogramm z6ld-
séget szallitottak az étkezdébe Osszesen?
25. Is;’nert, hogy az a és b természetes szamok, 9 az pedig valodi
tort. Allithatjuk-e, hogy:

11 b_a

1)a—-b>0; 2)—>—, 3) —>="7
ya—b>0; )7 )=

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

26. Bizonyitsatok be, hogy:
1) a3x+1=21-xegyenlet gydke 5;
2) a -2 nem gyoke az x (x + 4) = 4 egyenletnek!

27. Oldjatok meg az egyenleteteket:

1) 0,3x =9; 2) 2x =3; 3) 15x = 0.
28. Bontsatok fel a zardjeleket:
1) 2 (x — 3y + 42); 2) -0,4 (=5 + 1,5)).

29. Vonjatok 0ssze az egynemi tagokat:
1) 4a +9a—18a + a; 2)1,2a—a+b-2,1b.
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30. Bontsatok fel a zargjeleket, és vonjatok 6ssze az egynem ta-

gokat:
1) (x+3,2) — (x +4,5); 2) 1,4(a—2)— (6 - 2a).

l GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

31. Adott 12 természetes szdm. Bizonyitsatok be, hogy koziiliik,
mindig ki lehet vélasztani kettot Gigy, hogy a kiilonbsége oszthato
legyen 11-gyel!

Rovid konyv a helyrerakasrol és az 6sszevonasrol M —%§

Az 1j témahoz késziilve megismételtétek az egyenletek. Az
egyik tulajdonsaghoz kothetd az algebra szo eredete.

A IX. szazadban az ismert tuddés, Muhammad ibn Miusza
al-Hvarizmi (Hvarizm vérosaban sziiletett Perzsiaban, Musza fia-
ként) irt egy értekezést az egyenletek megoldasanak mddszereirdl.
Ebben az idében a negativ szamokat hamis, abszurd szdmoknak
tartottak. Ezért, amikor megoldasul hamis szamot kaptak, akkor va-
16s szamokka alakitottak at ket tigy, hogy atvitték dket az egyenlet
masik oldalara. Az ilyen atalakitdsokat al-Hvarizmi helyrerakasnak
nevezte (arabul al-dzsabr). Az egyenlet két oldalan 1évé azonos
tagok Osszevonasat roviditésnek (arabul al-mukabala).

Muhammad ibn Musza al-Hvarizmi

(IX. szazad)

Ko6zép-azsiai matematikus, csillagdsz,
geografus. O volt az elsé, aki munkaiban
az algebrat a matematika 6nall6é dganak

tekintette.
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A tanulmany cime Rovid konyv a helyrerakasrol és az 6sszevo-
nasrol (arabul — Hiszab al-dzsabr walmukaba).

Késbébb az al-dzsabr szobol alakult ki az algebra kifejezés.

A XII. szazadban al-Hvarizmi miiveit leforditottak latinra. A
kozépkori Eurdpaban al-Hvarizmi nevét Algorizmi-nek irtak at. A
tanulmanyaban el6forduld szabaly tobbsége Dixit Algorizmi (Algo-
rizm mondta) szavakkal kezdddik. Fokozatosan megszoktak, hogy
ezekkel a szavakkal kezdédnek a szabalyok, és az Algorizmi kife-
jezést mar nem a szerz6 nevével kapcsoltak 6ssze. gy alakult ki az
algoritmus kifejezés, amelyen azt az eljarast értjiilk, amikor véges
szamu 1épések végrehajtasa a feladat megoldasahoz vezet.

Ezekkel az eljarasokkal részletesebben az informatikadrdkon
ismerkedtek meg.

Egyvaltozés linearis egyenletek

Megvizsgalunk 3 egyenletet:
2x=-3,0x=0, Ox =2.
A —1,5 az els6 egyenlet egyetlen gydke.

Mivel barmely szamot nullaval szorozva nullat kapunk, ezért a
masodik egyenlet gyoke barmilyen szam lehet.

A harmadik egyenletnek nincs gyoke.

Annak ellenére, hogy a harom egyenletnek a megoldasai telje-
sen eltérdek, a felirasuk mddja hasonld: mindegyiket fel tudjuk irni
ax = b alakban, ahol x a valtozo, az a és b pedig szamok.

Meghatarozas. Az ax = b alaku egyenleteket, ahol x valtozo,
a és b tetszéleges szamok, egyvaltozos linearis egyenleteknek
nevezziik.

Lassunk néhany példat egyvaltozds linearis egyenletre:

1
= =7;-0,4x=2,8; x=0.
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Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az x> =0, (x —2) (x — 3) =
0, | x | =5 egyenletek nem linearis egyenletek.

A félkovér betiikkel jelolt szovegrész az egyvaltozds linearis
egyenlet magyardzatat adja. A matematikdban azokat a mondatokat,
amelyekben egy kifejezés (fogalom, objektum) lényegét fogalmaz-
zak meg, meghatarozasnak nevezzik.

Tehat megfogalmaztuk vagy megadtuk az egyvaltozos linearis
egyenlet meghatarozasat.

Megoldjuk az ax = b egyenletet az a és b kiilonbozo értékeire.

1) Ha a # 0, akkor az ax = b egyenlet mindkét oldalat elosztva

b,
a-val azt kapjuk, hogy X = —. Igy tehat levonhatjuk a kovetkezte-
a

tést: ha a # 0, akkor az ax = b egyenletnek egy gyoke van, mégpe-
. b
dig a "

2) Ha a = 0, akkor a linearis egyenletet Ox = b alakban irhatjuk
fel. Ekkor két eset lehetséges: b = 0 vagy b # 0.

Az elsb esetben a Ox = 0 egyenletet kapjuk. fgy tehat levon-
hatjuk a kovetkeztetést: ha a = 0 és b = 0, akkor az ax = b egyen-
letnek szamtalan gyoke van, vagyis barmely szam megolddsa az
egyenletnek.

A masodik esetben, amikor b # 0, az ax = b egyenldség hamis
lesz x barmely értékénél. Tehat levonhatjuk a kovetkeztetést: ha a
=0 ¢és b # 0, akkor az ax = b egyenletnek nincs gyoke.

A kapott kovetkeztetéseket az aldbbi tablazatban foglaljuk
0ssze:

Az a és b értékei a=0 a=0,b=0 a=0,b#0

Az ax=b b x — barmely | Az egyenletnek
egyenlet gyokei szam nincs gyoke




16 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozds egyenletek

PELDA ‘1 meg azegyenletet:

1) Bx+2,1)(8—2x)=0; 2)|5x—-6]=4.

Megoldas: 1) Tudjuk, hogy szorzasnal akkor kapunk nullat,
ha a tényezok koziil legalabb az egyik egyenld nullaval. Forditva is
igaz, ha a tényezdk valamelyike egyenld nulldval, akkor a szorzat
is egyenld nullaval. Tehat az egyenlet megoldasahoz elegendd meg-
oldanunk az alabbi egyenletek mindegyikét:

3x+2,1=0,8-2x=0.

Innen x =—0,7 vagy x =4.

Felelet: —0,7; 4.

2) Itt azt vessziik figyelembe, hogy csak két olyan szam léte-
zik, amelyeknek abszolut értéke 4-gyel egyenld, ezek a 4 és a —4.
A kovetkezoket kapjuk:

5x—-6=4 vagy 5x -6 =—4.

Innen x =2 vagy x =0.4.

Felelet: 2;04. 4

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a felhozott egyenletek ko-
ziil egyik se lineéris, de a megoldasuk soran lineéris egyenletekké
alakitottuk at oket, és a tovabbiakban a linearis egyenletek megol-
dasanak a szabalyai szerint jartunk el.

PELDA |2 Oldjatok meg azegyenletet:
)(@-1Dx=2; 2)(@a+9x=a+09.
Megoldas: 1) Ha a = 1, akkor az egyenletet a Ox = 2 alakban

irhatjuk fel. Ebben az esetben az egyenletnek nincs gyoke. Ha a #
2

a-1

1, akkor X =

Felelet: haa=1, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, ha a

2
# 1, akkor X = ——.
a—1

2) Ha a = -9, akkor az egyenletet Ox = 0 alakban irhatjuk fel.
Ebben az esetben az egyenletnek szdmtalan megolddsa van. Ha a #
-9, akkor x = 1.

Felelet: ha a = -9, akkor x barmely szdm lehet; ha a # -9,
akkor x = 1. «
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? 1. Mit neveziink egyvaltozés linedris egyenletnek?
2. Hany megoldésa van az ax = b egyenletnek, ha: 1) a = 0; 2) a =0,
b#0;3)a=b=0?

I GYAKORLATOK

32.° Az alabbi egyenletek koziil melyik linearis:
4
1)3x=6; ) x*=4 5)—=2; 7)x=0;
X

1
) x=4; 4)|x|=2; 6)Zx=2; 8) Ox = 8?
33.° Gyoke e a 4 az egyenletnek:
1
1) 4x =12; 2)Zx=1; 3) Ox = 0; 4) Ox = 4?2

34.° Hany gydke van az egyenletnek:
1)3x=-10;  2)0x=6; 3) Ox =0; 4) 5x =0?
35.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

5 6 1
1) 9 2) 7 3) —1,4x 2,1; 4) p

36.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

1) ~6x - 2) 0,1x =-2,75; 3) Tx=12: 4) 2p=-10
3 ’ B T 49°

37.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

1)2x—T7=x+4; 4) 10 —-2x=12 +x;

2) 18 — 16x =-30x — 10; 5)6x—19=-2x-15;

3) Tx+2=3x-1; 6) 0,2x + 3,4 =0,6x — 2,6.
38.° Hatarozzatok meg az egyenletetek gyokeit:

1)3x+6=2x—1; 3) 20 — 3x =2x —45;

2) 10x+7=8x-09; 4)2,7+19x=2x+1,5.
39." Oldjatok meg az egyenleteteket:

1) 3(x—4)=5x—-12; 3) 26 —4x=3x—"7(x-3);

2) (16x-5)~(3-5x)=6;  4)-2(3-4x)+5(2—1,6x)=4.
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40.° (Talaljatok meg a hibat) A (9 — 4x) — (5 + 6x) = 0 egyenlet
megoldasa soran Vaszil Ledascsenko a kovetkezot irta le:
9—-4x—-5+6x=38;
2x=8+9-175;
2x=12; x=6.
Talaljatok meg a megoldas soran elkdvetett hibat!.
41." Oldjatok meg az egyenleteteket:
1) 4(13 —3x)— 17 =-5x;
2) (18 =3x)— (4 +2x)=10;
3) 14—-x=0,5(4 —2x) + 12;
4) 4x — 3(20 —x) = 10x — 3(11 + x).
42.* Bizonyitsatok be, hogy:
1) a 4(x — 5) = 4x — 20 egyenlet gyoke barmilyen szam lehet;
2) a2y — 8 =4 + 2y egyenletnek nincs gyoke!
43.° Oldjatok meg az egyenleteteket:
1) 0,8—(1,5x—2)=-0,8 + 4,5x;
2) 0,6x-5(0,3x+0,2)=0,5(x-1)-0,8;

5 H(Zye)-2 (2 m2)-L
)7 8y 4 9y 9) 12°

5 4
—(5,4-8,1y)=0,03 +— (6,8 —3.,4y).
4) 27( ») 17( y)

44." Hatarozzatok meg az egyenletek gyokeit:
1) 0,9x—0,6(x—3)=2(0,2x — 1,3);
2) 040Bx-1)+8(0,8x—0,3)=5-(3,8x +4);

3) ;(0,56 —4,2y)+0,4 =% (0,52 —6,5y).

45.° Oldjatok meg az egyenleteteket:
1) 8(7x —3) =—-483x + 2);
2) 4,5(8x + 20) = 6(6x + 15).
46." Mivel lesz egyenld az egyenletek gyokeit:
1) =36(6x + 1) = 9(4 — 2x);
2) 3,2(3x - 2) =-4,8(6 — 2x)?
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47.° Oldjatok meg az egyenleteteket:
1) (4x - 1,6) (8 +x) =0;
2) x(5-0,2x) =0;

3) 3x —2)(4 +§x) =0;

4) 2x+ 1,2)(x+ 1)(0,7x + 0,21) = 0.
48.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

1) (1,8-0,3y)(2y+9) =0; 2) (Sy+4)(1,1y-3,3)=0.
49.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

Sx —4 16x +1 4y +33 17 +y
1) = ; 2) = :
2 7 3 2
50.° Hatarozzatok meg az egyenletek gydkeit:
3m+5 Sm+l 25x+3_)c—5
4 307 )7 8
51.° Mivel lesz egyenld az egyenletek gyokei:
2x  S5x x x 7 3x 4 x
1)/ +—=23; )= —=—; 3 ———==—7
3 4 6 8 36 10 15 6
52.° Oldjatok meg az egyenleteteket:
17_x_5_x:i' 22x+x_15. 3_x_i_l_x
)6 18 27 )T Ty )73 12

53.° A valtozd mely értékénél lesz:
1) a4x — 0,2 (8x — 7) kifejezés érteke —22,6;
2)a 0,2 (3-2y)¢s0,3(7-06y)+ 2,7 kifejezéseknek kiilonb6zo

az értékik;

3) a 0,6y kifejezés érteke 1,5-del nagyobb a 0,3 (y — 4) kifejezés
értékénél;

4) az 5x — 1 kifejezés érteke 5-szor kisebb a 6,5 + 2x kifejezés
értekénél?

54.° A valtozo mely értéke mellett lesz:
I)a6—(2x—9)és (18 + 2x) — 3 (x — 3) kifejezéseknek azonos
az értéke;
2)a — (2y — 0,9) kifejezés érteke 2,4-del kisebb az 5,6 — 10y
kifejezés értékénél?
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55.° Oldjatok meg az egyenleteteket:

D|x|+6=13; 5)|9+x|=0;
2)|x|-7=-12; 0) | x—4|=-2;
3)7|x]-3=0; 7| 3x+4|=2;
4)|x-5|=4 &) ||x|-3|=-5.

56.° Oldjatok meg az egyenleteteket:
I)|x|-8=-5; 4)]18-0,2x | =12;
2)|x|+5=2; 5)|10x—7|-32=-16;
)| x+12]=3; 0)||x|-2]=2.

57.° Az a mely értékénél lesz:
1) az Sax = —45 egyenletgyoke 3;
2) az (a — 4) x = —5a + 4x — 7 egyenlet gyoke —6?
58." Az a mely értékénél lesz:
1) a 3ax = 12 — x egyenlet gydke —9;
2) az (5a + 2) x = 8 — 2a egyenlet gyoke 27
59.° Adjatok a b-nek olyan értéket, hogy az alabbi egyenletek meg-
oldasai egész szamok legyenek:

1

1) 0,1x = b; 3) o =b;
1

2) bx =21, 4) bx=g.

60." Allitsatok fel olyan egyenletet, amelynek:
1) az egyetlen gyoke — 4-gyel egyenld;
2) szamtalan gyoke van;
3) nincs megoldasa!

61.” Hatarozzatok meg az m Osszes olyan egész értékét, amelyek-
nél az alabbi egyenleteknek egész szam lesz a megoldasa:

1) mx =3; 2) (m+4)x =49.
62."" Hatarozzatok meg az n 6sszes olyan egész értékét, amelyeknél
az alabbi egyenleteknek természetes szam lesz a megoldasa:

1) nx =-5; 2) (n—6)x =25.
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63." A b mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek azonos a
megoldésa:
1) 7—3x=6x—56 és x—3b=-35;
2)2y—-9b=7¢s3,6+5y=7(1,2-y)?
64.” A ¢ mely értékei mellett lesznek azonosak az alabbi egyenle-
tek gyoket:
D@x+1)—(7Tx+2)=x¢és 12x-9=c+5;

1
2);cx=x+c €s 6 -3 (2x—4)=-8x+4?

65.” Az a mely értékei mellett nincs megoldasa az egyenletnek:

1) ax=6; 3(@-2)x=a+2?

2) B—a)x=4;
66." Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek szamtalan
gyoke:

1) ax =a; a(@a+Sx=a+5?

2)(a-2)x=2—a;
67.” Az a mely értékénél lesz az alabbi egyenleteknek egyetlen

gyoke:

1) (a—5)x=6; D(a+TNx=a+7?
68.” Oldjatok meg az egyenleteket:

DB+1D)x=9; 2) (b*+ 1)x =—4;

69.” Oldjatok meg az (m + 8) x = m + 8 egyenletet!

70.” A * helyére milyen algebrai kifejezést kell tenni, hogy a 6x +
8 = 4x + * olyan egyenletet kapjunk, melynek
1) ne legyenek gyokei; 3) egy gyoke legyen;
2) végtelen sok gyoke legyen?
71." A * helyére milyen algebrai kifejezést kell tenni, hogy a 2(1,5x
—-0,5) = 7x + * olyan egyenletet kapjunk, melynek
1) ne legyenek gyokei; 3) egy gyoke legyen;
2) végtelen sok gyoke legyen?
72.* Oldjatok meg az egyenleteket:
)| x|+3x=12; 3)2(x-5)-6|x|=-18.
2)|x|-4x=9;
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73.* Oldjatok meg az egyenleteket:

) 2x—|x|=-1; 2) 7| x|-3(x+2)=-10.
74.% Az a mely egész értékeinél lesz az alabbi egyenleteknek olyan
egész szdm a gyoke, amelyik oszthato 2-vel:

x-2=a;, 3)2x—a=4;, 2)x+7a=9;, 4)x+2a=3.
75.% Az b mely egész értékeinél lesz az alabbi egyenleteknek olyan
egész szdm a gyoke, amelyik oszthatd 3-mal:

)x+3=5b; 2)x—-2=b; 3) x-3b=8.
76.% A b mely értékeinél lesz az alabbi egyenletek gyoke kisebb,
mint b:

1) 3x = b; 2) x=2b?
77.% A d mely értékeinél lesz az alabbi egyenletek gydke nagyobb
d-nél:

1) 4x = d; 2) lx =d?
5

I ISMETLO GYAKORLATOK

78. A roplabdabajnoksagon 8 csapat vett részt. Minden csapat két
mérkdzést jatszott a tobbi csapattal. Hany mérkdzést jatszottak
ezen a bajnoksagon?

79. Az egyik munkas 45 6ra alatt tudja elvégezni az adott feladatot,

a masiknak ugyanerre 15-szer kevesebb iddre van sziiksége, mint

az elsOnek. Hany ora alatt végzik el a ezt amunkat egyiitt? Ekozben
munka hanyad részét végzi el mindegyik munkas?

80. Az els6 napon Ilike a konyv 1—85 részét, a masodik napon az %

-¢t, a harmadik napon pedig a megmaradt 12 oldalt olvasta el. Hany
oldalas a kényv?
81. Ismert, hogy az n — természetes szdm. Paros vagy paratlan szam
lesznek-e az alébbi kifejezések értékei:

1) 4n; 2)2n—1; Nnn+1)?
82. Az a barmely értékénél igazak-e az alabbi allitasok:

1) 2a > a; 2)2]al>|al?
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

83. Hany olyan hatjegyli szdm létezik, amelyek felirasdban lega-
labb egy paros szamjegy szerepel?

H Feladatok megoldasa linearis egyvaltozos
egyenletek segitségével

Sokszor eléfordult mar, hogy egy feladatot egyenlet felallita-
saval oldottatok meg. Ezeknek a feladatoknak a sokszinlisége azt
mutatja, hogy mennyire univerzalis a feladatok megoldasanak ez a
modja. Mi ennek a titka?

A titok nyitja az, hogy barmennyire is kiilonbdznek egymastol
ezek a feladatok, mindegyikben a feltételeket fel tudjuk irni a ma-
tematika nyelvén. A kapott egyenlet — ez a feladat feltételének a
matematika nyelvén valo6 leirasa.

A feladat feltétele gyakran valds helyzetet ir le. Az ilyen fel-
tételek alapjan felallitott egyenlet a feladat feltételének matema-
tikai modellje.

Ahhoz, hogy megkapjuk a feladat megoldasat, meg kell olda-
nunk az egyenletet. Ehhez az algebraban kiilonb6z6 modszereket
¢s technikakat dolgoztak ki. Ezek koziil mar ismertek néhanyat, de
nagyon sok maddszert kell még megtanulnotok.

Ha megtalaljuk az egyenlet gyokét, ez még nem jelenti azt, hogy
megoldottuk a feladatot. Le kell ellendrizniink, hogy a kapott ered-
mény megfelel-e a feladat feltételében szerepld valos helyzetnek.

Megvizsgaljuk a kovetkezd feladatokat:

1) 4 o6ra alatt 6 kg bogydt szedtek le, mégpedig minden 6rdban
azonos mennyiséget. Hany kilogramm bogyot szedtek le egy
oOra alatt?

2) Néhany kisfia 6 kg bogyot szedett. Mindegyikiik 4 kg-ot.
Hany fitl vett részt a munkéaban?

Mindkét feladat alapjan felallithatd a 4x = 6 egyenlet, amelynek

1,5 a megoldasa.
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Az elsO feladat megoldasanak ez a szam meg is felel, mivel
ebben a feladatban az volt a kérdés, hogy hany kg bogyo6t szedtek
le oranként. Ebben a feladatban elfogadhato az a felelet, hogy 1,5
kg bogyot szedtek oranként. De ha a masik feladat feleletében az
szerepel, hogy 1,5 kisfiu vett részt a munkdban, ez mar nem lesz
helyes. Tehat a masodik feladatnak nincs megoldasa.

Az egyenletek segitségével megoldhato feladatok megoldasa-
kor tartsuk be a kdvetkezd sorrendet:

1) a feladat feltétele alapjan allitsunk fel egyenletet (a feladat

matematikai modelljét);

2) oldjuk meg a kapott egyenletet;

3) tisztazzuk, hogy a kapott megoldas megfelel-e a feladat fel-

tételének, és irjunk feleletet.

A miiveleteknek ezt a harom 1épésbdl allo sorrendjét nevezziik
a szoveges feladatok megoldasi algoritmusanak.

PELDA 1 A munkasnak a megrendelést 8 nap alatt kellett volna
teljesiteni. Mivel mindennap 12 alkatrésszel tobbet készitett el a
tervezettnél, ezért 6 nap alatt elkészitette a megrendelést, és raada-
sul 22 alkatrésszel tobbet is gyartott. Hany alkatrészt készitett el a
munkas naponta?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy x alkatrészt készitett a mun-
kas naponta. Akkor a terv szerint naponta (x — 12) alkatrészt
kellett volna elkészitenie, Osszesen pedig 8 (x — 12). Valdjaban
a munkds 6x darabot készitett el. A feladat feltétele alapjan a 6x
22-vel tobb a 8 (x — 12) kifejezés értékénél, ezért felirhatjuk a
kovetkezd egyenletet:

6x —22=8(x—12).

Innen 6x — 22 = 8x —96;
6x — 8x =-96 + 22;
—2x =-T74;
x=237.

Felelet: 37 alkatrész. 4
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PELDA 2 A kerékpéros 5 ora alatt 65 km-t tett meg. Az at egy részén
10 km/0, a tobbin pedig 15 km/6 sebességgel haladt. Hany o6ran 4t volt a
sebessége 10 km/9, illetve 15 km/6?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a kerékparos x orat haladt 10
km/6 sebességgel. Akkor 15 km/6 sebességgel (5 — x) orat volt
uton. Az ut elsé része 10x km, a masik része pedig 15 (5 — x) km.
Mivel az egész Ut 65 km-t tett ki, ezért a kovetkezd egyenletet al-
lithatjuk fel:

10x + 15(5 —x) = 65.

Innen 10x + 75 — 15x = 65;
—5x =-10;
x=2.

Tehat 10 km/6 sebességgel 2 oran keresztiil haladt, 15 km/6
sebességgel pedig 5 — x = 3 orat.
Felelet: 2 6ra, 3 6ra. 4

Ti mar jol tudjatok, hogy a szoveges feladatok megoldasa-
nak nem csak az egyenlettel valé6 megoldas az egyetlen modja.
Szintén hatékony modszer: a feladatoknak miiveletekkel valo
megoldasa is, vagyis szamtani modon, amikor egy bizonyos
sorrendben megtalaljuk a szamkifejezések értékeit, és végiil
megkapjuk a feleletet.

Ekkor egy valos élet feladatanak a matematikai nyelvére for-
ditasa egy vagy tobb szdmtani kifejezés felirasaval torténik. Az
altalanos iskolaban igy kezdtiik el megismerni a szoveges feladatok
megoldasanak modszereit.

A valos helyzeteket abrazolo feladatok megoldasi modszerei
sokrétliek, és korantsem meritik ki dket a szamtani kifejezések
vagy egyenletek formajaban megjelend modellek. A matematika
tanuldsa soran bdviteni fogjatok a megfelelé modellek listajat.

Most megismerkediink azzal a modszerrel, amelynek alkalma-
zasa egy matematikai modell felépitésén alapul mértani alakzat
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formajaban. Ezeknek a technikdknak az elemeit mar alkalmaztatok,
amikor rajzokat készitettetek az ellentétes iranyu, vagy az egymas
felé torténd mozgasi feladatok megoldasa soran.

PELDA 3 Az orszag Ot varosat ossze lehet e kotni olyan
utakkal, mindegyik varosboél: 1) négy tutvonal induljon; 2) ha-
rom Utvonal?

Megoldas: Készitsiink egy rajzot, amelyen a varosokat
A, B, C, D és E pontok abrazoljak. A két varost 6sszekotd utat
vonalszakaszként dbrazoljuk. Példaul a 3. édbra az utak korgyi-
rijét mutatja be.

B
= C
E
D
3. abra 4. abra

1) A feladat lényege, hogy megtudjuk, hogy a sik 6t pontja
Osszekapcsolhato-e szakaszokkal ugy, hogy minden pontbol négy
szakasz induljon. A 4. dbra ezt mutatja be.

2) Tegylik fel, hogy egy ilyen abra lehetséges. Szamoljuk meg,

hany szakasz lesz ezen a rajzon. Van: 5 - 3 = 15 (szakasz). Ezzel
a szamitassal azonban minden szakaszt kétszer szamoltunk. Azt

kapjuk, hogy a szakaszok szama 175 Ez nem egész szam. Tehat

ellentmondasra jutottunk.
Felelet: 1) Igen; 2) nem. 4

Bigminiorouu Ha3Bu gecsatkiB 50, 60, 70, 80
(CkmagHl YHUCITIBHUKH), 3MIHIOEMO TUIBKH JIPYTy YaCTHHY YHCIIiB-
HUKIB (-pecsT), Hanpukian: H. B. n’amoecam, gicimoecsam, P. B.
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n’asmoecamu, gicimoecsmu, J1. B. n’amoecamu, gicimoecsamu, 3H. B.
n’amoecam, gicimoecsm, Op. B. n’amoecamvbma, sicimoecamoma,
M. B. (Ha) n’amoecamuox, 8icimMOecsmvox.

Ha3su uucen 40, 90, 100 B ycix BigMiHKax, OKpiM Ha-
3UBHOTO Ta 3HaXIAHOTO, MalOTh 3aKiHYCHHS -a, HAMPUKIAMI:
H. B. copok 30wumis, P. B. copoxa 3owumis, JI. B. copoka 30-
wumam, 3H. B. copok 3owmumis, Op. B. copoka 3ouwumamu,
M. B. (8) copoxa 30uumax.

36epnims ygacy: micisl MEPIIOi YaCTUHU YUCTIBHUKIB 71 'sm-
Haoysmo, n’smoecsam, n’samcom M’ SKUW 3HAK HE MMHUIIEMO.

I GYAKORLATOK

84.° Anik6 24 fiizetet vasarolt, mégpedig vonalasbol 6-tal tobbet,
mint négyzetracsosbol. Hany vonalas, illetve négyzetracsos fiizetet
vasarolt Aniko6?

85.7 Két farol 65,4 kg meggyet szedtek le, mégpedig az egyik farol
12,6 kg-mal kevesebbet, mint a masikrol. Hany kg meggyet szedtek
le mindegyik farol kiilon-kiilon?

86.° A téglalap keriilete 7,8 cm, az egyik oldala 1,3 cm-rel nagyobb
a masiknal. Hatarozzatok meg a téglalap oldalait!

87.° A téglalap egyik oldala 11-szer kisebb a masiknal. Hatdrozza-
tok meg a téglalap oldalait, ha a keriilete 144 cm!

88.° A Karpatokban, a Csornohora
hegyvonulatban talalhato Ukrajna ha-
rom legmagasabb hegycsucsa: a Ho-
verla, a Brebeneszkul és a Petrosz.
A harom hegycstcs 0sszesen 6113 m
magas. A Hoverla a Brebeneszkulnal
29 m-rel, a Petrosznal pedig 41 m-rel
magasabb. Szamitsatok ki mindegyik
hegycstcs magassagat!

Hovrla hegycsucs
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89.° Ukrajna harom legmélyebb barlangja — a Szoldatszka, a Kasz-
kadna és a Nahimovszka a Krimen taldlhato. M¢lységilik 0sszesen
1285 m. A Kaszkadna mélysége 115 m-rel kisebb a Szoldatszka
barlang mélységénél és 30 m-rel mélyebb, mint a Nahimovszka.
Hatarozzatok meg mindegyik barlang mélységét!

90.” A 160 lakasos hazban haromféle lakas taldlhato: egyszobas,
kétszobas és haromszobas. Egyszobas lakasbol 2-szer kevesebb
van, mint kétszobasbol, és 24-gyel kevesebb, mint haromszobasbol.
Hany lakas talalhaté a hazban mindegyik tipusbol?

91." Harom munkas Osszesen 96 alkatrészt készitett el. Az els6
munkds 3-szor annyi alkatrészt készitett el, mint a masodik, a har-
madik pedig 16-tal tobbet, mint a masodik. Hany alkatrészt készi-
tett el mindegyik munkas kiilon-kiilon?

92.° A gyar harom miihelyében 6sszesen 101 munkas dolgozik. Az

els6é mithelyben dolgoz6 munkasok szama %—e a harmadik miihely-

ben dolgoz6 munkasok szdmanak, a masodik mithelyben dolgozdk
szdma pedig 80%-at teszi ki a harmadikban dolgozdknak. Héany
munkas dolgozik az els¢ miihelyben?

93. A kerékparosok egy haromnapos tarara indultak. A mésodik

¢s a harmadik napon megfelelden az elsd napi at 120 %-at és a %

-részét tették meg. Hany km-t tettek meg az els6 napon, ha az egész
ut hossza 270 km volt?

94.° 6 nagy és 8 kis laddban 232 kg alma van. Hany kg alma volt
mindegyik ladéban, ha a kis laddkba 6 kg-mal kevesebb alma fér,
mint a nagyokba?

95.” Egy mozi két termében Osszesen 534 iiléhely van. Az egyik
teremben 12, azonos iildhelyet tartalmazé sor, a masikban 15 sor
sz¢k van. Az els6 terem mindegyik soraban 4 székkel tobb van,
mint a masodik terem mindegyik soraban. Hany iildhely van a két
teremben kiilon-kiilon?
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96." A két varos kozotti tavolsagot a motorkerékparos 0,8 ora, a
kerékparos pedig 4 ora alatt tette meg. A kerékparos sebessége 48
km/h-val kisebb a motoros sebességénél. Szamitsatok ki a motoros
¢és a kerékparos sebességét!

97.* 2 kg csokoladéért az egyik félébol annyit fizettek, mint a ma-
sikbol 3,5 kg-ért. Mennyibe keriil mindegyik csokoladébol egy-egy
kg, ha az els6 csoki 12 hrivnyaval dragdbb, mint a masik kilogram-
monkénti ara?

98." Egy kg uborka 0,8 hrivnyaval olcsobb egy kg paradicsomnal.
Mennyibe keriil 1 kg paradicsom, ha 3,2 kg paradicsomért annyit
fizettek, mint 3,6 kg uborkaért?

99.° Az egyik tartdlyban 3-szor tobb viz van, mint a masikban.
Miutan az egyik tartalyba 16 liter, a masikba pedig 80 liter vizet
toltottek, a két tartdlyban azonos mennyiségli viz lett. Mennyi viz
volt a tartalyokban eredetileg?

100.” Az egyik polcon 4-szer tobb konyv volt, mint a masikon.
Miutan az egyik polcrol levettek 5 kdnyvet, a masikra pedig tettek
16-ot, a két polcon azonos lett a konyvek szdma. Hany konyv volt
a polcokon eredetileg?

101.° Az apa 26 éves, a fia pedig 2 éves. Hany év mulva lesz az apa
5-szor iddsebb a fidnal?

102.° Az anya 40 éves, a lanya pedig 18 éves. Hany évvel ezel6tt
volt a lany 3-szor fiatalabb az anyjanal?

103.° Az iskolai konyvtar részére 40 helyesirasi és értelmez6 szotart
vasaroltak, amelyekért 6900 hrivnyat fizettek. Hany szotart vettek
mindegyik fajtabol, ha a helyesirasi szotar 150, az értelmez6 pedig
240 hrivnyaba kertiil?

104.° Az tigyfél 30000 hrivnyat tett be a bankba két kiilonb6zo
szamlara. Az egyik szamla évi 7%, a masik pedig évi 8 % kamatot
fizet. Egy év alatt 2220 hrivnyat kamatozott a pénze. Mennyi pénzt
tett be mindegyik szamlara?
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105.° A pénztarban 2 és 5 hrivnyasbol 19 pénzérme volt, ami 6sz-
szesen 62 hrivnyat tett ki. Hany darab 2 hrivnyas, illetve 5 hrivnyas
volt a pénztarban?

106.° Két raktarban azonos mennyiségli szén volt. Miutan az egyik-
bdl elszallitottak 680 tonnat, a masikbdl pedig 200 tonnat, az elsd
raktarban 5-szor kevesebb szén maradt, mint a masikban. Mennyi
szén volt a két raktarban eredetileg?

107.° Marikanak és Lackonak ugyanannyi pénze volt. Miutan Mari-
ka 180 hrivnyat, Lacko pedig 270 hrivnyat koltott konyvekre, Ma-
rikdnak 2-szer annyi pénze maradt, mint Lackonak. Mennyi pénziik
volt ezeknek a gyerekeknek eredetileg?

108.° Az egyik zsdkban 5-szor tobb liszt volt, mint a masikban.
Miutan az egyik zsdkbol 12 kg lisztet atontottek a masikba, a

masik zsakban 1évd liszt mennyisége az - részét tette ki az elsd

zsakban 1évo liszt tomegének. Hany kg liszt volt a zsdkokban

eredetileg?

109.” Az egyik konténerben 3-szor tobb szén volt, mint a masikban.
Miutan az elsd konténerbdl 300 kg szenet 4tontdttek a mésikba, az
elsé konténerben maradt szén tdmege a masik konténerben 1évo
szénnek a 60 %-at tette ki. Hany kilogramm szén volt a konténerek-
ben eredetileg?

110." Az egyik munkasnak 90, a masiknak 60 alkatrészt kellett el-
késziteni. Az els6 munkas naponta 4 alkatrészt készitett el, a masik
pedig 5-6t. Hany nap mulva kell az els6 munkasnak 2-szer annyi
alkatrészt elkészitenie, mint a masiknak, ha figyelembe vessziik,
hogy egyszerre kezdtek el dolgozni?

111.° Az egyik tartalyban 200, a masikban pedig 640 liter viz volt.
Miutédn a masodik tartadlybol kétszer annyi vizet hasznaltak el, mint
az elsobol, a masodikban 3,5 szer tobb viz maradt, mint az elsOben.
Hany liter vizet hasznaltak el mindegyik tartalybol?
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112.° Két, egymastol 385 km-re 1évo varosbol egy személygépkocsi
¢és egy teherauto indult el egymassal szemben. A gépkocsi sebes-
sége 80 km/0, a teherautoé pedig 50 km/h volt. Hany 6ra mulva
talalkoznak, ha a teherautd 4 oraval késobb indult el, mint a sze-
mélygépkocsi?

113." Az egyik telepiilésrol a masikba egy gyalogos indult el 4 km/h
sebességgel. 1,5 6ra mulva a masik falubdl vele szemben elindult
egy kerékparos 16 km/h sebességgel. Hany perc mulva talalkozik
a kerékparos a gyalogossal, ha a két telepiilés kozotti tavolsag 14
km?

114.° A két varos kozotti tdvolsag a folyon 55 km-rel rovidebb,
mint az orszagliton. Az egyik varosbol a masikba eljuthatunk hajo-
val 6 ora alatt, vagy autdbusszal az orszaglton 3 6ra 30 perc alatt.
Hatarozzéatok meg a hajoé és az autdbusz sebességét, ha a hajo se-
bessége 30 km/6-val kisebb az autdobuszénal!

115." A motoros hajo 4 6ran keresztlil ment a vizfolyas irdnyaban
¢s 3 oOradn at a vizfolyassal szemben. A hajo a vizfolyas iranyaban
48 km-rel hosszabb utat tett meg, mint a vizfolyassal szemben.
Hatéarozzatok meg a hajo sebességét allovizben, ha a vizfolyas se-
bessége 2,5 km/h!

116.” A turista a folyon 5 oran at utazott egy tutajon a vizfolyas
iranyaban, aztan 1,5 6rat egy motorcsonakon a vizfolyassal szem-
ben. A csonak sebessége allovizben 24 km/h. Hatdrozzatok meg a
vizfolyas sebességét, ha a turista a vizfolyassal szemben 23 km-rel
tobbet haladt, mint a vizfolyas iranyaban!

117. A turistdk satrakba valo elhelyezése soran kideriilt, hogy ha
minden satorban 6 {6t szallasolnak el, akkor 5 fére nem lesz elég
hely, ha pedig 7 f6t, akkor 6 hely marad szabad. Hany turista volt
ekkor jelen?

118.” A 7. osztalyos tanulok ujévi ajandékainak elkészitése soran
kidertilt, hogy ha minden ajandékcsomagba 4 narancsot tesziink,
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akkor 3 narancs hidnyozni fog, ¢és ha 3 narancsot tesziink, akkor 25
narancs marad meg. Hany narancs volt 6sszesen?

119.° Két dobozban 0sszesen 55 kg keksz volt. Miutan az els6
dobozban 1év6 keksz mennyiségének az % részét atraktdk a ma-
sikba, az els6 dobozban 5 kg-mal tobb keksz lett, mint a maso-
dikban. Mennyi keksz volt a két doboz mindegyikében eredetileg?

120. Két kosarban 24 kg korte volt. Miutan az egyik kosarban

1évo korte - részEt atraktak a masikba, a masik kosarban kétszer

annyi korte lett, mint amennyi az els6ben maradt. Hany kg korte
volt a kosarakban eredetileg?

121.** Harom polcon konyvek vannak. Az elsé polcon az 6sz-

szes konyv %—e all, a masikon a 60%-uk, a harmadikon pedig 8

konyvvel kevesebb volt, mint az elsén. Hany konyv van 0sszesen
a harom polcon?

122.”" Egy bizonyos mennyiségii tejet négy kannaba ontotték szét.
Az els6 kannaba keriilt az 0sszes tej 30 %-a, a masodikba az elsébe

ontott tej % része, a harmadikba 26 I-rel kevesebb, mint az elsObe,

a negyedikbe pedig 10 I-rel tobb, mint a masodikba. Héany liter tej
lett a négy kannaban?

123."* A munkdas ugy tervezte, hogyha naponta elkészit 20
alkatrészt, akkor idoben elkésziil a feladataval. Mivel a terve-
zettnél mindennap 8 alkatrésszel tobbet készitett el, ezért mar
2 nappal a hataridd eloétt 8 alkatrésszel tobb volt a tervezettnél.
Hény nap alatt kellett volna elkészitenie a munkasnak az alkat-
részeket?

124.° A vizsgara késziilve a tanuld gy tervezte, hogy naponta
megold 10 feladatot. Mivel mindennap 4 feladattal tobbet oldott
meg, ezért 3 nappal a vizsga eldtt mar csak 2 olyan feladata volt,
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amit még nem oldott meg. Osszesen hany feladatot tervezett meg-
oldani a tanul6?

125.° A kétjegyli szamban a tizesek szama 3-szor nagyobb, mint
az egyesek szama. Ha ezeket a szamjegyeket felcseréljiik, akkor a
kapott szam 54-gyel lesz kisebb az eredeti szamnal. Hatarozzatok
meg az eredeti kétjegyli szdmot!

126.” A kétjegyli szdmban a tizesek szdma 2-szor nagyobb, mint
az egyesek szdma. Ha ezeket a szamjegyeket felcseréljiik, akkor a

3
kapott szam IZ-szerese lesz az eredeti szamnak. Hatarozzatok meg
az eredeti kétjegyli szamot!

127.* Két varosbol, melyek kozott a tavolsag 270 km, egyidejileg,
egymassal szembe két gépkocsi indult el. 2 6ra mulva a koztiik
1évo tavolsag 30 km lett. Hatarozd meg mindkét gépkocsi sebes-
ségét, ha az egyiknek a sebessége 10 km/h-val nagyobb, mint a
masiké?

128.** Egy tarsasag 7 tagu. Lehet e mindegyikiiknek:

1) pontosan négy személy
2) pontosan 5 személy koziiliik a baratja?

129.** Van két réz-cink 6tvozetiink. Az elsé 9% cinket tartalmaz,
a masodik pedig 30 %-ot. Hany kilogramm 6tvozetet kell venniink
mind a két fajtabol, hogy olyan 300 kg 6tvozetet készitsiink, amely-
ben a cink részaranya 23 %?

130.” Két viz-s6 oldatunk van. Az elsé oldat 25 % sot tartalmaz,
a masodik pedig 40 %-ot. Hany kilogrammot kell venni az egyes
oldatokbol, hogy 50 kg tomegti, 34 % sot tartalmazd oldatot kap-
junk?

hogy barmelyik varosbol barmelyik masik varosba lehet utazni,

ha minden véarosbdl van: 1) legalabb harom ttvonal; 2) négy ut-
vonal?
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I ISMETLO GYAKORLATOK
132. Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
1)-9,6:12-29: (-5,8) + 4 : (-25);
2) 34 - (4-4,6)+ 12,4 - (08, - 2,2);

3) (0,4 —iJ 62-1,75 :(—71}
20 3 8
4) (6,3 :(—i)—z,é :(—LD : (—ij—0,6 :(—0,36).
20 20 19

133. Szamitsatok ki a kifejezések értékét:

3
'8

1
2)a*>+3,haa=7;-2;0;04; —1 g;

1) 14 — 6x, hax=4; -2; 0; —0,3

3) 2m—1)n,ham=0,2, n=-0,6.

134. A megadott x értékeknek megfelelden szdmitsatok ki a —3x + 2
kifejezés értékét, majd toltsétek ki az alabbi tablazatot:

x -4 | -3 | -2 | -1 0 1 2 3 4

—3x+2

135. Milyen szdmjegyet kell irnunk a 37 bal €s jobb oldalara, hogy
az igy kapott szam oszthat6 legyen 6-tal?

136. Vannak-e gyokei az egyenletnek:

1) x*=0; 2) x*=—1; 3| x|=x; 4) | x|=—x?
137. Lehet-e egész szam a kifejezés értéke:
1 X
1) —; 2) ?
X x+1
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I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

138. Hatarozzatok meg az n minden természetes értékét, amelyek-
nél az n — 2, n + 24, n + 26 kifejezések értéke primszam lesz.

1.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Szamitsatok ki az 5 — 4b kifejezés értékét, ha b = 2!
A) 3; B) -3; Q) 13; D) -13.

1 1

2. Szamitsatok ki az gm +§n, kifejezés értékét, ha m = 35,
n=-18.

INRE B) 2; ) 3; D) 4.
3. Az alébbiak koziil melyik kifejezés fejezi ki az a és b szorzata-
nak €s a ¢ szdmnak a kiilonbségét?

A)a-bc; B) ab—c; C)a-c) D) (a-b)c.
4. Az alabbi algebrai kifejezések koziil valasszatok ki az egész ki-
fejezést!

b b+5 b+5 b+5
A)—; B) ——; O —: D) —.
b—17 b-17 7 b
5. Hatérozzatok meg a 7x + 2 = 3x — 6 egyenlet gyokét!
A)2; B) I; C) -2; D) 1.
6. Az alabbi egyenletek koziil melyik lineéris?
A) 2x=-3; O)|x|=4;
1
B) —=0; D) (x— 1)(x—2)=0.
* X X
7. Oldjatok meg az Y =6. egyenletet!
A) 12; B) 36; C) —6; D) -1.
8. Oldjatok meg a 2 (x — 3) — (x + 4) = x — 10 egyenletet!
A) 0; C) x — barmely szam lehet;

B) nincs gyoke; D) 10.
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9. Az a mely értékénél nem lesz gyoke az (a + 4) x = a — 3 egyen-
letnek?

A) 3; B) —4; Q) 0; D) nem létezik ilyen szadm.

10. Tudjuk, hogy az a szam 45 %-a 7-tel nagyobb az a szam %—nél.
Hatarozzéatok meg az a szamot!

A) 36; B) 45; C) 60; D) 90.
11. Harom munkas 70 alkatrészt készitett. Az elsé munkas 2-szer
kevesebb alkatrészt gyartott, mint a masodik, a harmadik pedig 10-
zel tobbet, mint az elsé. Legyen x az els6 munkas altal elkészitett
alkatrészek szama. Az alabbi kifejezések koziil melyik felel meg a
feladat feltételének?

A)x+2x+2x+10=70; C)x+2x+2x—-10=70;

B)x+2x+x+10=70; D)x+2x+x-10=70.
12. Az els6 foldrészlegen 4-szer annyi malnabokor van, mint a méa-
sodikon. Miutan az els6 részlegrol 12 bokrot atiiltettek a masodik-
ra, a masodik részlegen 2-szer kevesebb lett a malnabokrok szama,
mint az elsén. Tegylik fel, hogy a masodik részlegen x bokor volt
eredetileg. Az alabbi kifejezések koziil melyik lesz a feladatban
eléforduld esemény matematikai modellje?

A)2(@4x—12)=x+ 12; C)dx+12=2(x— 12);

B) 2(4x+12) =x— 12; D) 4x— 12=2(x + 12).

Egyenlo kifejezések. Azonossagok

Megvizsgalunk két par kifejezést:

1) x5 — x és 5x° — 5x;

2)2(x—-1)—112x-3.

A tablazatok e kifejezések értékeit tartalmazza az x valtozéd né-
hany értéke esetén.




4. Egyenld kifejezések. Azonossagok 37

X -2 -1 0 1 2
2(x-1)-1 -7 -5 -3 -1 1
2x-3 7 -5 -3 -1 1

Latjuk, hogy ezek az értékek egybeesnek mindegyik kifejezés-
par esetén.

Teljesiil-e ez a torvényszerlis€ég az x valtozo tetszoleges értéké-
re?

Az elso tablazatban szerepld kifejezéseknél lathatjuk, hogy nem
teljesiil. Példaul, ha x = 3, akkor az x> — x = 35 — 3 = 240, és az
563 =5x=5-3-5-3=120.

Ugyanakkor a masodik tablazatba foglalt kifejezések értékei
mindig egyenldk lesznek az x valtozd barmely értékénél. Bebizo-
nyitjuk ezt. 2 (x — 1) — 1 = 2x — 2 — 1 = 2x — 3, vagyis miutan egy-
szer(ibb alakra hoztuk a 2 (x — 1) — 1 kifejezést, a 2x — 3 kifejezést
kaptuk.

Meghatarozas. Azokat a kifejezéseket, amelyeknek az érté-
ke egyenld egymassal a valtozé barmely értéke mellett, azono-
san egyenlo kifejezéseknek nevezziik.

Példaul a 2 (x — 1) — 1 és 2x — 3 kifejezések azonosan egyenld-
ek, az x> — x és 5x* — 5x kifejezések pedig nem azonosan egyenlok.
Lassunk néhany példat azonosan egyenld kifejezésekre:

7 (a+b) és Ta+ Tb;
3x+yesy+3x;
m’np és mn’p
a—(b+c)ésa—b—c.

Megvizsgaljuk a 7 (a + b) = 7a + 7b egyenldséget. A szorzas
széttagolhatosagi tulajdonsdga alapjan elmondhatjuk, hogy ez az
egyenldség mindig igaz lesz az a és b véaltozo barmely értéke
mellett.

Meghatarozas. Azt az egyenldséget, amely igaz a valtozo
barmely értéke mellett, azonossagnak nevezziik.
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Egy azonosan egyenlo kifejezésparbol nagyon konnyen azonos-
sagot kaphatunk.

P¢ldaul mind a hdrom egyenldség
3x+y=y+3x;
m’np = mn’p;
a—(b+c)=a-b-c
azonossag lesz.

Megjegyezziik, hogy azonossagokkal mar talalkoztatok korab-
ban is. Példaul az 0sszeadas és a szorzds tulajdonsagait kifejezd
egyenldségek azonossagnak tekinthetdk:

a+b=b+a;
(a+b)+c=a+((b+c)
ab = ba;

(ab) c = a (bo);
a(b+c)=ab+ac.

1
Meghatarozzuk a 11a — 3a + 2 kifejezés értékét, ha a=§.

Természetesen kiszamithatjuk a kifejezést ugy is, hogy rogton be-
1 1
helyettesitjiik az a helyére az 11 - 3 -3 T +2. De sokkal egysze-

ribb, ha elészor 6sszevonjuk az egynemi tagokat, igy a 11a — 3a
+ 2 kifejezés azonosan egyenld lesz a 8a + 2 kifejezéssel.

1
Ha most behelyettesitjiik az a helyére az a =§. megkapjuk:

§-Lip=3.
3

Az adott kifejezés cseréjét a vele azonosan egyenld kifejezés-
sel, a kifejezés azonos atalakitasanak nevezziik.

Az egyneml Osszeadanddk Osszevonasa, a zarodjelek felbon-
tasa a kifejezések azonos atalakitasanak tekinthetok. Ha egysze-
risitjiik a kifejezést, valojaban egy vele azonosan egyenld kifeje-
zésre cseréljiik.
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Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy az adott egyenl0ség azonos-
sag (vagy, ahogy mondani szoktdk bebizonyitani az egyenldséget),
a kovetkezo technikakat (mddszereket) alkalmazzuk:

e azonosan atalakitjiuk az adott egyenloség egyik oldalat ugy,

hogy megkapjuk a masik oldalt;

e azonosan dtalakitjuk az egyenloség mindkét oldalat ugy, hogy

az egyenloség mindkét oldalan ugyanazt a kifejezest kapjuk;

o megmutatjuk, hogy az egyenloség bal és jobb oldalanak a

kiilonbsége azonosan egyenlo nullaval.

PELDA [1 be az azonossagokat:

1)2 (B3a+4b)+3 (a—Th)—7 (2a—Thb)=—5a + 36b;

2)0,6( x—5+04(x+1)=0,8x+2)+0,2(x-21);

3Yab—c)+b(c—a)=c (b—a).

Megoldas:

1) Egyszeriibb alakra hozzuk az egyenldség bal oldalat:

2Ba+4b)+3(a—-7b)—7 2a—"Tb) =

=6a+ 8b+3a—21b—14a + 49b =—5a + 36b.

Bebizonyitottuk az azonossagot.

2) Egyszertlibb alakra hozzuk az egyenldség bal és jobb oldalat:
0,6 x—5)+04((x+1)=0,6x—3+0,4x+0,4=x-2,6;
0,8(x+2)+0,2(x-21)=0,8x+1,6+0,2x— 4,2 =x—2,6.

Mivel ugyanazt a kifejezést kaptuk, ezzel az azonossagot bebi-
zonyitottuk.
3) Megvizsgaljuk a bal és a jobb oldal kiillonbségét:
ab-—c)+b(c—a)—c(b—a)=
=ab—ac+ bc—ab—bc+ac=0.
Bebizonyitottuk az azonossagot. 4

PELDA |2 be, hogy az
(at2)(@a-3)=a’-6
egyenldség nem azonossag!
Megoldas.: A bizonyitashoz elegend6 felhozni egy ellenpél-
dat: megmutatni a valtozonak olyan értékeit (ha lehet néhanyat),
amelyeknél az adott egyenldség nem teljesiil.
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Példaul, ha a = 1, akkor:
a+2)(a-3)=1+2)1-3)=-6;a*>-6=1-6=-5.
Tehat az adott egyenl@ség nem azonossig. 4

C’

1. Mit nevezlink azonosan egyenl6 kifejezéseknek?

2. Mit neveziink azonossagnak?

3. Mit nevezlink az kifejezés azonos atalakitasanak?

4. A kifejezések milyen azonos &talakitasait ismeritek?

5. Milyen modszereket alkalmazunk az azonossagok bizonyitasanal?

VY naszBax corenb Big 200 mo 900 (ckiamHi yMcIiB-
HHUKH) BiIMiIHIOEMO OOWIBI 4acTWHU, Hanpukiaaa: H. B. dsic-
mi, n’amcom, cimcom, P. B. 0goxcom, n’amucom, cemucom,
. B. 06omcmam, n’smucmam, cemucmam, 3H. B. 08icmi, n’ssmcom,
cimcom, Op. B. 0gomacmamu, n’ssmpemacmamu, ceomacmamu, M. B.
(Ha) osoxcmax, n’amucmax, cemucmax.
3eepuimp ygaczy: 3MIHIOIOUH CKJIaJICHI YHCITIBHUKH, KOXKHE
CJIOBO 1 BIMIHIOEMO, 1 MTUIIIEMO OKPEMO, HAPUKIIAM;: Wicmoecsamu
080X, CIMOeCAmMbOMa MPbOMA, HA CEMUCMAX 0e8 SHOCMA WiCMbOX.

I GYAKORLATOK

139.° A szamtani miiveletek mely tulajdonsagainak felhasznéalasa-
val tudjuk igazolni, hogy az alabbi kifejezések azonosan egyenldk:
1) ab + cd és cd + ab;
2@+ 1) +bésa+(1+Db)
3) a- 4b és 4ab;
Hx+2)(x+3)es B +x)(2+x);
5)7(a—4)és Ta—28?

140.° Azonossagok-e az alabbi egyenléségek:

1)2x—12=2 (x—6); 5)(a+b)-0=a+b;
2ya—b=—(b-a), 6) (a—a) (b+b)=0;
3)3m+9=3(m+9); 7)3a—a=23;

4Y(a+b)-1=a+b; 8) 4x + 3x =Tx;
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Na-(b+c)=a—-b+c;
10)m+(n—k)y=m+n-=k;
I11)4a—(Ba—-5)=a+>5;

12) (a=5) (a+3)=(5—-a) B+a)?

141.° Azonosan egyenldk-e az alabbi egyenldségek:
1) 8 (a—b+c) és 8a—8b + 8c:;
2) 2(x—4)¢és 2x-38;
3) (5a—4)— (2a—7) és 3a— 11

142.° Hasonlitsatok 6ssze az a® és | a | kifejezések értékeit, ha a =
—1; 0; 1. Kijelenthetjiik-e, hogy az a* = | a | egyenl6ség azonossag?

143.° Az alabbi kifejezések koziil melyik lesz azonosan egyenld a
—3a + 8D — a — 11b kifejezéssel:

1) —4a + 3b; 3) 4a - 3b;

2) —3a + 3b; 4) -3a - 3b?
144.° A—10a + 7, —10a — 7, —14a + 7, —14a — 7 kifejezések kozott
talaljatok meg azt, amelyik azonosan egyenld a —12a + (7 — 2a)
kifejezéssel!
145.° Bizonyitsatok be az azonossdgokat:

1) =5x—6 (9 —2x)="7x - 54

2) %(12 ~0,5y) + 0,3y = 0.1y + 4;

3)3(7—a)—7(1—-3a)=14+ 18a;
4) (6x—8)—5x—(4—9x)=10x—12;
5)3@2,1m—n)—0,9 (7Tm + 2n) =—4,8n;

2 1 1
6) —(—ix +6) ——(24 —l—x) =0.
30 8 6 2

146.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1)-0,2 (4b—9) + 1,4b =0,6b + 1,8;
2) (5a—3b)— (4 + 5a—3b) =—4;
3) 5(0,4x—-0,3) + (0,8 — 0,6x) = 1,4x — 0,7;

1 ] ]
4 —3y—27 —2(— —1,5)=— .
)9( y ) 7 pod
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147.° Az alabbi egyenldségek koziil melyek azonossagok:

1) (2a —3b)* = (3b 2a)%; 5)|a*+4|=a*+4,
2) (a—b)y = (b-a); 6)[a+b|=[al+]b];
|la+S5|=a+5; Nla-1|=|al|-1,
YHYla-b|=|b-a]; 8) a*+ b’ = (a+ b)*?

148.° Irjatok fel egyenldségek formajaban az alabbi allitasokat:
1) két ellentett szam Gsszege egyenld nullaval;
2) az adott szam ¢és az 1 szorzata egyenld 1-gyel;
3) az adott szam ¢€s a —1 szorzata egyenld az adott szam ellen-
tettjével,
4) az ellentett szamok abszolut értéke egyenlé egymassal;
5) az ellentett szamok kiilonbsége egyenld nullaval.
Melyik azonossag a fenti egyenldségek koziil?

149.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1)42-3m)—(6—-m)—2Bm+4)=—17m - 6;
2Ya+b—10ab=2a (3—-b)—3b(a—2)—5 (ab+a+b),
3) 6 (5a—3)+ (10 —-20a) — (6a—4) =5a — (3a — (2a — 4)).

150." Bizonyitsatok be az azonossagokat:
1) B3m—-17)-0,6-0,8 (4m —5)—(-1,7— 1,4m) = 1,5;

2) b+4c) —3a(b+§cj =9a(2b+3c).

151.° Bizonyitsatok be, hogy az alabbi egyenldségek nem lesznek
azonossagok:

)(@+3y=a>+09;

2)(b-1)b+D)=0b-1)b+1;

) (c+1y=c+1;

Hlm|-[n|=[n|-[m]

152.° Bizonyitsatok be, hogy az aldbbi kifejezések nem azonossa-
gok:

1) 4 —m?és (2 — m)

2) | —m | és m;

3) m*+ 8 és (m + 2)(m* + 4).
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I ISMETLO GYAKORLATOK

153. A személyvonat a két allomas kozotti utat 12 ora alatt teszi
meg. Ha ezekrdl az allomasokrol egyidejlileg, egymassal szemben
elindul egy személyvonat és egy tehervonat, akkor az indulastol
szamitva 8 ora mulva talalkoznak. Mennyi id6 alatt ér el a tehervo-
nat a masik allomasra?
154. Tudjuk, hogy a > 0 és a + b < 0. Hasonlitsatok Ossze:

1) b és 0; 2)|alés|b]|.
155. Az aru arat el6szor 50%-kal felemelték, aztan 50 %-kal csok-
kentették. Tobb vagy kevesebb lett az aru ara az eredetihez viszo-
nyitva, ha igen, akkor hany szazalékkal?
156. A Dnyipro folyd 6sszesen 2201 km hosszu. Ebbdl az ukraj-
nai szakasza 981 km. A Gyeszna foly6 hossza 1130 km, ebbdl az
ukrajnai szakasza 591 km. Szazalékban szamitva melyik folyonak
hosszabb az ukrajnai szakasza?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

157. A tablara fel vannak irva az 1, 2, 3, ..., 10 szamok. Az els6 1é-
pésben kivalasztunk két szamot, mindkett6jiikkhdz hozzaadhatunk 5-6t
vagy mindkettdjiikbol elvehetiink 1-et. Ezeknek a 1épéseknek a segit-
ségével elérhetjiik-e, hogy a tablan 1év6 Osszes szam egyenld legyen?

E A természetes kitevojii hatvany

Mar tudjatok, hogy a matematikaban megtalaltdk a modjat az
azonos tényezoOket tartalmazo szorzat rovidebb felirasdnak.

111 (1Y
Példaul: — - —-—=| — | .
2 2 2 \2

3
1 1
Az (5) kifejezést hatvanynak nevezziik, az > a hatvany

alapja, a 3 a hatvany Kkitevdje.



44 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozés egyenletek

Meghatarozas. Az a szam természetes n kitevojii, 1-nél na-
gyobb, hatvanyanak nevezziik azt az n tényezobol allo szorza-
tot, amelynek minden tagja a-val egyenld.

Az a alapu ¢és n kitevojl hatvanyt g” alakban irjuk fel és igy
olvassuk: a az n-edik hatvanyon. Ha a hatvanykitevo 2 és 3, akkor
az a* kifejezést igy olvassuk: az a négyzeten, az a’-t pedig: az a
kobon.

Felhivjuk a figyelmetek a természetes kitevdji hatvany megha-
tarozasaban az n > 1 feltételre. Kézenfekvd, nem vizsgalhatunk egy
olyan szorzatot, amelyik csak egy tényezo6bol all.

Es lehet-e 1 a hatvanykitevd? Erre a kérdésre a vélaszt a kovet-
kez6 meghatarozas adja meg.

Meghatarozas. Az a szam az elso hatvinyon magaval az a
szammmal lesz egyenld.

A fenti meghatarozas szerint minden szamra ugy tekinthetiink,
mint az adott szam els6 hatvanyéra.
A két meghatarozas alapjan felirhatjuk:

a"=aa- ... a, aholn>1,
n tényez6
a'=a.

Konnyen kiszamithatjuk, hogy 2° = 32. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy a 2-t az 6tddik hatvanyra emeltiik, és 32-t kaptunk.
De azt is mondhatjuk, hogy elvégeztiik a 2 6todik hatvanyra valé
emelését.

A (=3)* = 9 egyenldség azt jelenti, hogy a — 3-at négyzetre
emeltiik, és eredményiil 9-et kaptunk, a (-3)* = —27 egyenléség
azt jelenti, hogy a — 3-at kébre emeltiik, és eredményiil —27-et
kaptunk.

Megjegyezziik, hogy az algebrai kifejezések az 0sszeadason,
kivonason, szorzason ¢és osztason kiviil hatvanyozast is tartalmaz-
hatnak.
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Konnyen belathat6, hogy amikor a > 0, akkor a” > 0; ha a = 0,
akkor 0" = 0.
Tehat, ha egy nem negativ szamot hatvanyra emeliink, ered-
ményiil szintén nem negativ szamot kapunk.
e Ha a hatvanykitevo paros szam, akkor hatvanyra emelésnél a
tényezoket parosithatjuk.
Példaul (-2)° = ((-2) (-2)) - ((-2) (-2)) - ((-2) (-2)).
e Ha a hatvanykitevd paratlan szam, akkor a pérositas utan egy
szdmnak nem marad parja.

Példaul (=2)° = ((-2) (-2)) - ((-2) (-2)) - (-2).
Mivel két negativ szdm szorzata pozitiv szam, ezért igazak a
kovetkezd allitasok:

negativ szam hatvanyra emelésekor, ha a hatvanykitevo pdros
szam, akkor eredményiil pozitiv szamot kapunk, ha pedig a ne-
gativ szam hatvanykitevdje paratlan, akkor az eredmény negativ
szam.

Lehet-e példaul az 5-6t 0 vagy —2 hatvanyra emelni? A valasz
igen. Hogy hogyan kell ezt elvégezni, errdl a 8. osztalyban fogtok
tanulni.

PELDA |1 Oldjatok meg az (x — 10)8 = —1 egyenletet!
Megoldas: Mivel barmely negativ szdm hatvanyra emelé-
sekor, ha a hatvanykitevd paros, eredményiil nemnegativ szamot
kapunk, ezért az adott egyenletnek nincs megoldasa.
Felelet: nincs megoldas. 4

PELDA |2 Bizonyitsatok be, hogy a 102 + 2 kifejezés értéke oszthato
3-mal.

Megoldas: A 10* kifejezés értéke egy 1-es szamjegybdl és
200 darab nullabol all, a 10*° + 2 kifejezés eredménye egy 1-es,
egy 2-es szamjegybdl és 200 darab nullabol all. Tehat, ha 6sszead-
juk a kifejezés értékének a szamjegyeit, az 0sszeadas eredményéiil
3-at kapunk, ezért maga a szdm is oszthato 3-mal. <«
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PELDA 3 Bizonyitsatok be, hogy a 9" — 1 kifejezés értéke oszthatd
10-zel barmely paros n esetén.

Megoldas: Ha n paros szam, akkor a 9" kifejezést olyan szor-
zatként irhatjuk fel, amelyik paros szamu kilencesbdl all:

9"=9-9909-9) ..0"9).

Mivel ezért 9 - 9=81a(9-9)(9-9) ... (9 -9) kifejezés érté-
kének utolsoé szamjegye 1. Tehat a 9" — 1 kifejezés értékének utolsod
szamjegye 0.

Levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy a 9" — 1 kifejezés értéke
oszthatd 10-zel barmely péros n esetén. 4

‘)
I 1. Mit neveziink az a szam természetes n kitevés hatvanyanak n > 1
esetén?

2. Hogyan olvassuk el a kbvetkez6 kifejezéseket: an, a?, a°?

3. Mit neveziink az a szam elsé hatvanyanak?

4. Mennyivel egyenlé a 0" kifejezés értéke barmely természetes n
esetén?

5. Pozitiv vagy negativ szdmot kapunk pozitiv szdm hatvanyra eme-
Iésekor?

6. Pozitiv vagy negativ szdmot kapunk negativ szam hatvanyra eme-
Iésekor, ha a hatvanykitevé paros? Ha paratlan?

[Tix yac BiAMIHIOBAaHHS IMEHHUKIB MOXYTh Bi0OyBa-
THCSl YepTyBaHHS TOJOCHHUX 3BYKiB: 3BYK [i] B 3aKpUTOMY CKJa-
1l 3aMiHIO€ 3BYK [e] abo [0] y BigkputoMy ckiami. Hampukman:
cmeninb — cmeneHs, cmenemnem, MmomoNCHICmsb — MOMONCHOCHII,
gracmugicmos — 61aCmMueoCmi.

I GYAKORLATOK

158.° Olvassatok el a kifejezéseket, nevezzétek meg a hatvany
alapjat és a hatvanykitevot:
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1) 9% 3) 0,3% 5) (-0,6)*; 7) 73%

2) 2,47, 4) (-8)% 6) (—a)'; 8) 3p)™;
159.° irjatok fel hatvany alakjaban az aonos tényez6ket tartalmazo
kifejezéseket:

1)5-5-5-5; 5) x? - x? X% X%

DEN DD L

10 tényezd
3)a‘a_a‘a_a; 7)0,4'0,4;...'0,41;
k tényezd
4)2m - 2m - 2m - 2m - 2m;  8) L C...°C;
m tényezo

160.° {rjatok fel hatvany alakjaban a szorzatot:
Ve ccccccc 3)(—x)-(—x)-...-(—x)§
19 tényezd

2) 5b - 5b - 5b; 4y@th)-(a+b)-...-(at b).

d tényez6

161.° A hatvany meghatarozasanak felhasznaldsaval irjatok fel
szorzat alakjaban a hatvanyokat:

D11 3) (—3 : 5) (-3.6)"
2) 0,1 4) (507" 6) (a + by

162.° A hatvany meghatdrozasanak felhasznilasaval irjatok fel
szorzat alakjdban a hatvanyokat:

4
1
1) 37, 2) (2 ;) ; 3) (¢ + d); 4) (a + by
163.° Mivel lesz egyenlé a kifejezés értéke:

2
1) 0,67 2) 0% 3) (=9)% 4) 0'% 5) (1) 6) @) 9
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164.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 837 3) (_199)27 5) (_076)39 7) (_0’01)37

13 3)4 ( 1)5
2) 1,5% 4H| —|; o) —| ; | —1—1 .
e o5 o3 el

165.° Végezzétek el a hatvanyra emelést:
) 7 3) 1.2% 5) (=0,8)%

4
1
2) 0,5% 4) (-0,1)7; 6) (g) .
166.° Toltsétek ki a tablazatot:

a 2 -2 10 | =10 | 0,1 | 0,1 - -

167.° Toltsétek ki a tablazatot:

a 6| 6 | 04| 04 | 3 0,03

0o | =

1042

(10a)?

168.° A Krim félsziget Ukrajna legnagyobb félszigete. Teriilete
2,55 - 10* km?. Fejezzétek ki ezt a teriiletet természetes szammal
négyzetkilométerekben!

169.° A Fold és a Nap kozotti tavolsag 1,495 - 10" m. Fejezzétek
ki ezt a tavolsagot természetes szammal méterekben!
170.° A szarazfold és a szigetek teriilete a Foldon 1,49 - 108 km?,
az oceanok teriilete pedig 3,61 - 10® km?. Fejezzétek ki ezeknek a
tertileteknek a nagysagat természetes szammal.
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171.° Szamitséatok ki:

1) 8 — 110, 2)03 — 2% 3) (42 — 4,1)* - 252
172.° Szamitsatok ki:
1) 4 + 35 2)0,6° — 0.4 3)0,12 - 5%

173.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1) ¥*-x*hax=0,1;
2) 154%*, haa=04;
3) (x —y)’,hax=0,8,y=0,6;
4) @*b*,haa=0,6,b=0,5;
5) @=)»):(x—y),hax=5y=3;
6) x> —)):x—y,hax=5y=3;
7) x*—=y:(x—y),hax=5y=3;
8) x*—» :x—y hax=5,y=3.

174.° Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:
1)16 — ¢, hac=2;
2) (16x)°, h,a x = 0,125;
3) @b, haa=10,b=0,1;
4)4a* —a,haa=3.

175.° A kifejezések kiszdmitasa nélkiil tegyétek ki a megfeleld re-
lacios jelet:

1) (=5,8) és 0; 4) —8% &s (-8)%
2) 0 és (-3,7); 5) (~17)5; és 17
3) (“12) és (—4) 6) (-34)%; és (-39)".

176.° A kifejezések kiszamitasa nélkiil tegyétek ki a megfeleld re-
lacios jelet:

1) 0 és (-1,9)" 3) (-0,1)%; és (—12)*;
9 9
7 8
2) 0 és (=76)"%; 4 —4—) és(—S—) .
) 76) ) ( 9 11
177.° Igaz-e a kdvetkezd egyenléség:
D3 +4 =7 NI+ PR+PET P = 13
2) 5+ 122 = 132 A (1+2+3)=1+2+39

178.° Bizonyitsatok be, hogy 12 + 22 + 4> + 62 + 82 = 112!
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179.° Hasonlitsatok ossze 0-val a kifejezések értékét: 2190, (-2)1;
=210, (-2)1%, Van-e kozottiik olyan kifejezés, amelynek azonos az
értéke?

180.° Hasonlitsatok Ossze 0-val a kifejezések értékét: 5101, —5101;
(=5)101; —(=5)!1, Van-e a kozottiik olyan kifejezés, amelynek kiilon-
b6z0 az értéke?

181." Rendezzétek csokkend sorrendbe a kifejezéseket:
1) 0,3; 0,3% 0,3%
2) _094; (_094)2; (_0’4)3;

182.° (Gyakorlati hazi feladat) Rendezzétek csokkend sorrendbe a
kifejezéseket:

(s (o (3 (o (2 (9

Az ezeknek a kifejezéseknek meg-
feleld betiik egy kiemelkedd ukran
sportold, olimpiai bajnok vezetékne-
vét alkotjak. Keressetek informaciot
az interneten arrél, hogy milyen spor-
tot Uiz, és milyen sporteredményekkel
rendelkezik.

183.° Hasonlitsatok 6ssze nullaval a
kifejezések eértékét:
D) (4 (-12)% 3) (-14)* - (-25)"
2) (=5)° - (=17)"; 4) (=7)° - 06
184." Hasonlitsatok 6ssze nullaval a kifejezések értékét:
1) (_2)14 . (_3)15 . (_4)16’
2) (_5)17 . (_6)18 . (_7)19.
185." irjatok fel:
1) a 16-ot; a 64-ct; a 256-ot 4 hatvanyaként;
2) a 0,09-ot; a 0,027-et; 0,00243-et 0,3 hatvanyaként!
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186." irjatok fel a: 1) 10 000; 2) —32; 3) 0,125; 4) —0,00001;
5) —% szamokat egynél nagyobb hatvanykitevdvel és az abszolut
értéke szerint a legkisebb lehetséges alappal!

187." Irjatok fel szamkifejezés alakjéban az alabbi kifejezéseket, és
szamitsatok ki az értékiiket:

1) 7 és 5 kiilonbségének a négyzete;

2) 7 és 5 négyzeteinek kiilonbsége;

3) 4 és 3 Osszegének kobe;

4) 4 és 3 kobének Osszege!

188." Irjatok fel szamkifejezés alakjéban, és szamitsatok ki az ér-
tékét:

1) 5 kobének és 8 négyzetének Osszege;

2) 9 és 8 kiilonbségének kdbe;

3) 2,5 és 0,25 négyzeteinek Osszege;

4) 7,8 ¢s 8,2 Osszegének négyzete!

189.° Héany: 1) méter; 2) centiméter; 3) milliméter van 1 km-ben?
A valaszokat irjatok fel 10-es alapu hatvanyok alakjaban.

190.° Milyen szamot kell a * helyére tenni, hogy igaz egyenlOséget

kapjunk:
1) 1 ha=10" a; 3) 1a=10" m%
2) 1 ha=10" Mm% 4) 1 ha=10" cm??

191.° A fény sebessége 1égiires térben 300000 km/sec.
1) irjatok fel ezt a szamot 10-es alapti hatvany alakjaban!
2) Fejezzétek ki a fény sebességét méter per szekundumban; a
kapott szamot irjatok fel 10-es alapu hatvany alakjaban!

192." Hany:
1) négyzetdeciméter;
2) négyzetcentiméter;
3) négyzetmilliméter van 1 négyzetméterben?

A feleletet irjatok fel 10-es alapu hatvany alakjaban.
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193.° A kovetkez6 tablazatban a Nap €s a naprendszer néhany boly-
gblya kozotti tavolsagot mutatja:

Bolygo Mars Szaturnusz Merkur Jupiter

A Nap és a
bolygo kozotti | 2,28-10% | 1,427-10° | 5,79-107 7,781-108
tavolsag, km

frjatok fel a bolygok neveit, a tivolsaguk szerint csokkend sor-
rendben!

194.° A kovetkezd tablazat néhany eurdpai orszag teriiletét tartal-
mazza.

Orszag Olaszorszag | Andorra | Luxemburg |Magyarorszag

Az orszag

. 103 . 102 . 103 104
teriilete, km® 3,013-10 5-10 2,6-10 9,3-10

frjatok fel ezeknek az orszigoknak a neveit, teriiletok szerint
novekvd sorrendben!
195.° A -3; -2; —1; 0; 1; 2; 3szamok koziil melyek lesznek az
egyenlet gyokei:

1) x* = 16; 3) X2+ x=2;
2) x° = -243; 4) x> + x* = 6x?
196.” Az x mely értékénél lesz az alabbi kifejezések értéke nulla:
1) 2x + 3)% 2) (x + 4)% 3) (6x — 1)?
197.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x'9=-1; 2) (x — 5)*=-16.

198.° Mely természetes n szam értékére teljesiil a kovetkezd egyen-
16tlenség: 8 < 3" < 857

199.” Mely természetes m szam értékére teljesiil a kovetkezo
egyenldtlenség: 0,07 < 0,4 < 0,5?

200.” Bizonyitsatok be, hogy az x* + (x — 1)? kifejezés csak pozitiv
értéket vehet fel!

201.” Bizonyitsatok be, hogy az (x + 1)* + | x | kifejezésnek csak
pozitiv értéke lehet a valtozo barmely értéke mellett!
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202.* Bizonyitsatok be, hogy az alabbi egyenleteknek nincs pozitiv

gyoke:

1) 2x2+5x +2=0; D) x*+ 33 +4x2+3x+1=0;
203.” Bizonyitsatok be, hogy az alabbi egyenleteknek nincs nega-
tiv gyoke:

Dx*+5x°+6x*—Tx+5=0;

D +xt+1=x"+x+x
204.* Az x és az y mely értékei mellett igazak az alabbi egyenlo-
ségek:

1) x*+y*=0; 2) (-1 + @ +2)0=0?
205." Az x és az y mely értékei mellett igaz az x* + (y — 3)> =0
egyenldseég?

206.” A valtozé mely értéke mellett lesz a kifejezésnek legkisebb
az értéke:

) x*+7, 2) (x— 1)+ 16?

207.” A valtozo mely értéke mellett lesz a kifejezésnek legnagyobb
az értéke:

1) 10 — x% 2) 24 — (x + 3)%?

208.* Bizonyitsatok be, hogy az alabbi kifejezés:

1) 101" + 103'% maradék nélkiil oszthatod 2-vel,

2) 167 + 158 — 11° maradék nélkiil oszthato 10-zel;

3) 10'° — 7 maradék nélkiil oszthato 3-mal!

209.” Bizonyitsatok be, hogy az alabbi kifejezés:

1) 10" + 8 maradék nélkiil oszthato 9-cel!

210.* Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n esetében:

1)6"—1; 2) 111" - 6.
maradék nélkil oszthato 5-tel!

I ISMETLO GYAKORLATOK

211. Szamitsatok ki a kifejezés értékét:

AN

(31-1,3—7,2- i—9,1 :3,5):
3 27
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212. Misi és Katinka gombat szedtek. Misi 5-szor kevesebbet sze-
dett, mint Katinka Az 6sszes gomba hanyad részét szedte Katinka?

213. 25 kg rezet adtunk egy 400 kg-os, 15% rezet tartalmazo 6tvo-
zetthez. Hany szédzalék volt a réz az 0j 6tvozetben?

214. Az egyik zsdkban 80 kg cukor volt, a masodikban pedig 60 kg.
Az elsd zsakbol haromszor annyi cukrot szedtek ki, mint a maso-
dikbol, akkor a masodik zsakban kétszer tobb cukor maradt, mint
az elsében. Hany kilogramm cukrot szedtek ki mindegyik zsakbol?
215. Oldjatok meg az egyenletet:

DH92x—-1)-5(11-x)=3 (x+4);

2)5x—26=12x—-7 (x — 4).
216. Ismert, hogy az a, b és ¢ szdmok koziil egy pozitiv, a masik
negativ, a harmadik pedig nullaval egyenld, és | a | = b* (b — ¢).
Allapitsatok meg, hogy melyik szam lesz pozitiv, melyik negativ
¢s melyik nulla!

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

217. Hasonlitsatok 0ssze a kifejezések értékeit:

1 22 23 A 25. 4 ((1j3j3 14 (1j9.
) €s 2% ) 5 és| )

2) 42 - 41 és 4 5) 5% - 23 6s (5 - 2)%;
3) (3% és 3¢ 6) (0,25 - 4y és 0,25 - 4°.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

218. Egy véros barmelyik metroallomasarol eljuthatunk barmelyik
masik allomasra (lehet, hogy csak atszallasokkal). Bizonyitsatok
be, hogy létezik egy olyan allomas, amelyiket, ha bezarjuk (nem
utazhatunk 4t rajta), a megmaradt dllomasok barmelyikérdl ugyan-
ugy el tudunk jutni barmelyik masik allomasra!
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A természetes kitevojii hatvany
tulajdonsagai

Megvizsgalunk egy olyan szorzatot, amelyik két azonos alapu
hatvanybol all: a?a®. Ezt a kifejezést felirhatjuk a alapt hatvany-
ként:

a*a® = (aa) - (aaaaa) = aaaaaaa = a’.

Tehat: a’a® = a**.

Hasonloképpen meggy6zddhetiink pédaul arrdl, hogy a* - a* =
=a,a-a’=a"’=d.

Megfigyelhetjiik a kovetkezd torvényszertiséget: a”a" = a™ * ",
ahol m és n természetes szamok.

Azonban tetszdleges szamu konkrét példa esetén sem tudjuk
garantalni, hogy a vizsgalt egyenldség mindig igaz barmely termé-
szetes m ¢és n esetén. Az egyenldség helyességérdl csak bizonyitas
utjan gy6zodhetiink meg.

A matematikéban az olyan allitast, amelynek helyességérdl bi-
zonyitas segitségével tudunk meggydzodni, tételnek nevezziik.

a3+2

6.1. tétel. Barmely a és barmely természetes m és n szamra
igaz a kovetkezd egyenloség:
a™a" = q™ +n
Bizonyitas. Azm > 1 ¢és n > 1 esetében:

n

a"a" =(aa-...-a)(aa-...-a)=aa-...-a=a"""

m ténvyezé n tén;ezé (m + n)vtényezé
Mivel nem elfogadott az egy tényezObdl 4ll6 szorzat vizsgalata,
ezért a bizonyitas teljessége érdekében kiilon-kiilon megvizsgaljuk
a kovetkezo eseteket: m=1¢é n>1m>1ésn=1,m=n=1.
Tehat, ham =1 és n > 1, akkor
a-a"=a-(aa-...ra)=aa-....a=a""".

Y Y
n tényezo (n + 1) tényezd
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Azm>1¢é n=1vagy m = n = 1 eseteket vizsgaljatok meg
onalldan.

Az a"a" = a™ " azonossag a hatvany alaptulajdonsagat fejezi ki.

Ez a tulajdonsag igaz harom vagy tobb hatvany szorzata eseté-
ben is. Pédaul:

32 . 33 . 37 — (32 . 33) . 37 — 32+3 . 37 — 3(2+3)+7 — 32+3+7 — 312

Tehat azonos alapu hatvanyok szorzdsdandl az alapot viltozat-
lanul hagyjuk, a hatvanykitevéket pedig osszeadjuk.

Megizsgaljuk az @’ : a* kifejezést, ahol a # 0. Ez a kifejezés két
azonos alapu hatvany hanyadosa. Mivel a* - @° = @, ezért a hanya-
dos meghatarozasa alapjan felirhatjuk: @’ : a* = a°, vagyis @’ : a* =
a’*. E példa alapjan felirhatjuk a kdvetkezé tételt.

6.2. tétel. Barmely nullatol kiilonbozé a szamra és barmely
természetes m és n hatvdanykitevére (m > n) igaz a kovetkezo
egyenliség:

ar:a"=a"""
Bizonyitas. Megvizsgaljuk az a" és az a™" hatvanyok szorza-
tat. Felhasznalva a hatvany alaptulajdonsagat, felirhatjuk:
a" - qg"n " = an+(m*n) — an+m*n = g™
Tehat a hanyados meghatarozésa alapjan:
am s at=q" " ()

Ebbdl a tételbdl a kovetkezd szabaly kovetkezik:

azonos alapu hatvanyok osztasandl az alapot valtozatlanul
hagyjuk, az osztando hatvanykitevdjébol pedig kivonjuk az oszto
hatvanykitevijét.

Megvizsgaljuk az (a*)* kifejezést. Ennek a kifejezésnek az alap-
ja @, a hatvanykitevdje pedig 4. Ezért felirhatjuk:

(a3)4 = Bl =B 333 =34 = g2,

A fenti példa a kovetkezo tétel felirasara ad lehetdséget.
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6.3. tétel. Barmely a szdam és természetes m és n szamok esetén
igaz a kovetkezo egyenloség:
(am)n — amn.
Bizonyitas: Konnyen belathato, ha n = 1, akkor igaz az
egyenldség. Ha n > 1, akkor felirhatjuk:

n 6sszeadandd
—

(amyv Zamam . .n_am Zam tm+...tm Zamn. ®
\—lvn—l
n [Cl’lyCZO
Ebbdl a tételbdl a kovetkezd szabaly kovetkezik:
hatvany hatvanyozdsandl a hatvanykitevoket osszeszorozzuk,
az alapot pedig valtozatlanul hagyjuk.
Példaul: (37)? =372 = 31; (xF)> = xF 3 =K
Az (ab)® kifejezés példajan megmutatjuk, hogyan tudjuk atala-
kitani a szorzat hatvanyat:
(ab)’ = (ab) - (ab) - (ab) = (aaa) - (bbb) = a’b>.
Altalanos esetben felirhatjuk a kovetkezd tételt:

6.4. tetel. Barmely a és b szam és természetes n szam esetén
igaz a kovetkezo egyenloség:

(ab)" = a"b".
Bizonyitas. Konnyen beldthatd, hogyha n = 1, akkor a bizo-
nyitand6 egyenldség igaz. Ha n > 1, akkor felirhatjuk:

(ab)' =(ab)-(ab)-...-(ab)y=(aa-...-a)(bb-...-b)=a"b". g
n tényezo n tén;ezé n tén;ezé

Ez a tulajdonsag igaz harom vagy akar tobb tényezd esetén is.
Példaul:
(abc)" = ((ab) - ¢)n = (ab)n - cn = a"b'c".
Tehat, a szorzat hatvanyozdsdndl a tényezoket kiilon-kiilon

hatvanyra emeljiik, majd a kapott eredményeket dsszeszoroz-
zuk.
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PELDA 1 Hozzuk egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
D (@) - (@) 2) (=a')’; 3) (—a*)".
Megoldas: 1) Egymas utan alkalmazzuk a hatvany hatvanyo-
zasanak és az azonos alapu hatvanyok szorzasanak szabalyait:

(@) - (@ = a' - a® = a*.

2) Mivel —a* = — 1 - a* ezért alkalmazva a szorzat hatvanyoza-

sdnak képletét, a kovetkezot kapjuk:
(_a4)9 — (_1 . a4)9 — (_1)9 . (a4)9 — _1 . a36 — _(136.

3) A kovetkezot kapjuk: (—a*)® = (-1 -a**=(-1P* - (@*)®¥=1"
a? = a”. 4
PELDA |2 Irjatok fel hatvany alakjaban a 2164°b¢ kifejezést.

Megoldas: Felirhatjuk:

216a°b° = 6° - @* - (b*)* = (6ab?)’. 4

7 9
: 1 3
PELDA 3 Hatarozzatok meg a kifejezés értékét: (lg) : (Z) .
Megoldas:
7 9 7 7 2 7 2 2
OIERCCIEREACRC R
3) \4 3) \4) \4 3 4) \4 4) 16

PELDA 4 Hasonlitsatok ossze a kifejezéseket:

1) (11" - (=11)"*¢és (-11)®; 3) 5% ¢és 9%,
2) (—12)P és (-12)"3; 4) 16° és 657
Megoldas:

1) Felirhatjuk: (=11)'* - (=11)* = (—11)" < 0. Ezzel egyiitt felir-
hatjuk: (-11)'* > 0.

Tehat (—11)'* - (—11)* < (—11)".

2) Mivel | (—12)" | > | (-12)" |, és a szamok, amelyeket Ossze-
hasonlitunk negativak, ezért (—12)" < (—12)".

3) Mivel 5% = (5%)'0 = 125" és 92° = (9%)'° = 81", ezért 5% > 9%

4) Felirhatjuk: 16° = (4%)* = (4°)> = 642. Tehat 16> < 65%. 4
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PELDA 5 Milyen szamjegyre végzddik a 2! kifejezés értéke?
Megoldas: Felirhatjuk: 2'° = (2%)* = 16*. Mivel 6 - 6 = 36,
ezért barmelyik 6-ra végz6ddé szdm szorzatanak az utols6 szamje-
gye 6 lesz.
Ezért a 6-ra végzddd szam barmilyen hatvanya 6-ra végzddik.
Felelet: 6. 4

?

1. irjatok fel azt az azonossagot, amely kifejezi a hatvany alaptulaj-
donsagat!

2. Hogyan lehet azonos alapu hatvéanyokat szorozni?

3. Hogyan lehet azonos alapu hatvanyokat osztani?

4, Hogyan emeljik hatvanyra a hatvanyokat?

5. Hogyan emeljlik hatvényra a szorzatot?

Ilpuzaoaitme. HepiBHOCTI YMTAaEMO TakK: JIIBY YacTH-
HY — Yy Ha3WBHOMY BIJIMIHKY, a MPaBy — y POJOBOMY BiJIMiHKY,
Hanpukiaa: 23 <49 — dsadysame mpu menue 6i0 copoxa 0es ’simu,
n > 6 — «eny binvue 3a wicmo; 3> < 10 — mpu y keadpami menuie
8i0 decamu.

I GYAKORLATOK

219.° Adjatok meg hatvany alakjdban a szorzatot:

1) m’m?; 7) (b—0)" (b-0o)

2) xx’; &) 112 - 114 - 115

3) d’a’; 9) x*xx'x?;

4) 6% - 6° 10) (ab)® - (ab)'s,

5) vy 11) (2x + 3y)° - (2x + 3p)'%;

6) ¢*c’c; 12) (=xy)* - (=) - ().
220.° Adjatok meg hatvany alakjaban a kifejezést:

1) d’a®; 3) d’a; 5) (m +n)B - (m + n),

2) a’a?; 4) aa’a’; 6) (cd)® - (cd)'® - (cd).
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221.° A csillag helyére irjatok olyan @ alapt hatvanyt, hogy igaz
egyenlOséget kapjunk:
1) a() R p— a14 2) % . a6: a7; 3) alO L% . a2: alg.

222.° Az a'* kifejezést irjatok fel két a alap hatvany szorzataként,
amelyek koziil az egyik:
1) a% 2) a*; 3) a*, 4) @, 5) a.

223.° Adjatok meg hatvany alakjaban a hanyadost:

1)a?: a’ 3) el

2) b : b; 4) (a+b)®: (a+b)*
224.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

1) 77: 7% 3) 0,6° : 0,65

5 3
1 1

2) 108 : 10" 4) (—1 —) : (—1 —) .
8 8

225.° Végezzétek el az osztast:

1) m" : m?% 2) x> 1 xh )y s
226.° Adjatok meg a kifejezést m alapt hatvany alakjaban:

1) (m)*; 3) ((m*)h)°

2) (m)’; 4) (m)* - (m*)’.
227.° Adjatok meg a kifejezést n alapti hatvany alakjaban:

1) (n)% 3) ()"

2) (n°); 4) (n?)* - (n*').
228.° Adjatok meg a hatvanyt hatvanyok szorzataként:

1) (ab)’; 3) Bo); 5) (0,2cd)’;

9
3

2) (mnp)’; 4) (-8xp)’; 6) (;k t ) :
229.° Adjatok meg a hatvanyt hatvanyok szorzataként:

1) (ax)*; 2) (xy2)"; 3) (Tm)*; 4) (-0.,3bc)".
230.° Adjatok meg hatvany alakjaban: -

1) @b*; 3) 9mn; 5)———c'd’;

2) —m’; 4) 64x°% 6) 0,0001%*p*.
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231.° Adjatok meg hatvany alakjaban:

1) xBy'; 3) 32p°q’;

2) —125m’n’; 4) 1 000 000 000a°h°¢°.
232.° (Keressétek meg a hibdt) Keressétek meg és javitsatok ki
a hibat, melyet Ledascsenko Vaszil ejtett, mikdzben atalakitotta a
hatvanyokat tartalmazo kifejezéseket:

1) a*a® = a'% 4) 32 - 52 =154 7)3-43=123%
2)a-a=2a; 5)2%- 7 =145 8) a’b’ = (ab)",
3) (@)Y =a 6) (2a)* = 8a*; 9) a*b* = (ab)’.

233.° Adjatok meg a kifejezést hatvany alakjaba és szamitsatok ki
az értékeit (ha sziikséges, alkalmazzatok a konyv boritdjan talalha-
to 2 és 3 szamok hatvanyainak értéktablazatat):

9
1
1) 2° - 2% 4) 0,5 - 21 7)(;) - 9%,
2) (3%)% 5) 2121 2% 8) 2,5° - 40°.
3)0,2-0,2% - 0,2% 6) (3% : 3"

234.° Adjatok meg a kifejezést hatvany alakjaba és szamitsatok ki
az értékeit (ha sziikséges, alkalmazzatok a konyv boritdjan talalha-
to 2 és 3 szamok hatvanyainak értéktablazatat):

o (1Y)
1) 2% - 2% 3)32-3-3% 5)7-(ﬁj;
2) (2% 4) 0,3% : 0,35, 6) 12,5 : 8.
235.° Egyszerusitsétek a kifejezéseket:
1) —x - x% 3) —=x - (x)%
2) (%) - x; 4) (=) - (%) ().
236." Egyszertsitsétek a kifejezéseket:
D) (a)* - & 3)a* - (-a)’;
2) - a; 4) —a* - (a)’;
237.° Egyszerisitsétek a kifejezéseket:
) (e 2) (-a*)’; 3) (=a")" - (=a?)".

238." Egyszertisitsétek a kifejezéseket:
D (=), 2) ((=a"y)’.



62 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozds egyenletek

239.° Helyettesitsétek a csillagokat olyan kifejezéssel, hogy igaz
egyenldséget kapjatok:

Di=c® ) (P=ch 3)y=cn 4=,
ahol n természetes szam!
240." frjatok fel az o’ hatvanyt két, a alapu hatvany szorzataként az
Osszes lehetséges modon!
241." [rjatok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:

Daa; 2aa;  3da; 4 (@) 5) (@) (@)
ahol n természetes szam!

242.° Irjatok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:
1) 24-2% 2) 244+ 2% 3)2-2" 4) 2" + 27,
ahol n természetes szam!

243." Irjatok fel hatvany alakjaban a kifejezéseket:

1) 3°+3°+35;

2) 4k + 4% + 4% + 4k ahol k — természetes szam
244.° Bizonyitsatok be, hogyha a négyzet oldalat n-szeresére novel-
juk, akkor a teriilete n>-szeresére no!

245." Hanyszorosara nd a kocka térfogata, ha az élét m-szeresére
noveljik?

246." Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvany alakjaban, amely-
nek kitevoje 2:

1) a*bS; 3) x*y!0z18; 5) 81c"°d*p*.

2) x8y14; 4) 4m12n16;
247.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvany alakjadban, amely-
nek kitevdje 3:

1) a’b"; 2) x°y'3; 3) 8x'p18z24; 4) 0,001m*n®.
248.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjaban,
amelynek 5 az alapja:

1) 1255 2) (25%
249.° Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjdban,

amelynek —5 az alapja:
1) 625% 2) ((25)%)°.
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250." Adjatok meg a kifejezéseket olyan hatvanyok alakjaban,
amelynek 2 az alapja:

1) 8 - 45 2) 32 - 16% - 643,
251.° Szamitsatok ki a kifejezések értékét:
714 .(72)3 38_78
1) (6%* : (6°); ) ——; 5 ;
s 25° - 1257 57-4°
2) 8 : 44 4)T, 6) 20°
252.° Szamitsatok ki:
4°-16°
1) 100° : 10007 3) T;
310 (33)5 4510
2) ————; 4) —
) (35)43 )58.319

253.° Szamitsatok ki:

9 10 5 8
1) (11) . (gj ; 2) 514 . 0’212; 3)(_11) . (i) .
6 7 3 4
254." Hatarozzatok meg a kifejezés értékét: s
D10 0,17 2)1,9" (E) |
19
255.° Hasonlitsatok 0ssze a kifejezéseket:
D) (=51 (=5) és (=5)*% 3) (=8)° - (=8)" és (=8)%;
DD e DT ) (6 (6 és (6)"
256.*° Helyettesitsétek a csillagot olyan hatvannyal, hogy igaz

egyenldséget kapjunk:
1) 8- * =28 2) a" - * =a3""2, ahol n — természetes szam!

257." irjatok fel a 3% kifejezést olyan hatvanyként, amelynek alapja:
1) 3% 2) 31% 3)9; 4) 81.

258." frjatok fel a 24 kifejezést olyan hatvanyként, amelynek alapja:
1) 24 2) 2'6; 3)8; 4) 64.

259.* Oldjatok meg az egyenletet:
1) x"=6" 2) x*=5",
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260.** Hasonlitsatok 0ssze a kifejezések értékeit:

1) 2300 és 3200 3) 277 és 11°%;

2) 418 és 187, 4) 310 58 ¢s 15°.
261.” Hasonlitsatok 0ssze a kifejezések értékeit:

1) 10% és 10 001'; 3) 8'2 és 599

2) 124% és 5'%; 4) 6'4 ¢és 216 - 212,

262.* Tudjuk, hogy a 625 + 625 + ... + 625 Osszeg egyenld 5!,
Hany 6sszeadandobdl all az dsszeg?
263.* Milyen szamjegyre végzodik a kifejezés értéke (n természe-
tes szam):
1) 41, 2) 34 3) 47 4) 377
264.* Milyen szdmjegyre végzddik a kifejezés értéke (n természe-
tes szam):
1) 9% 2) 74 3) 77?7
265.* Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 178 + 19 oszthato 10-zel;
2) 64% — 1 oszthato 5-tel;
3) 3% + 14, ahol n természetes szam, oszthatd 5-tel.
266.* Bizonyitsatok be, hogy a kifejezések értéke:
1) 44 —1; 2) 200471 + 1712004
oszthat6 5-tel!
267.* Bizonyitsatok be, hogy 48% < 34417

I ISMETLO GYAKORLATOK

268. A Fedorenko csaladd hat emberbdl all: egy apa, egy anya, egy
didklany, két iskolaskoru gyermek és egy nyugdijas nagypapa. A
havi csaladi koltségvetés az apa fizetésébol 21 300 hrv., az anyai
fizetésbodl (22 200 hrv.), a lanya 6sztondijabol (1 230 hrv.) és a
nagyapa nyugdijabol (8 820 hrv.) alakul ki. Hany hrivnya esik ha-
vonta a hat csaladtag mindegyikére?

269. (Ukran folklorbol szarmazo feladat.) Azt kérdezi Janos gazda
Istvan gazdatol: ,,Hany kacsad van?” Erre Istvan gazda azt véla-
szolta: ,,Annyi kacsadm van, hogyha megiilnének, €s ugyanannyi
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kiskacsat koltenének ki, mint amennyi kacsam jelenleg van, és
vennék hozzajuk még 3-szor annyit, mint amennyi nagykacsa és
kiskacsa van Osszesen, akkor pontosan 100 kacsdm lenne.” Hany
kacsaja volt Istvan gazdanak?

270. Az egyik szobafestd 6 oOra alatt tudja kifesteni a szobat, a masik
4 ¢ra alatt. E16szor az els6 munkas dolgozott 2 6rat, aztan csatlakozott
hozzé a masik munkés. Hany ora alatt festették ki egyiitt a szobat?
271. A turistdk egy csoportja hajon indult el a molorol lefelé, és
arra szamitott, hogy 4 6ra mulva tér vissza. A csonak sebessége
allovizben 10 km/h, az aramlat sebessége 2 km/h. Mekkora a ma-
ximalis tdvolsdg, amelyet a turistak elhajozhatnak a molotol, ha 2
orara meg akarnak allni a visszatérés elott?
272. Oldjatok meg az egyenletet:

1)2,5-3x=3 (x-2,5)-2;

2)172-3x)-5(x+12)=8 (1 -7x)—34.
273. Hatjegyli szamban az elsd és negyedik, masodik és 6todik,
harmadik ¢és hatodik szamjegy megegyezik. Bizonyitsuk be, hogy
ez aszam 7, 11 és 13 tobbszorose.

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

274. Hozzéatok egyszertibb alakra a kifejezéseket:

37
1) 3a - (—1,2); ~Ta - 9b; 5y——m - —n;
)3a - (~1,2); 3) ~7a - 9b; )T
1 4
2) —0,2b - (—0,5); 4) 2,4x - 2y; 6)—5a ;b - (-3¢).

275. Hozzatok egyszeriibb alakra a 20m - (—0,3n) kifejezést, és sza-
mitsatok ki az értékét, ha Hozzatok egyszertibb alakra a 20m - (—0,3n)
kifejezést, €s szamitsatok ki az értékét, ha m = 5/12, n = 4!, n = 4!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

276. A villamosjegyek sorszama 000 000-t61 999 999-ig terjed. A
sorszamot szerencsésnek mondjak, ha az els6 harom szdmjegy 0sz-
szege egyenld az utolsd harom szamjegy 0sszegével. Bizonyitsatok
be, hogy a szerencsés jegyek szama paros szam lesz!
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Egytagu algebrai kifejezések
Megvizsgaljuk a:
1
2b; gxyz; —ab; m? - 385 (3,14) pg® - (—T)r*F. kifejezéseket.

Koziliikk mindegyik szdmok, valtozok és azok hatvanyainak
szorzata. Az ilyen kifejezéseket egytagu algebrai kifejezéseknek
vagy egytagoknak nevezziik.

Egytagt algebrai kifejezéseknek nevezziik az 6sszes szamot,
valtozot és azok hatvanyait. Példaul egytagu algebrai kifejezés a
kovetkezok is:

-5:0,3; x; £3; 23
Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a
2a+b,x—1,a:b,)y +y-2
kifejezések nem egytagiiak, mivel a szorzason ¢€s a hatvanyozason kiviil
egyéb miiveleteket is tartalmaznak.

Amikor latjuk a 3ab’ - (—g)abc, kifejezést, természetes sza-

munkra, hogy egyszeriibb alakra hozzuk. Egyszertisités utdn a ko-
vetkez6 kifejezést kapjuk:

3ab’ - (—%jabc =3- (—%)aab%c =-2a’b'c.

A kapott egytagu kifejezés mar csak egy nullatol eltérd szamot
tartalmaz, amely a kifejezés elején all. Az Gsszes tobbi tényezd
kiilonboz6 alapu hatvany. Az ilyen egytagu algebrai kifejezést
normalalakunak nevezziik.

Felirunk még néhany normalalakt egytagot:

1
_gxyé 2,8a’; Ix*yz*e.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy az a? - 2b* és —3x*x)? egy-
tagl algebrai kifejezések nem normalalaktiak, mivel ugyan az els6-
ben csak egy szdm van, de az nem az elsé helyen all, a masodikban
pedig az x alapu hatvany kétszer szerepel. ui.
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Az ilyen kifejezések konnyen atalakithatok normalalaku egyta-
gu algebrai kifejezésé:
a* - 2b° = 2a*b® és —3x’x)° = —3x%)°.

A normalalakt egytagl algebrai kifejezések kozé sorolhatjuk
a nullatol kiilonboz6 szdmokat, a valtozokat €s azok hatvanyait.
Példaul a —2; 3% x; b* kifejezések normalalaku egytagu algebrai
kifejezések lesznek.

A 0 szintén egytagu kifejezés, amelyik azonosan egyenld nul-
laval. Példaul a 0x2, Oab kifejezéseket, amelyek azonosan egyenlok
nullaval, nulla egyiitthatoju egytagu kifejezésnek nevezziik. Az
ilyen egytagokat nem soroljuk a normalalaku egytagok kozé.

Meghatarozas. A normalalaki egytagu algebrai kifejezés-
ben a szamtényezot az egytagu algebrai kifejezés egyiitthatoja-
nak (koefficiensének) nevezziik.

Példaul a —3a*bc és 0,07x egytagu algebrai kifejezések egyiitt-
hatoi —3-mal és 0,07-dal egyenlok.

Osszegezve: barmely normalalaki egytaga algebrai kifejezés-
nek van egyiitthatdja. Példaul az x%y és —mn egytagok egyiitthatojat
nem tessziik ki, de tudjuk, hogy egyiitthatoik megfeleléen 1-gyel és
—1-gyel egyenldk. Ez érthetd, mivel x>y = 1 - x*y, —mn = —1 - mn.

2
Megvizsgaljuk a és a EX 3)72 ¢és a —2zx’y egytagu algebrai kife-

jezéseket. Ezekben az egytagu kifejezésekben a valtozok egyfor-
mak, vagyis a valtozokat tartalmazo rész azonosan egyenld egy-
massal. Az ilyen egytagu algebrai kifejezéseket egynemiieknek
nevezzik. Az egynemi egytagu kifejezésekhez tartoznak a szamok
is. Példaul a 7 és a —5 egynemi egytagok.

2
Felhivjuk a figyelmeteket példaul arra, hogy gx y’z & —2zx%y

egytagok valtozokat tartalmazo része nem egyforma, bar ugyan-
azokbdl a valtozokbol allnak, ezért ezek az egytagu algebrai kifeje-
zések nem egynemuiek.
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Meghatarozas. Az egytagu algebrai kifejezés fokszamanak
a benne talilhat6 6sszes valtozo hatvanykitevdjének osszegét
nevezziik. Ha az egytag nullatél kiillonb6zo szam, akkor a fok-
szamat nullinak tekintik.

Szintén ugy tekintjiik, hogy a nulla egytitthatdju egytagh algeb-
rai kifejezésnek nincs foka. Példaul a —3,8m?xy’ fokszama 10, az x*
¢és 9 egytagl algebrai kifejezés fokszama megfelelden 3 és 0.

1
Megvizsgaljuk az ga b’ és 10abx egytagu algebrai kifejezése-

1
ket. Az egytagu algebrai kifejezések szorzatuk ga b’ - 10abx. Le-

egyszerusitjik:
%alf- 10abx :(§ -10)(aa)(b3b)x =2a’b*x.

Tehat, két egytagt algebrai kifejezés szorzata is egytagu algeb-
rai kifejezés lesz. Ezt a normalalakjaban irjuk fel.

Az egytagu algebrai kifejezés hatvanya szintén egytagt algeb-
rai kifejezés lesz. Példaul, ha felemeljiik a negyedik hatvanyra a

1
_Exy 2%, egytagl algebrai kifejezést, a kovetkezdt kapjuk:

1 oy 1

3 2 4 3N 24 4.12_8

——xyz'|=|—| x"- (z7) =—x z.

S o R
PELDA ‘1 Egyszeriibb alakra a 0,2a?h* - (—5a°b)? kifejezést.

Megoldas:

0,2a*b* - (—5a°h)* =
=0,2a*b* - (-5)* - (@®)*b* = 0,2a’b* - 25a°h* =
=0,2 - 25a%a°b*h* = 5a°b°. 4

PELDA 2 Az a és a b valtozo értéke olyan, hogy 4a’b* = 7. Hata-

2
rozzatok meg a —;a °b°. kifejezés értékét.
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Megoldas:

.
49 =——.
. |

2 1 1 1 1
24 =——16a°F =——- (4B Y =—— T =——.
7 56 56 56 56

-~

1. Mit neveziink egytagu kifejezésnek? 2. Magyarazzatok meg, mi-
lyen egytagu kifejezést neveziink normalalakinak! 3. Mit neveziink
az egytagu kifejezés egyitthatojanak? 4. Mit neveziink egynemd
egytagu kifejezésnek? 5. Mit neveziink az egytag fokszamanak?

I GYAKORLATOK

277.° Melyik lesz egytagu algebrai kifejezés az aldbbiak koziil:

1) Sxy; 5) 0; 9) m*m;
1 4
2) —§a2b3c; 6) 7pk“; 10) 3 (a2 — b?);
6m’k’ 4
3) m+n: 7) 11) 2—aa’b’b’;
1la 9
2
1
4) 8; 8) b% 12) (—1 g) xxtyz!'0?
278.° Nevezzétek meg a normalalakil egytagl algebrai kifejezése-
ket:
6 8_.9.
1) Smnm?; 3) =78 - 47, 5) Ex Yo
2) 1,4ab’c?; 4) —abc; 6) m®n* - 10.
279.° Egynemiiek-e az egytagt algebrai kifejezések:
1) 5a és 7a; 4) 3y? és 2y°;
, | , l 8 7.
2) 3a*b’c és 6a*bc; 5) Em n-és 5 mn-;
3) 8x%y* és 8xH”; 6) —0,1a°b" és 0,1a°h'"?

280.° frjatok fel az adott egytagu algebrai kifejezéssel olyan egy-
neml egytagot, amelynek egylitthatdja 4-szer nagyobb az adott
egytagu algebrai kifejezéssnél:

1
DREAE 2) ctd"p; 3) 1 abe
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281.° Toltsétek ki a tablazatot:

Az egytagl al- | Az egytagu al- | Az egytagu al-
gebrai kifejezés | gebrai kifejezés | gebrai kifeje-
normalalakja egyiitthatdja zés fokszdma

Egytagu algebrai
kifejezés

1,2¢48

0,6m?n’ - 4m°n?

2
~a*-3,5h
7

—5x2 - 0,2xy

—1,6x*° - 0,5x%°

282.° frjatok fel az adott egytagh algebrai kifejezést normalalak-
ban. Hatarozzatok meg az egyiitthatojukat és a fokszamukat:

1
1) 9aaat; 43 m’ 9mn”;
2) 3x - 0,4y - 6z, 5) =5x2 - 0,1x% - (—2y);
3) 7a - (—9ac); 6) ¢+ (—d) - .

283.° Irjatok fel az egytagl algebrai kifejezést normalalakban, és
huzzéatok ala az egyiitthatdjukat:

1) 6bb%; 3) 2ut - 48 - (=37);

2) 1,56%d* - 82, 4) 4,5a°bc™ - 2adbCc.

284.° Hatarozzatok meg az egytag algebrai kifejezések értékét:
1) 5x* hax=-4;
1

2) —4.84h*, haa=-1;b= X

4 323
3) 57717’1 Pham=-3;n=5p=-1.

285.° Hatarozzatok meg az egytag algebrai kifejezés értékét:

1) 3m? ham=-3;
7
2

b, haa=——,b=2.

|~

—a
16
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286.° Hatarozzatok meg az egytagt algebrai kifejezések szorzatat:
1
1) 2a és 5b; 2) —m és 4n; 3) 6x és —8)% 4) —;x3 és —Tx2.

287.° Végezzétek el az egytagn algebrai kifejezések szorzasat:
1) 13¢%d - (—3cd); 3) 0,7x%° - 0,3xy;

2) —4m? - 0,25m®; 4) 56x°y'* - %x ’y.

288.° (Gyakorlati hazi feladat) Hatirozzatok meg egy kivalo ukran
tudds, matematikus, a fizikai és matematikai tudomanyok doktora,
professzornak a vezetéknevét! A példa sorszama annak a pozicio-
nak felel meg, ahol az adott betli all a névben.

1) 0,6a*b* - 4a°b;

2) —2,8a*b° - 0,5a*b*;
3) —3ab - (—7ab);

4) 1,6a°b - (—0,254°h%);
5) —0,7ab* - (—3a);

3 2
6) _a2b4’ _a2b2;
4 15

7) —2.6a’h- iazb3;
13

8) 1,2a°h* - (—2ab).

Felelet 21a°h* | 2,1a°h* | 0,1a*h® | —2,4a°b*
Bettli P E H o

Felelet —1,4a°0" | -0,4a°b | 2,4a°b* | —0,4a°b*
Betli | Y B K

Keressetek az interneten informacidkat ennek a tuddésnak az
¢letérdl és tevékenységérol, kiilondsen arrdl, hogy mely kiilfoldi
matematikai tarsasagoknak a tagja?
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289.° Végezzétek el az egytagh algebrai kifejezés négyzetre eme-
1ését:

1
1) 6a; 3) —9a*b5; 5) g ¢

5
2) 30 4) —0,2mn’; 6) —;abzcg.

290.° Végezzétek el az egytagh algebrai kifejezés négyzetre eme-
1ését:

LINER
1) 2b; 3)—x°; 5) =XV
2) 10c%; 4) —0,1m’n'"; 6) —a’b’c.

291.° Alakitsatok at a kifejezéseket normalalaku egytagu algebrai
kifejezésse:

1) 3a?b); 3) (=10m%y");

2) (=0,2x)’; 4) (6x%y"z").
292.° Végezzétek el az egytagh algebrai kifejezések hatvanyra

emelését:
1) (=7x°y'%% 2) (0,5a"b'y?; 3) (3ab*c®) .

293.° Igaz-¢ az allitds (magyarazzatok meg a valaszt):
1) a 6x* egytagu kifejezés az x barmely értékénél pozitiv lesz;
2) a 0,4a*h® egytagi kifejezés az a és b barmely értékénél nem
negativ;

1
3)a —5613 egytagl kifejezés az a barmely értékénél negativ

lesz;
4) a —5b* egytagl kifejezés a b barmely értékénél negativ érté-
ket vesz fel?
294.° Adjatok meg az alabbi kifejezéseket két egytagh algebrai ki-
fejezés szorzataként, amelyek koziil az egyik: 3a?h:
1) 3a°b® 3) 2.,7a°b7;

2
2) —12a2h'0; 4)2 ~a
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295.° Milyen egytagu algebrai kifejezéssel kell helyettesiteni a csil-
lagot, hogy igaz egyenldséget kapjunk:

1) * - 3b* = 12b° 3) =74’ - *=42a"b";

2) -5a°p - *=-20a°b"; 4) 23a"?p' - *=-23a"p"" ?

296." Végezzétek el az egytagu algebrai kifejezések szorzasat, ahol
m ¢és n természetes szamok:

9 _ _
. _a5n 4b2m 1.

17 ’
1 2n—133n —1 1 n+633n +1
2)~7T—a™" b 1—a" b .
3
297." Adjatok meg a kifejezést normalalaku egytagt algebrai kife-
jezés négyzeteként:
1) 4a"; 3) 0,16ab'S;
2) 36a®h?; 4) 289a*°b*c*.

298." Adjatok meg a kifejezést normalalaku egytagu algebrai kife-
jezés kobeként:

1) 8x¢; 3) 0,001x"3y18;

125 15 2124
2) —27x%%; 4y ———x "y
) =27%y; ) o 1er Y

299.° Adjatok meg a 64ah'* egytagh algebrai kifejezést:
1) két olyan egytagt algebrai kifejezés szorzataként, amelyek
koziil az egyik 2a’b¥;
2) normalalaku egytagu algebrai kifejezés négyzeteként;
3) normalalaku egytagt algebrai kifejezés kobeként!

300." Adjatok meg a 81m*n'® egytagu algebrai kifejezést:
1) két olyan egytagt algebrai kifejezés szorzataként, amelyek
- .1 14
koziil az egyik —gmn ;
2) normalalakt egytagt algebrai kifejezés négyzeteként;
3) normalalakt egytagt algebrai kifejezés negyedik hatvanya-
ként!
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301.° Egyszertsitsétek a kifejezést:

2

1)2a’ (-5a*p’); 4) —113—1m4n9' (—%m;ﬁ) ;
1

2) (=x°y) - 1x 'y’ 5) (3m6”3)4'(_8_1m9"j;

4
3) (-0,64°b°c’) - 3a’c’; 6) —(—2c°d°Y - (—lc“ds) :

2
302.° Egyszerisitsétek a kifejezést:
1) 20a* - (9a)*; 3) (0.2x7y%) - x%%
3
2) (-b%)" - 125 [ -Lar | @aty.
2

303.” Helyettesitsétek a csillagokat olyan egytagu algebrai kifeje-
zéssel, hogy teljesiiljon az egyenldség:

D () =9a°5'cs 3 () (+F ==T20d n"

2) (%) () =16a’bc; 4 (%) (x) =32x 2
304." Az x és az y valtozo értéke olyan, hogy 5x?y* = 6. Hatarozza-
tok meg a kifejezés értékeét:

1) 1,5x%% 2) 25x%%; 3) —25x%y"2.

305." Az a és a b valtozo értéke olyan, hogy 3ab* = 4. Hatarozza-
tok meg a kifejezés értékét:

2
1) ~1,2ab*; 2) 27a°F; 3) —gazb"’-
306.” Az a, b és ¢ valtozo értéke olyan, hogy 2a°h = 7 és a’b* = 2.
Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1 g, 4
1) 6a°bc?; 2) a’b*c? 3) 2;67 bc”.
307.° Az m, n és p valtozo értéke olyan, hogy m’n? = 7 és
1

g”l *p? =5. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

1) m3n5p2; 2) 2m3n8p4; 3) 4m12nllp2;
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I ISMETLO GYAKORLATOK

308. Az irodaszerboltban az eladé azt mondta Dénesnek, hogy 9
egyforma filctoll-készletért 245 hrivnyéat kell fizetni. Dénes azonnal
kozolte, hogy az eladd tévedett. Hogyan allapitotta meg ezt?

309. Valamely szamot eldszor 10%-kal csokkentették, majd a ka-
pott eredményt 20 %-kal novelték. Eredményiil egy olyan szamot
kaptak, amely 48-cal nagyobb az eredetinél. Hatarozzatok meg a
keresett szamot!

310. A csillagot helyettesitsétek olyan szamjegyekkel, hogy:6:
1) a *5* szam oszthato legyen 3-mal is és 10-zel is;
2) a 13*2* szam oszthat6 legyen 9-cel is és 5-tel is;
3) az 58* szam oszthato legyen 2-vel is és 3-mal is.
Keressétek meg az dsszes lehetséges megoldast.

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

311. Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezéseket:

1) 6x —12x + 15x — 9x; 3) —0,8%k + 0,9 — 1,7k + 0,5k +1,4;
1 1, 1 3

2) 7a — 9b — 12a + 14b; 4)——a+—b+—a—=h
6 2 9 4

l GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

312. Hanyféleképpen rakhatjuk fel a sakktablara a fehér és a fekete
bastyakat ugy, hogy ne lissék egymast?

u Polinomok (Tobbtagok)

Mar tudjatok, hogy két egytagu kifejezés szorzata szintén
egytagu kifejezés lesz. Més a helyzet az egytaga kifejezések Osz-
szeadasanal. Példaul a 2a + b* és 2a — b* kifejezések nem egytagu
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kifejezések. Az els6 koziilik a 2a és b* egytagu kifejezések, a ma-
sik pedig a 2a és —b* egytagok Osszege.

Meghatarozas. Néhany egytagu algebrai kifejezés osszegét
polinomnak (tobbtagnak) nevezziik.

Lassunk még néhany példat polinomokra:

Txy+y—11;x* =2+ 5x* —x+ 1;3a —a+ b; 11x — 2x.

Azokat az egytagl kifejezésekett, amelyekbdl a polinom 6ssze-
tevédik, a polinom tagjainak nevezziik. igy példaul a 7xy + y — 11
polinom tagjai a 7xy, y és a —11 egytagok.

Azt a polinomot, amelyik két egytagu kifejezésbol all két-
tagu algebrai kifejezésnek, azt pedig, amelyik harom egytagbol
tevodik Ossze, haromtagu algebrai kifejezésnek nevezziik. Az
egytagl algebrai kifejezés a polinom részesete. Ugy tekintjiik,
hogy az egytagl algebrai kifejezés olyan polinom, amelyik egy
tagbol all.

A polinomok, az egytagl algebrai kifejezések és a szamok ko-
z0Otti Osszefliggést a 5. dbra mutatja.

Polinom

Egytagu algebrai
kifejezések

5.abra

Ha azok kozott az egytagl kifejezések kozott, amelyekbdl a
polinom all taldlunk hasonldkat, akkor ezeket a tobbtag egynemii
tagjainak nevezziik. Példaul: 7a’b—3a+4 _Cﬁ?—gry b a poli-
nom egynemi tagjait egyenlé szamu vonalkaval hiztuk ala.

Az egynemlil tagok Osszevondsanak szabdlyat alkalmazva egy-
szer(ibb alakra hozzuk a kdvetkezd polinomot:

TJa*b—3a+4—-a*b—1+a+b=6a*h—2a+b+3.
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Az ilyen egyszeriisitést a polinom egynemii tagjai 6sszevona-
sanak nevezzik. Ez az atalakitas lehetdséget ad nekiink arra, hogy
a polinomot helyettesitsiik egy vele azonosan egyenld polinommal,
amelyik egyszerilibb és kevesebb tagbol all, mint az eredeti.

Megvizsgaljuk a 2x* y — xy + 1 polinomot. Ez a polinom csak
normalalaku egytagu algebrai kifejezésekbdl all, amelyek kozott
nincsenek egynemii tagok.

Meghatarozas. Az olyan polinomot, amelyik normalalaku
egytagokbdl all, amelyek kozott nincsenek egynemii tagok, nor-
malalaku polinomnak nevezziik.

Példaul az xy* + x?y, 2a°h, 5 kifejezések normalalaku polino-
mok lesznek.

Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy a 3bab*> +a - 5+ a - 2b° —
a nem normalalakt polinom, de konnyen azza alakithatjuk: el6szor
a polinomot alkot6 egytagu algebrai kifejezéseket irjuk fel norma-
lalakban, majd 0sszevonjuk az egynem tagjait.

Kovetkezot kapjuk:

3bab*+a-5+a-2b —a=3ab’ +5=a+2ab3 —c=1=5ab3 +4a.

Megvizsgaljuk a 2x* y — x* y* + 5x* y + y — 2 normalala-
ku polinomot. A kdvetkezé egytagt algebrai kifejezésekbdl
all: 2x3 y, — x*?, 5x%, y; -2, amelyek fokszama megfeleléen
egyenld: 4, 4, 3, 1, 0. Ezek koziil a legnagyobb fokszamu egy-
tagu kifejezés negyedfokt. Ezért azt mondjuk, hogy a polinom
i1s negyedfoku.

Meghatarozas. A normalalaka polinom fokszama a legma-
gasabb fokszamu tagjanak a fokszama lesz.

Felhozunk még néhany példat:

e a x> — xy + 5y* polinom fokszama 2-vel egyenld;
* a 3x*)? polinom fokszama 6-tal egyenld;

¢ a 3 polinom fokszadma nulla.
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A 0-t és mindazokat a polinomokat, amelyek azonosan egyen-
16k 0-val (példaul: Oa + 0b, x — x stb.), nulladfokt polinomnak
nevezziik. Az ilyen polinomokat nem soroljuk a normalalak( poli-
nomok kozé.

Ugy tekintjiik, hogy a nulladfokt polinomnak nincs fokszama.

?

1. Mit nevezlink polinomnak?

2. Milyen polinomot neveziink kéttagu algebrai kifejezésnek?
3. Haromtagu algebrai kifejezésnek?

4. Milyen polinomot neveziink normalalaku polinomnak?

5. Mit neveziink a normalalaku polinom fokszamanak?

I GYAKORLATOK

313.° Polinom e a kovetkezd kifejezés:

) x*+1; 4) 9, 7) (m+ 1) (m—4),
2) 4x%y - 3y; 5) xy (¥ = 3y); 8) (x +3y)*?

1
3) 6) 2x* —2x + 2;

x2+1°
314.° Nevezzétek meg az egytagl algebrai kifejezéseket, melyek
Osszege a kovetkezd polinom:

1) —5a*+3a> —a + 8,

2) 6x° — 10x%y + Tx)* + 3%,

)P +3°—4t+5;

4) 1,8a°b — 3,7a°b* + 16ab® — b*.

315.° frjatok fel azt a polinomot, amely a kovetkez6 egytagn algeb-
rai kifejezésekbdl all:

1) 3a és 2b; 3) x3, 2x? és —3x;

2) 6¢ és —5p; 4) x*, —xy és y*.
316.° {rjatok fel azt a polinomot, amely a kovetkezd egytagu kife-
jezésekbdl all:

1) —4a és 5b; 3) @, 2ab és b

2) p? és —5p; 4) x*, —=xy, x? és —x)°.



8. Polinomok (Tébbtagok) 79

317.° Hatarozzatok meg az alabbi polinomok értékét:
1) 2x>+x—3hax=0,5;
2) x*+5xyhax=3,y=-2;
3) a>—2ab+ b*haa=-4,b=6,
4) y+7 =2 —y+10hay=-1.

318.° Hatarozzatok meg a 2 — 32 + 4y — 6 polinom értékét, ha:

Dy=1 2)y=0; 3) y=-5!
319.° Az adott polinom harmadfoku -e:

1) 3¢> + 3a + 3; 4) a*h + b*—1;

2)a*—1; 5) @® + a’h* + b’

3) a®> +2a -6, 6)a’+a+1?
320.° Az adott polinom negyedfoku -e:

1) a*+2a*— 1, 3) a* + a’b* — a*;

2) aa®> — 5a + 6; 4) a*b —2ab’ + b>?

321.° Alakitsatok 4t a polinomokat normélalakt polinomokka. Ha-
tarozzatok meg a fokszamat:

1) 46> + a*> + 9ab —18b* — Yab;

2) 8m* — 13mn — 9n* — 8m* — 2mn;

3) 2a*b — Tab* — 3a’h + 2ab*;

4) 0,9¢* + 1,1¢* + ¢* — 0,6¢%

5)3x*+6x—5—x*—10x + 3;

6) b* — 3bc + 3b* + 8bc — 4b°.
322.° Alakitsatok 4t a polinomokat normalalaka polinomokka. Ha-
tarozzatok meg a fokszamat:

1) 5x* — 10x + 9 — 2x* + 14x — 20;

2) —m® + 2m* — 6m> + 12m* — 18m?;

3) 0,2 + 1,44 — 2,2 = 0,94° + 1,8a* + 3;

4) 6x%y — x3* — 8x%y + 2x)* — xy +7.
323.° Fejezzétek be a polinom tagjainak felirasat a valtozo hatva-
nyainak csokkend sorrendjében:

1) 8x—-3x>+6x°—4=6x"—-3x>+...;
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2) x*=5x0—-3x2+3x - Tx+2=-"5x"+x*+ ..
3) 3—10° +x=—10x°+ ... .

324.° Rendezzétek a polinom tagjait a véaltozé ndvekvd hatvanyai
szerint:

1) 4m’—5m—m? + 6;

2) 9a-8a*+ 54>+ 7—a%

3) 8m*—4+Tmé—10m* + m*.

325.* Vonjatok 0ssze a polinom egynemi tagjait, majd hatarozzatok
meg a kapott polinom értékét a valtozok adott értékei mellett:

1) —3&°+4a*+ 7a° —10a° + 12a, ha a = -2;

2) Xy-3x7—4xy+ 8% hax=-1,y=-3;

3) 0,8x* - 03x—x*+ 1,6 + 1,1x — 0,6, hax = 5;

1 3 1
4) §a2c+zacz +gazc+1,25acz, haa=-4, c=3.

326." Vonjatok 6ssze a polinom egynemi tagjait, majd hatarozzatok
meg a kapott polinom értékét a valtozok adott értékei mellett:

1) 2a® + 3ab — b*> — 6a®> —Tab + 2b°, ha a =2, b = -6,

2) mn — 6mn* — 8mn — 6mn*, ham = 0,5, n=-2;

1
3) 10xy? — 12x% + 9x*y — 9%, ha X = ga y=09.

327." A 4a, —3ab, 7a*, —8a’, 9ab, 5a egytagu algebrai kifejezések
koziil valasszatok ki néhanyat, és alkossatok beldliik:
1) normélalaku polinomot;
2) olyan polinomot, amelyikben vannak egynemi tagok;
3) az Gsszes adott egytagu kifejezést felhasznalasaval két nor-
malalakt polinomot!

I ISMETLO GYAKORLATOK

328. A tapétatekercsre rd van irva, hogy a tapétaszovet hossza
legfeljebb 0,8 %-kal tér el a névleges hossztol. A tekercsben 1évo
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vaszon névleges hossza 10 m. Allapitsd meg, hogy az alabbi ér-
tékek koziil melyik nem lehet egyenld a tekercsben 1évé tapéta
hosszaval!

1) 10,06 m; 2) 9,94 m; 3) 9,9 m; 4) 10,02 m.
329. A 210 hr/kg art cukorkékat 285 hr/kg aru cukorkakkal ke-
verték Ossze, és 240 hr/kg-os keveréket kaptak. Az egyes tipusu
cukorkék mekkora tomege van 1 kg keverékben?
330. Valamely bank ATM-jébdl torténd készpénzfelvétel esetén a
felvett Osszeg 1,5 %-anak megfeleld dijat szamitanak fel. Mekkora
Osszeg keriil levonasra a bankszamlarol, ha 2000 UAH készpénzt
vesz fel ATM-bol1?
331. Az iizlet darabonként 120 hr nagykereskedelmi &ron vésarol
csészéket, és 30%-os felarral értékesiti. Mennyibe keriil egy ilyen
csésze ebben a boltban?

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

332. Az alabbi kifejezések koziil melyikkel lesz azonosan egyenld
a— 9x + (4x — 7) kifejezés:

) 13x—7; 2) 3) —5x — 7; 4) 13x + 7?
333. Az alabbi kifejezések koziil melyikkel lesz azonosan egyenld
a—8y — (3y — 1) kifejezés:

-1y +1;  2)-5p+1; H-1ly—1;  4)-5p—1?
334. Egyszertsitsétek a kifejezéseket:

1) 2a + b) — (b — 2a); 3) (m + n) — 2m + n) — (m — 4n);

2) Ba —4)+ (3 — 5a); 4) (5¢ — 2) — (6c +1) + (c — 8).

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

335. Egy csillag koriil néhany bolygoé kering, amelyek kozott a ta-
volsag nem valtozik €és paronként kiilonb6zd. Mindegyik bolygon
tartozkodik egy tirhajds, aki a legkdzelebbi bolygdt tanulmanyozza.
Bizonyitsatok be, hogy 1étezik két olyan bolyg6, ahol az tirhajosok
egymas bolygdjat tanulmanyozzak!
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E A polinomok osszeadasa és kivonasa

Ossze kell adni a 3x)? = 5x%)* — Txy + x + 11 és a —2x)* + x* +
2xy +y — 2. polinomokat. Ehhez zarojelbe tessziik mindkét polino-
mot, és kitessziik a két zardjel kozeé a plusz jelet. Ezutan felbontjuk
a zargjeleket, majd 6sszevonjuk az egynemi tagokat (ha vannak
ilyenek).

A kovetkezot kapjuk:

Bxy* +5x%* = Txy +x+ 1) + (207 +x32 + 2xy +y —2) =

=3xy> +5x°y* =Txy +x +11 —2xy* +x’y* +2xy +y -2=

=x*+6xH* —5xytx+y+0.

Az igy kapott polinom a két adott polinom 6sszege lesz.

Most az elsé polinombdl kivonjuk a mésodik polinomot. Ehhez
mindkét polinom zardjelbe tessziik, és a két zardjel kozé kitessziik
a minuszjelet. Ezutan felbontjuk a zardjeleket, majd 6sszevonjuk az
egynem tagokat.

A kovetkezot kapjuk:

By +5x* —Txy +x+ 11) — (207 + x> + 2xy +y —2) =
=3xy’ +5x°y° —Txytx +11 +2xy* —x?%y’ “2xy-yt2l2=
= 5xy:4x2y2 —Oxy+x—y+ 3.
Az igy kapott polinom a két adott polinom kiilonbsége lesz.

Polinomok osszeadasakor és kivondsakor az eredmény mindig
polinom lesz.

PELDA |1 Bizonyitsatok be, hogy két olyan kétjegyii szam
kiilonbsége, amelyek koziil a masodik ugyan azokbol a szam-
jegyekbdl all, mint az els6, csak forditott sorrendben oszthato
9-cel!

Megoldas: Az adott szdm a tizesbdl és b egyesbdl all. Felir-
hatjuk a kovetkezd alakban: 10a + b.
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Az a szam, amelyik ugyan ezekbdl a szamjegyekbdl all, csak
forditott sorrendben, egyenld: 106 + a-val.

Megvizsgaljuk a kovetkezd kiilonbséget: (10a + b) — (10b + a)
=10a+b—-10b—a=9a—-9b=9 (a —b).

Koénnyen belathatd, hogy a 9(a — b) szam oszthatd 9-cel. €

A kétjegyli szamot a kovetkezéképen jeldljiik: ab. A szam a
tizest és b egyest tartalmaz, vagyis felirhatjuk ab = 10a + b alak-
ban. Hasonld az abc haromjegyli szam jelolése, amelyikben van a
szazas, b tizes és ¢ egyes, vagyis abc = 100a + 10b + c.

PELDA |2 Bizonyitsatok be, hogy a (ab + ac + bc) — (ba + ca + cb)
kiilonbség oszthato 18-cal!
Megoldas:

(ab + ac + be) — (ba + ca + cb)

=(10a+b+10a+c+10b+c)—

—(10b+a+10c +a+ 10c + b) =

=20a+ 11b+2c)—(20c + 116 + 2a) =
=20a+ 116+ 2c—20c—11b—2a =
=18a—18c =18 (a —¢).

Konnyen belathatd, hogy a 18(a — ¢) szam maradék nélkiil oszt-
hat6 18-cal. «

PELDA |3 Bizonyitsatok be, hogy négy egymast kovetd paros ter-
mészetes szam 0sszege nem oszthaté maradék nélkiil 8-cal!

Megoldds: Legyen az els6 szam 2n, ahol n tetszdleges termé-
szetes szam. Akkor a tobbi harom szdmot megfelelden felirhatjuk:
2n+2,2n+4,2n + 6.

A vizsgalt 6sszeg a kovetkezdképpen néz ki:

2n+(2n+2)+(2n+4)+(2n+6)=8n+ 12.
Az elsO 0sszeadandd 8n oszthatd 8-cal, de a masodik Ossze-

adando, a 12 viszont nem. Tehat a 8n + 12 Osszeg sem oszthato
maradék nélkiil 8-cal. €
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I GYAKORLATOK

336.° Hatarozzatok meg a polinomok dsszegét:
1) -6 —a?és a*>+13; 3) 3x + 14 és —x* — 3x — 18.
2)a*—b+c’és—a*+ b+
337.° Hatarozzatok meg a polinomok dsszegét:
1) —5x*—4 és 8x* — 6; 2) 2x + 16 és —x? — 6x — 20.
338.° Hatarozzatok meg a polinomok kiilonbségét:
1) x>+ 8x és 4 — 3x;
2) 2x? + 5x és 4x> — 2x;
3)4x? —Tx +3 és x* — 8x + 11;
4) 9m?> —5m+4 és —10m +m? + 5.
339.° Hatarozzatok meg a polinomok kiilonbségét:
1) =5,4m + n* és n* + 3,9m;
2) a*—b* és —b* +a® — ¢
3) 3x? —6x + 2 és x> —Tx + 15.
340.° Hatarozzatok meg a kéttagu algebrai kifejezések Osszegét és

kiilonbségét:
I)a+bésa—b; 3) b—aés a—b;
2)a—bésb—a; 4)b—aés—a—b.
341.° Hatarozzatok meg a kéttagli algebrai kifejezések dsszegét és
kiilonbségét:
1) 2a—b és 3a + b; 3)2a+bés 3a-—b;
2) b—2a és b—3a; 4)b—2a és 3a—b.

342.° Egyszeriisitsétek a kifejezést:
1) (5a* + 3a®b — b*) — (3a* — 42 — b?);
2) (12xy — 10x* + 9y%) — (—14x* + 9xy —14)?);
3) (7ab* — 8ab + 4a*b) + (10ab — T7a’b);
4) 2 +3c)+ (-2 +c)— (¢ +4c—1).
343.° Egyszeriisitsétek a kifejezést:
1) (3x* — 2x) + (—x* + 3x);
2) (4¢* — 2cd) — (10¢? + 8cd);
3) (12m? — Tn — 3mn) — (6mn — 10n + 14m?);
4) 3n® — 2mn + 4m*) — 2mn + 3n?).
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344.° Milyen kéttagu algebrai kifejezést kell hozzdadni az adott
kéttagt algebrai kifejezéshez, hogy a kapott 0sszeg 0-val legyen
azonosan egyenlo:

1) a+b; 2)a—b; 3) —a -b?

345.° Oldjatok meg az egyenleteket:
)10—(7-4x—x)=x*+8x-9;
2) (5x* = 3) — (2x + 5) = 5x%
36+ —(2x-9+x%)=5;
4) 12 — (6 — 9x — x?) =x* + 5x — 14;
5)3x* —(2x* —8x) — (x* —3) =x;
6) 4y° = (4 = 8) — (6y +3) =7,
N =4y =11 = (0~ 3y =8 =1-y—- 5~
346.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1)5)°—(6y+1)=19 -2y + 5)7
2) Tx —2x*— (10— 2x%) = 11;
3) 8x2+ 6x — (2x + 8x* — 12) =4;
Hx*—(x+1)—(x*—Tx+32)=3;
50°P+3y—-8) -Gy -y +7)=2—2y—15.
347.° Bizonyitsatok be az azonossagot:
D@+ —-—AH-B*+—a®)+(c*—ad>)=a*— ¢
2)(4-3a*)—a*+ (7 +2a*)—(2a*+11)=0;
3) (P +4x*) — (x+6)+ (1 +x—x%)=4x*-5.
348.° Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) 4a*> — (6a*> — 2ab) + (3ab + 2a*) = Sab;
2) (Ox8 —4x*) — (x* —9) — (8Bx* — 5x°) =x6 + 0.
349.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) (543 — 20a?) — (4a® — 184?), ha a = -3;
2) 4b* — (7b* — 3bc) + (3b* — Thc), ha b = 1,5, ¢ = 4.
350." Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
1) (5,7a*> — 2,1ab + b*) — (3,9ab — 0,3a*> + 2b%), ha a = -1,
b=75;
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2 3
2) (5Sm*n — m®) + Tm® — (6m* — 3m’n), ham = _E, n= E

351.° Bizonyitsatok be, hogy a kovetkezd kifejezések értékei nem
fiiggnek a valtozo értékétol:

1) 1,6 = 7a* — (0,8 — 4a* ) + (34> — 0,7);

2) 3x> — 9x — (8 — 5x* — (9x — 8x?)).
352." Bizonyitsatok be, hogy a

2> 3¢c)+ 1,8 —c* — (¢ — 3¢ —2,2)

kifejezés értéke nem filigg a valtozo értékétdl!
353.° Milyen polinomot kell hozzaadni a 2a> — 5a + 7 haromtaga
algebrai kifejezéshez, hogy a kapott 6sszeg egyenld legyen:

1) 5; 2) 0; 3) a% 4) 2a*?
354.° Milyen polinomot kell kivonni a 4a® — 8 kéttagu algebrai ki-
fejezésbol, hogy a kapott kiilonbség egyenld legyen:

1) —4; 2)9; 3) 2a% 4) 3a?
355.° A csillag helyére irjatok olyan polinomot, hogy azonossagot
kapjatok:

1) * = (Bx* —4xy + 2)%) = 9x* + 3%

2)ad—6a>+2a— (*)=a°+2a*— .
356. A csillag helyére irjatok olyan polinomot, hogy azonossagot
kapjatok:

1) * = (3x* — 4xy + 2)%) = 9x* + )2;

2)a—6a>+2a— (*)=a+2a*— .
357.° Adjatok meg polinom alakjaban azt a szdmot, amely:

1) 4 szazasbol, x tizesbdl és y egyesbdl all;

2) a ezresbdl, b szazasbol, 5 tizesbol és ¢ egyesbdl all!
358.° Adjatok meg polinom alakjaban az aldbbi kifejezéseket:

1) cha;  2) abc —ab; 3) alc + ac.
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359." Adjatok meg polinom alakjaban az alabbi kifejezéseket:
1) cab + ca; 2) abc + bea; 3) ab9 + Ta.

360.° Bizonyitsatok be, hogy a (9 — 18n) — (6n — 7) kifejezés 8
tobbszordse az n valtozo barmely természetes értéke mellett!

361.° Bizonyitsatok be, hogy a (6m + 8) — (3m — 4) kifejezés 3
tobbszordse az m valtozo barmely természetes értéke mellett!

362.° Bizonyitsatok be, hogy az n barmely természetes érté¢ke mel-
lett az (5n + 9) — (5 — 2n) kifejezés 7-tel vald osztdsakor a maradék
4-gyel egyenld!

363." Mennyi lesz a maradék a (16n + 8) — (7n + 3) kifejezés 9-cel
vald osztasakor, ha n tetsz6leges természetes szam?

364." Bizonyitsatok be, hogy a 13m + 20n és 7m + 2n, kéttaga
algebrai kifejezések, ahol m és n barmilyen természetes szam, kii-
16nbsége oszthato 6-tal!

365.° Bizonyitsatok be, hogy a 16a — 6b és 27b — 2a, kéttagt algeb-
rai kifejezések, ahol a és b barmilyen természetes szam, kiilonbsé-
ge oszthato 7-tel!

366.” A csillag helyére olyan polinomot irjatok, hogy az egynemii
tagok Osszevonasa utdn a kapott polinom ne tartalmazza az a val-
tozot:

1) 4a> —3ab + b + 8 + *; 2) 9a® — 9a + Tab* + bc + bm + *.
367.” A csillag helyére olyan polinomot irjatok, hogy az egynemi
tagok 0sszevonasa utan a kapott polinom 3x> + 5x*y+ 7x — 8y + 15+ *
ne tartalmazzon:

1) olyan tagot, amelyben x? van;

2) olyan tagot, amelyben x valtoz6 van;

3) olyan tagot, amelyben y valtoz6 van!

368." Irjatok at a 3a?h + 8a® — 6a + 12b — 9 polinomot olyan két
polinom Osszegeként, melyek koziil az egyikben ne legyen b val-
tozo!
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369.” irjatok at a

dmn® + 1lm* — Tm’> + 14mn — 9n + 3
polinomot olyan két polinom kiilonbségeként, melyeknek pozitivak
a koefficiensei!

370." frjatok at a 6x> — 3xy + 5x — 8y + 2 polinomot olyan két
polinom kiilonbségeként, melyek koziil az egyikben ne legyen y
valtozo!
371." Az x* — 6x + 14 polinomot irjatok fel:

1) két kéttagu 2) egy haromtagu ¢és egy egytagu
agebrai kifejezés kiilonbségeként!

372.” A 3x? + 10x — 5 polinomot irjatok fel egy kéttagh és egy ha-
romtagu algebrai kifejezés kiilonbségeként!

373.” Bizonyitsatok be, hogy a

(2x*+4x—1)— (x> + 8+ 9x) + (S5x + x> — 3x*)
kifejezés értéke az x barmilyen értékénél negativ lesz! Milyen lesz
ennek a kifejezésnek a legnagyobb értéke, és milyen x értéknél
veszi ezt fel?

374. Bizonyitsatok be, hogy a (7y* — 9y + 8) — (3)> — 6y + 4) + 3y
ifejezés értéke az y barmilyen értékénél pozitiv lesz! Milyen lesz
ennek a kifejezésnek a kisebb értéke, és milyen y értéknél veszi
ezt fel?

375.” Bizonyitsatok be, hogy:

1) 6t egymast kovetd természetes szam 0sszege maradék nélkiil
oszthato S5-tel;

2) 3 egymast kdvetd paros természetes szdm Osszege maradék
nélkiil oszthatd 6-tal;

3) 4 egymast kovetd paratlan természetes szam Osszege mara-
dék nélkiil oszthatd 8-cal; 4) 4 egymast kdvetd természetes
szam Osszege nem oszthatdé maradék nélkiil 4-gyel,

4) 6 egymast kovetd természetes szam Osszegének 6-tal valo
osztasakor a maradék 3!
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376.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) harom egymast kovetd természetes szam Gsszege 3 tobbszo-
rose;
2) 7 egymast kovetd természetes szam Osszege maradék nélkiil
oszthato 7-tel;
3) 4 egymast kovetd paros természetes szam 0sszege maradék
nélkiil oszthat6 4-gyel;
4) 5 egymast kovetd paros természetes szam Osszege maradék
nélkiil oszthatd 10-zel!
= 377.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) az ab, és ca szamok Osszege maradék nélkiil oszthato 11-
gyel;
2) az abe és cha szamok kiilonbsége maradék nélkiil oszthatd
99-cel!
378.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) az abe, bea és cab szamok Osszege 111 tobbszordse;
2) az abc szdmnak és e szam szamjegyei 0sszegének a kiilonb-
sége maradék nélkiil oszthato 9-cel!
379.% Bizonyitsatok be, hogy az x és y valtozénak nem létezik
olyan értéke, amelyeknél az S5x* — 6xy — 7)% és a —3x> + 6xy + 8)?
polinomok értéke egyidejiileg negativ lenne!
380.* Tegyétek ki a zarojeleket ugy, hogy az egyenldségekbdl azo-
nossagokat kapjunk:
Dx*—2x+1—-x*—-2x—-1=2;
DX —2x+1-x*—-2x—1=-2;
xX—2x+1-x>-2x—1=0.

I ISMETLO GYAKORLATOK

381. Novemberben a tévé 22 000 hrivnyaba keriilt. December 1-én
az lizletben felemelték a televizio arat 15%-kal, December 15-én
az iizlet bejelentette a szilveszteri iinnepi akciok megkezdését, és
10%-kal csokkentette a tévéarakat. Mikor volt jovedelmezdbb té-
vét venni: novemberben vagy a karacsonyi akciok idején?
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6. abra

382. A diagram (6. abra) a tollak eladdsi mennyiségét mutatja egy
irdszer boltban 6 hénapon keresztiil. Hany tollat adtak el atlagosan
havonta?

383. A kabat 4000 hrivnyaba keriilt. E16szor 5 %-kal csokkentették
az arat, majd 5 %-kal megemelték. Mennyi volt a kabat uj ara?
384. Az egyik csovon keresztiil 3 6ra alatt telik meg teljesen a me-
dence, a masikon pedig 6 ora alatt. E16szor két 6rara megnyitottak
az els6 csovet, aztan elzartak, és kinyitottdk a masikat. Mennyi id6
alatt telik meg a medence vizzel?

7
385. Tudjuk, hogy a parkban talalhatd fak 2a€ gesztenye-, az

5

ITh: pedig nyirfa. Hany fa van 0sszesen a parkban, ha tudjuk,

hogy a szdmuk tobb mint 100, de kevesebb, mint 200?

386. Egy gyalogos 4 km/h sebességgel ment a falubdl az adllomésra.
Egy oraval késébb egy kerékparos 10 km/h-s sebességgel hagyta
el a falut, 0,5 6raval korabban ért az 4llomdsra, mint a gyalogos.
Mennyi a tavolsag a falutol az allomasig?

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

387. A szorzés széttagolhatosagi tulajdonsagat alkalmazva hataroz-
zatok meg a kifejezések értékét:

Lo 55 28
1)12'(———); 2)36-(1—7—i+i); 3)(—+—j-—.
46 8 12 9 7 14) 25
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388. Bontsatok fel a zargjeleket:

1) 4 (2a — 3b); 3) (<2,6m + 3,51 — 7,2) - (—10);
2) 0,3 (9x =5y + 7); 4) —m (-n + 8k —12).
389. Egyszertsitsétek a kifejezéseket:
1) 3m’n - 0,4mn?, 3) —5x%%z8 - (—0,8x%%2%);
3
2) 7%b3c2 . %a4b5; 4) =5 ;abc -3.5a"b"c.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

390. Sanyi és Laci egy 30-jegyli szdm felirasa kdzben csak az 1, 2,
3, 4, 5 szamjegyeket hasznaljak. Az elsé szamjegyet Sanyi irja fel,
a masodikat Laci és igy tovabb. Laci olyan szamot szeretne kapni,
amelyik 9 tobbszordse. Meghiusithatja-e ezt Sanyi?

2.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Az alébbi egyenldségek koziil melyik nem azonossag?

A) -3 (a—b)=-3a+3b; C)8a—(4a+1)=4a-1;
B) 9a —8a + a = 2a; D) -(x+3y)+(2x—y) =3x+2y.
2. Hatarozzatok meg a (-2,4 + 0,4)* kifejezés értékét.
A) -8; B) 8; Q) 16; D) -16.
3. Egyszerisitsétek le a (—a®)* - (—a’)* kifejezést!
A) a*; B) —a%; C) a*; D) —a*.
4. Végezzétek el a (0,3a*)*. hatvanyra emelését!
A) 0,945 B) 0,94 C) 0,094°; D) 0,094".
5. Az alabbi kifejezések koziil melyik egytag?
A) 0,4x + y; B) 0,4x —y; C) 0,4xy; D) egyik sem.

6. Az alabbi egytagu algebrai kifejezések koziil melyikkel egyenld
1
a0,7a’b - ;azb“ ? kifejezés?
A) 7a°b5; B) 7a%h%; C) 0,1a°b"; D) 0,1a%b®.
7. Az alabbi egytagu algebrai kifejezések koziil melyiknek a négy-

1
zete az mecwo ? kifejezés?

1 1 1 1
A) 28, B) —b32050; Q) —bgclo; D) _1pel0
2 2 2 2
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8. Ismert, hogy m < 0 és n < 0. Hasonlitsatok &ssze 0-val az m’°n®
kifejezés értékét!

A) m’n®=0; C) m°n® < 0;

B) m®n® > 0; D) nem lehet megallapitani.
9. Vonjatok Ossze a 2x* + 6xy — 5x* — 9xy + 3y tobbtag egynemi
tagjait!

A) —3xy; C) 3x%

B) —3x2 - 3xy + 3% D) 3x* 4+ 3xy + 3)~
10. Hatarozzatok meg az x> — 3x — 4 és az x — 3x* — 2 tobbtagok
kiilonbségét!

A) 4x* —4x - 2; C) —2x2 —2x — 6;

B) —2x? — 4x - 2; D) 4x* —4x - 6.

11. Az alabbi kifejezések koziil melyik vesz fel csak negativ érté-
keket?

A) x° + 4; B) x® —4; C) x*+4; D) —x*—4.
12. Melyik az (x — 7)* + 2 kifejezés legkisebb értéke?
A) 2; B) 7; O)s; D) 9.

H Egytagu algebrai kifejezés és a polinom
szorzasa

Megszorozzuk a 2x egytagl algebrai kifejezést a 3x + 2y — 5
polinommal. Ehhez felirjuk a 2x (3x + 2y — 5) szorzatot. Felbontjuk
a zardjelet a szorzas széttagolhatosagi tulajdonsaganak felhasznala-
saval. A kovetkezot kapjuk:

2x (Bx + 2y —5)=2x-3x+2x -2y — 2x - 5=6x*+ 4xy — 10x.

A kapott 6x* + 4xy — 10x polinom lesz a 2x egytagu kifejezés és
a 3x + 2y — 5 polinom szorzata.
Az egytag és a tobbtag szorzatat mindig felirhatjuk tobbtagként.

Egytagu algebrai kifejezést a polinommal ugy szorzunk, hogy
az egytagot megszorozzuk az adott polinom mindegyik tagjaval, és
a kapott szorzatokat osszeadjuk.
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Az egytagu kifejezés és a polinom szorzasanal teljesiil a szorzas
felcserélhetdségi tulajdonsaga. Ezért a fenti szabalyt felhasznalhat-
juk a polinomnak az egytagu kifejezéssel vald szorzasanal is.

PELDA 1 Hozzatok egyszeriibb alakra a 6x (x — 1) — 3 (2x* — 3x
+ 4) kifejezést!
Megoldas. A kovetkez6t kapjuk:
6x (x—1)—3(2x*-3x+4)=
=6x>—6x—6x>+9x—12=3x—-12. <

PELDA 2 Oldjatok meg a 0,5x (3 + 4x) = 2x (x — 2) — 11 egyen-
letet!
0,5x (3 +4x)=2x (x—2)—11.

Megoldas:
1,5x + 2x*> = 2x*> —4x — 11;
1,5x + 2x* — 2x* + 4x = —-11;
5,5x=-11;
x=-2.
Felelet: 2. 4

PELDA '3 Oldjatok meg az egyenletet:
5x +4 X +3 _9
12 8
Megoldas: Az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk 24-

gyel, ez a szam az egyenlet tortjeinek legkisebb kozos nevezdje. A
kovetkezot kapjuk:

(5“4—“3)-24:2-24.
2 8

Sx +4 +3
Innen 24 - a _24_x =438,

2(5x+4)-3(x+3)=48;
10x +8 —3x—-9=48;
Tx—1=48;
x=17.
Felelet: 7. 4



94 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozds egyenletek

PELDA 4 Bizonyitsatok be, hogy a véltozo barmilyen értékénél
a3a (a*> —4) — 2a* (1,5a + 4a* + 6 (2a — 1) kifejezés negativ
lesz!

Megoldas: 3a(a*>—4)—-2a*>(1,5a+4a*)+ 6 2a—-1)==3d°
—12a-3a*-8a®+ 12a— 6 =—8a® — 6.

A —8a° kifejezés értéke az a valtozo barmely értéke mellett nem
pozitiv. Tehat a —8a® — 6 kifejezés értéke negativ az a valtozo bar-
mely értéke mellett. <«

PELDA 5 Az m természetes szam 6-tal valo osztasanak maradéka
5, az n természetes szam 4-gyel valo osztdsanak maradéka pedig 2.
Bizonyitsatok be, hogy a 2m + 3n kifejezés érté¢ke oszthato 4-gyel
¢s nem oszthatd 12-vel!

Megoldas: Az m szam 6-tal vald osztasanak nem teljes ha-
nyadosa legyen a, és a 4-gyel valo osztasanak pedig b. Ekkor m =
6a+5 n=4b + 2.

Tehat,

2m+3n=2(6a+5)+3(4b+2)=
=12a+10+ 120+ 6=12a + 12b + 16.

A kapott 0sszeg mindegyik O0sszeadanddja oszthatd 4-gyel,
ezért az Osszegiik is oszthato lesz 4-gyel.

Az els6 két 0sszeadando oszthatd 12-vel, a harmadik pedig nem
osztodik vele. Ezért az 0sszeg nem fog 12-vel osztodni. €

‘)
i Hogyan szorzunk egytagot polinommal?

I GYAKORLATOK

391.° Végezzétek el a szorzést:
1) a (a-Db); 3)—<c (4 +c);
2) m (m+n—4), 4) -a*(@—a+1).



10. Egytagu algebrai kifejezés és a polinom szorzésa

95

392.° Végezzétek el a szorzast:

1) m (n-3); 3) —m (m — 6);

D) x(y—z+4); 4)—a (a*—b+c).
393.° Alakitsatok polinomma a szorzatokat:

1) 3x 2x +5); 4) 5b* (36> — 7b +10);

2) 4x (x* — 8x — 2); 5) mn (m*n — n’);

3) 2a (&> + a — 3), 6) 2ab (a® — 3a*b + b?);

7) (& =6y +7) - (-1.2);
8) 0,4x%*y (3x)? — 5xy + 13x%°);
9) (2,3a°b — 1,7b* — 3,5b) - (—10a?b);
10) —4pk’ (3p%k — p + 4k — 2).
394.° Végezzétek el a szorzést:
1) 3x (4x* — x); 3) (80> — 10b + 2) - 0,5b;
2) —5a* (a*> — 6a — 3); 4) x> (x° — x>+ Tx — 1);
5) —2c2d* (4c? — 3d + 5d%);
6) (5m’n — 8mn* — 2n®) - (—4m*n®).
395.° Egyszeriisitsétek a kifejezést:
1) 8 —2x 3x +4);
2) 7a> + 3a (9 — 5a);
3) 6x(4x — 7) — 12 (2x* + 1);
YHel—1)+c(c— 1)
5) 2m (m —3n) + m (5m + 11n);,
6) 8x (&% + %) — 9x (x* —)7);
7) 5b°(2b — 3) — 2,5b%(4b — 6);
8) x(5x* + 6x + 8) — 4x (2 + 2x + x?).

396.° (Keresd meg a hibat) Megoldva a feladatot, melyben egysze-
rusiteni kellett a kifejezést, Ledascsenko Vaszil a kdvetkezdképpen

oldotta meg:
Am? 2m* —m)—3m* (m—2) =
=8m* — 4m* — 3m* — 6m* = Sm* — 10m°.

Allapitsd meg, hogy hol van a hiba a megoldasban?
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397.° Egyszeriisitsétek a kifejezést:
1) 7x(x —4) —x (6 — x);
2) 5ab(4a + 3b) —10a2(2b — 4);
3) xy(2x — 11y) — x(xy + 14)%);
4) 5¢3(4c — 3) — 2¢X(8c? — 12).

398.° Egyszerisitsétek a kifejezést €s szamitsatok ki az értékét:
1)3x(2x—5)—8x (4x—3), hax=—-1;
2) 2x(14x*> —x + 5) + 4x(2,5 + 3x — 7x?), hax =7,
3) 8ab(a? — 2b*) —Ta (a®b — 3b*), haa=-3, b=2.

399.° Egyszerisitsétek a kifejezést és szamitsatok ki az értékét:
1
1) 6x(6x—4)+9x(3—4x), hax = —5;

2) 2m(m—-n)—n(Bm—-n)—n(n+6), ham=-4,n=0,5.

400.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) 5x Bx—2)— 15x (4 + x) = 140;
2)1,2x(4+5x)=3x(2x+1)-9;
3)6x (7x—8)—2x (21x—6) =3 —30x;
4) 12x — 3x (6x —9) =9x (4 — 2x) + 3x;
5) x> —x(7Tx —5)—22,5x+1)—3=0;
6) 8 (x> —4) — 4x(3,5x — 7) = 20x — 6x%.

401." Hatarozd meg az egyenlet gyokét:
1) 0,4x(5x — 6) + 7,2 = 2x(x + 0,6);
2) x(3x +2) — 9(x* — 7x) = 6x(10 — x);
3) 12(x* = 2) — Tx(x* —1) = 5x* + 2x + 6.

402.° Bizonyitsatok be az azonossagot:
1)ab (b —c¢) +ac (¢ —b) —a (b*> —3bc + ?) = abc;
2)4a (a +b) —a 3a — 4b) — 8ab = a*;
3a(a+2b)+b(a+b)=b2a+b)+a(a+Db);
YHYab+c—bc)y—b(a+c—ac)=(a-Db)c.

403.° Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) a(a + b) — b(a — b) = a*> + b
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2DYb(a-b)+b(b+c)=b(a+b)—b(b-c).
404.° Bizonyitsatok be, hogy a
x(12x + 11) — x*(x* + 8) — x(11 + 4x — X?)
HE 3aJ€KNUTH BiJ 3HAYEHHS 3MIHHOI.

405.° Bizonyitsatok be, hogy a
2
6x (x =3)—9 (gxz —2x +7)
kifejezés értéke fliggetlen a valtozo értékétol!
406." Egyszerusitsétek a kifejezést:

5-2a

+4
T 1242 :

1) 15a-

2) 24¢% .

xX—y x =2y
34x - ———45y - == —(6y —5x).
3) = Y s y(6y )

407." Egyszertsitsétek a kifejezést:

5b° —4 3b-2b°
1) 65 - +20b - YR
+ —
2) 14m - ’”7” “DT qen —2(mP+n?).
408.* Oldjatok meg az egyenletet:
x—=7 Xx 2x+3 1-4x 1
1) ——=2 3) + ==
4 6 6 8 3
2x+6 x —7 4 3 2x+3 x +6
- =4; X — = .
) 2 7 ) 2 3
409.” Hatarozd meg az egyenlet gyokét:
Tx +1 4x +3 2x +1  3x +1
_ = : 2) — =2.
8 4 6 7

410.° A valtoz6 mely értékénél lesz a 8y(y — 7) kifejezés értéke 15-
tel nagyobb, mint a 2y (4y — 10,5) kifejezés¢?
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411.° A téglalap hossza haromszor nagyobb, mint a szélessége. Ha
a téglalap szélességét 6 cm-rel csokkentjiik, a teriilete 144 cm?-rel
csokken. Hatarozzatok meg a téglalap eredeti szélességét!

412.° A téglalap szélessége 8 cm-rel kisebb, mint a hossza. Ha a
téglalap hosszat 6 cm-rel noveljiik, akkor teriilete 72 cm?-rel nd.
Hatdrozzatok meg ennek a téglalapnak a keriiletét!

413. Helyettesitsétek a csillagot olyan egytagu algebrai kifejezés-
sel, hogy azonossagot kapjatok:

1) *-(a—b+c)=—abc + b’c — bc%

2) * - (ab — b*) = a3’ — a’b*;

3) 3a*(* — *) = 6a° + 154"
414.” Helyettesitsétek a csillagot olyan egytagu algebrai kifejezés-
sel, hogy azonossagot kapjatok:

D @=yp) - *=x)" = xy;

2) (F9x2 +F) ry =

3) (1,4x — *) - 3x = * — 0,6x%;

4) *#(* — x35 + 5)%) = 8x3) + 5x3)F — *,
415.” Bizonyitsatok be, hogy ha:

1) a+b+c=0, akkor a (bc—1)+b(ac—1)+c(ab—1)=3a

bc;
2) a® + b* = ¢, akkor ¢ (ab—c)— b (ac — b) — a (bc — a) + abc
=0.

416.” Bizonyitsatok be, hogy a 4(x* — 2x + 4) — 0,5x(6x —16) kife-
jezés értéke az x barmilyen értékénél pozitiv!
417.” Bizonyitsatok be, hogy a 3x*(3 — 4x) — 6x(1,5x — 2x* + x%)
kifejezés értéke az x barmilyen értékénél nem negativ!
418.” Bizonyitsatok be, hogy a 7a*(a + 3) — a*(2Qla + 7a* — 3a°)
kifejezés értéke az a barmilyen értékénél nem negativ!
419.” Oldjatok meg az egyenletet:

l)6)6—7_3x+1:11—x; 2)5x—3_4x+3:

5 6 15 9

x—1;
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8x =5 4x +3 +2—9x
3 4 2
8x?—3x 6x’+1
16 12
420.” Hatarozd meg az egyenlet gyokét:
2x +3  5x +13 +5—2x

43 +5¢  10-2x? 2
+ =3.

14 7

421.” Héarom nap alatt 108 km-t tett meg a turista. A masodik na-
pon 6 km-rel tobbet tett meg, mint az elsén, a harmadikon pedig az

3) =-3;

—1.

5
elsé két napon megtett tavolsag E_ét' Hény kilométert gyalogolt a

turista ezeken a napokon?

422."" Harom munkasbrigdd egy miiszakban 80 alkatrészt gyartott.
Az els6 brigad 12-vel kevesebb részt készitett, mint a mésodik

3
brigad, a harmadik brigad pedig a ;-ét készitette annak, amit az
elsé és a masodik brigdd egyiittvéve. Hany alkatrészt készitettek az
egyes brigadok?

423.” Az a természetes szamot 3-mal osztva a maradék 1, a b sza-
mot 9-cel osztva a maradék pedig 7. Bizonyitsatok be, hogy aa 4a
+ 2b oszthat6 3-mal!

424.”° Az m természetes szamot 5-tel osztva a maradék 3, az n sza-
mot 3-mal osztva a maradék pedig 2. Bizonyitsatok be, hogy a 3m
+ 5n nem oszthato 15-tel!

I ISMETLO GYAKORLATOK

425. Az akci6 soran a cipd Uj ara 0,68 része lett a régi aranak. Hany
szazalékkal csokkent a cipok ara?
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426. A helykozi buszon vald utazasra szolo jegy felnétteknek 200
hrivnyaba keriil, az iskoldsoknak a jegy ara pedig a felnétt jegy
aranak 60%-a. A csoport 22 iskolasbol és harom feln6ttbdl all.
Mennyibe keriil az utazas az egész csoportnak?

427. Ukrajna harom legnagyobb torkolata, a Dnyeper—Bugi-liman,
a Dnyeszter-liman és a Szaszik (Kuduk)-limén, a Fekete-tengerbe

2
omlik. Az 6ssztertiletiik 1364,8 km?. A Dnyeszter-liman teriilete 2 5
-szer kisebb a Dnyeper—Bugi-liman teriileténél, a Szaszik-liman

teriilete 25,6 %-a Dnyeper—Bugi-liman teriiletének. Hatdrozzatok
meg mindegyik liman teriiletét!

428. Az els6 napon Lacko elolvasta a konyv 7 részét, a masodik

napon a konyv 64 %-at, a harmadikon pedig a maradék 54 oldalt.
Hany oldalas a konyv?

429. A kerékparos az eldtte allo Gtnak az els6 felét 3 ora alatt tette
meg, a masodikat pedig 2,5 6ra alatt, mivel ndvelte a sebességét 3
km/h — val. Milyen tavolsagot tett meg ekdzben a kerékparos?

430. Az egyik raktarban 184 tonna 4svanyi miitragya volt, a maso-
dikban 240 tonna. Az els6 raktarbdl naponta 15 tonna, a masodik-
bol pedig 18 tonna miitragyat szallitottak el. Hany nap mulva lesz

2
az els6 raktarban 1évé miitragya tomege 378 2 masodik raktarban

marado miitragya tomegének?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

431. Az egyfordulds roplabdatornan (azaz minden csapat egyszer
jatszott egymassal) a csapatok 20 %-a egyetlen meccset sem nyert
meg. Hany csapat vett részt ezen a tornan? (Megjegyzés: A rop-
labdaban nincs dontetlen, mindig az egyik csapat nyer, a masik
veszit.)
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Polinom szorzasa polinommal

Megmutatjuk, hogyan kell 0sszeszorozni egy tobbtagot egy
masik tobbtaggal a kovetkezd példan: (@ + b) (x —y —z). Ha a
masodik tényezot c-vel helyettesitjiik, akkor a kovetkez6t kapjuk:

(a+b)y(x—y—z)=(a+b)c=ac+ bc.

Most az ac + bc kifejezésben a ¢ helyére behelyettesitjiik az x —
y — z polinomot. Felirjuk:

actbc=alx—y—z)+bx—y—z)=ax—ay—az+ bx— by — bz.

A kapott polinom a keresett szorzat.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a szorzatot a kovetkezd
séma szerint hatarozzuk meg:

/@«
(@a+b)(x—-—y—2)
w

A séma alapjan a kovetkezd szabalyt irhatjuk fel:

Polinomot polinommal ugy szorzunk, hogy az elsé polinom
mindegyik tagjat megszorozzuk a masik polinom minden egyes
tagjaval, és a kapott szorzatokat osszeadjuk.

Tehat polinomnak polinommal val6 szorzasakor mindig polino-
mot kapunk eredményiil.

PELDA |1 Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezést:
Bx—4)(2x+3)—-(x=2)(x+5).
Megoldas:
Bx—4)(2x+3)—-(x-2)(x+5)=
=6’ + 9 —8x— 12— (x*+5x—2x—10) =
=60 +9x - 8x— ]2 X’ —S5x+2x+ 10 =5 -2x-2. 4

PELDA 2 Adjatok meg a kifejezést polinom alakban:
(a+2)(@-5)(a+3).
Megoldas: (a+2)(a-5)(a+3)=
=@ -5a+2a-10)(a+3)=(a*-3a—-10)(a+3)=
=a’+3a>-3a>-9a—10a - 30 =a’> — 19a — 30. 4
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PELDA '3 Hatarozzatok meg azt a négy egymast kovetd termé-
szetes szdmot, amelyek koziil a harmadiknak és a negyediknek a
szorzata 38-cal nagyobb az elsé és a masodik szam szorzatdnal!

Megoldas: Legyen a legkisebb szdm x, akkor a harom kovetke-
z0 szam x + 1, x + 2, x + 3. Mivel a feltétel szerint az (x + 2) (x + 3)
szorzat 38-cal nagyobb az x (x + 1) szorzatnal, ezért felirhatjuk:

x+2)(x+3)—x(x+1)=38.
Innen X +3x+2x+6—x>—x=238;
4x =38 - 6;
x=_8.
Tehat a keresett szamok: 8, 9, 10 és 11. <«

PELDA 4 Bizonyitsatok be, hogy az
n+39)(n—-4)—m+31)(n-3)

kifejezés értéke 7 tobbszordse az n barmely természetes értéke

mellett.

Megoldas: Elvégezziik az atalakitast:
n+39)(n—-4)-m+31)(n-3)=
=n*—4n+39n—-156 —(n*-3n+31n-93) =
=n’—4n+39n-156-n’+3n-31n+93 =
=Tn—-63=7mn-9).

Az adott kifejezést felirtuk két olyan tényezd szorzataként,
amelyek koziil az egyik 7, a masik pedig csak egész értékeket vesz
fel. Tehat barmely természetes n esetén az adott kifejezés értéke
oszthato 7-tel. «

C)
i Hogyan szorzunk tébbtagot tobbtaggal?

I GYAKORLATOK

432.° Végezzétek el a szorzést:
1) (a=2) (b+5); 4) (x—10) (x—9);
2) (m+n) (p—k); 5) (¢ +5) (c +8);
3) (x—=8) (x+4); 6) By +1) (4y - 6);
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7) (2m —3) (5 — m); 10) (x —5) (x* + 4x — 3);

8) (5x% — x) (6x* + 4x); 11) 2a + 3) (4a> — 4a + 3);
9 (—c—4) (A +3); 12) a (5a —4) 3a-2).

433.° Alakitsitok polinomma a kifejezést:

1) (a+0b)(c—d); 6) 3y —35) 2y - 12);

2) (x—6) (x—4); 7)(2x*=3) (x> +4) ;
3Y@a-3)(a+7) 8) (x—6) (x*—2x+9);

4) (11 =¢) (¢ +8); 9) (5x —y) (2x*+ xy — 3y?);
5)(d+13) (2d-1); 10) b (66 +7) 3b—4).

434.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
1) (x+2) (x+ 11)—2x (3 — 4x);
2)(@+5)(@a-2)+(a-4)(a+6)
H-9C-DH-2+1)(Gy-7);
4)(4x—1)(4x—-3)—(2x—-10) (8x + 1).

435.° Hozzatok egyszeriibb alakra a kifejezéseket:
D@-2)(a—1)—a(a+1),
2)(b=5)(b+10)+(b+6)(b-238);
3) 2c+3)Bc+2)—2c+7)2c—T7);
4) Bd+5)(5d—1)—(6d—-3) (2 - 8d).

436." Hozzatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket, és szamitsatok

ki az értékeit:
DEx+2)(x—5)—-(x—-3)(x+4), hax=-5,5;

) +9) (r—2)+ (3 —) (6+5)), hay=—1%.

437." Hozzéatok egyszerlibb alakra a kifejezéseket, és szamitsatok
ki az értekeit:
I)(a+3)(a@a—10)—(a+7)(a—4), haa=-0,01;
1
2) 8¢+ 12)(Bc— 1)+ (Bc+2)(-5¢—6),hac=1 g

438.* Oldjatok meg az egyenleteket:
1) (2x—3) (4x +3) — 8x? = 33;
2) 2x—6) (8x +5) + (3 —4x) (3 +4x)=55;
3) 21x* — (3x —7) (7x —3) = 37,
Hx+DHx+2)—-x-3)(x+4)=12;
SYHAx+D)x-1)—x=06-2x)2x+3)-17.



104 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozds egyenletek

439." Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2x—1) (15 +9x) — 6x (3x—5) =87;
2)(14x-1)2+x)=2x-8) (Ix+ 1);
) (x+10)(x—=5)—(x—6) (x+3)=16;
4)Bx+7)Bx+1)=(6x—-7)(4x—1) + 93x.

440.° Végezzétek el a szorzasokat:
1) (e+2) (k= 1) (x— 4
2)(2x+1)(x+5) (x—06);
3) (x* — 2x + 3) (x* + 2x — 3);
4) (a+2b—c)(a—3b+2c)
5) (a + b) (& — @b + ab® — b);
6) (x— 1) (x*+x*+x2+x+1).

441." Alakitsatok at a kifejezést tobbtagga:
)(a+1)(@a-2)(a-3); 3) (@2 —2a+1)(a*>+ 3a—2)
2)(Ba—-2)(@a+3)(a-T7); Ha+)(@*—-ad+a*—a+1).

442.° Alakitsatok at a hatvanyt szorzatta, majd a szorzatot tobbtag-

ga:
1) (a +5) 2) (4 —=3b)Y 3)(atb+c)Y, 4)(a—Db).

443.° Bizonyitsatok be, hogy az (x + 3) (x> —4x +7)— (x*=5) (x— 1)

értéke 16-tal egyenld, a valtozo barmely értéke mellett!

444. Bizonyitsatok be, hogy az (x —3) (x* + 7) — (x = 2) (x* = x + 5)
érteke —11-gyel egyenld, a valtoz6 barmely értéke mellett!

445." Gondoltunk négy természetes szamot. A masodik szam 1-gyel
nagyobb az elsénél, a harmadik 5-tel nagyobb a mésodiknal, a ne-
gyedik pedig 2-vel nagyobb a harmadiknal. Hatarozzatok meg ezt a
négy szamot, ha az elsd szam gy aranylik a harmadikhoz, mint a
masodik a negyedikhez!

446." Gondoltunk harom természetes szamot. A masodik szam
4-gyel nagyobb az elsénél, a harmadik pedig 6-tal nagyobb a maso-
diknal. Hatdrozzatok meg ezeket a szdmokat, ha az els6 szam ugy
aranylik a masodikhoz, mint a méasodik a harmadikhoz!
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447." Hatarozzatok meg azt a négy egymast kovetd természetes
szamot, amelyek koziil a negyedik és a masodik szorzata 17-tel
nagyobb a harmadik és az els0 szam szorzatanal!

448." Hatarozzatok meg azt a harom egymast kovetd természetes
szamot, amelyek koziil a méasodiknak és a harmadiknak a szorzata
50-nel nagyobb az elsd szam négyzeténél!

449." A négyzet oldala 3 cm-rel rovidebb a téglalap egyik oldala-
nal, és 5 cm-rel hosszabb a masiknal. Hatarozzatok meg a négyzet
oldalat, ha a teriilete 45 cm?-rel nagyobb az adott téglalap teriile-
ténél!

450.° A téglalap kertilete 60 cm. Ha az egyik oldalat 5 cm-rel meg-
roviditjiikk, a masikat pedig 3 cm-rel meghosszabbitjuk, akkor a
teriilete 21 cm?-rel kisebb lesz az eredetinél. Hatarozzatok meg az
adott téglalap oldalait!

451.° A téglalap hossza 2 cm-rel nagyobb a szélességénél. Ha a
hosszat 2 cm-rel noveljiik, a szélességét pedig 4 cm-rel roviditjiik,
akkor a teriilete 40 cm?-rel kisebb lesz, mint eredetié. Hatarozzatok
meg az eredeti téglalap oldalainak hosszat.

452.° Bizonyitsatok be az azonossagokat:
Dx*—8&+7=x—-1)(x—7);
)y -1 +t2)=y' -5 147
3)ad-8=(a—-2)(a*+2a+4),
H@a-(a+)(@+1)=a*—1,
5Y(@*—a*+ 1) (a*+a+1)=da*+a* +1.

453." Bizonyitsatok be az azonossagokat:

1
1)3a>+10a+3=3(a +3)(a+gj;
2)(a+1)(@+5a+6)=(a*+3a+2)(a+3);
Nat+t)(@-—-ad+a—a+)=da+1.

454.° Igaz-e, hogy az (n + 9) (n + 11) — (n + 3) (n + 5) kifejezés
értéke az n barmely értéke mellett 12 tobbszorose?
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455." Igaz-e, hogy az (n + 29) (n + 3) — (n + 7) (n + 1) kifejezés
értéke az n barmely értéke mellett 8 tObbszorose?
456.* A csillagot olyan egytagu algebrai kifejezéssel helyettesitsé-
tek, hogy azonossagot kapjunk:

D(@=2)(*+6)=a+*—%

2) Qa+T7)(a—*)=*+*-14.
457.” A csillagot olyan egytagu algebrai kifejezéssel helyettesitsé-
tek, hogy azonossagot kapjunk:

D)(x+3) (5 +5) =30+ %+ %

2)(x—4) (x+*)=*+*+24,
458." Kivalasztottak négy egymast kovetd természetes szamot és
kiszamoltak a masodik és a harmadik szam szorzata valamint az
elsé és negyedik szamok szorzata kozotti kiilonbséget. Filigg-e a
kiilonbség értéke a szamok kivalasztasatol?
459.” Kivalasztottak harom egymast kovetd természetes szamot és
kiszamoltak a masodik négyzetének valamint az els6 és harmadik
szorzatanak kiilonbségét. Fligg-e a kiilonbség értéke a szamok ki-
valasztasatol?
460.” Bizonyitsatok be, hogy az ab - ba — ab kifejezés értéke mara-
dek nélkiil oszthatod 10-zel fiiggetleniil az a és b értékétdl?
461.° Az x természetes szam 6-tal valo osztasanak maradéka 3, az
y természetes szam 6-tal valo osztasakor a maradék 2. Bizonyitsa-
tok be, hogy az x és y szamok szorzata oszthat6 6-tal!

462.” Bizonyitsatok be, hogy ha ab + bc + ac = 0, akkor
(a@a—-b)(a—c)t(b—-—-c)y(b—a)+t(c—a)(c—b)y=a*+ b+
463.% Az a természetes szam 8-cal valo osztdsanak maradéka 3, a b
természetes szdm 8-cal vald osztasakor a maradék 7. Bizonyitsatok
be, hogy az a és b szamok szorzatanak a 8-cal valo osztasakor a

maradék 5 lesz!

464.° Az m természetes szam 11-gyel valé osztdsanak maradéka
9, az n természetes szam 11-gyel valo osztasakor a maradék 5. Bi-
zonyitsatok be, hogy az m és n szamok szorzatanak a 11-gyel valo
osztasakor a maradék 1 lesz!
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I ISMETLO GYAKORLATOK

465. A személyi jovedelemadd a munkabér 18 %-a. A jovedelem-
ado levondsa utan a mérnok 19 680 hrivnyat kapott. Mennyi volt a
felszamolt fizetése?

466. 20 szazalékos dragulas utan az 6ltony 2760 hrivnyaba kertilt.
Mennyi volt az 61tony ara az aremelés el6tt?

467. Két munkas egyiitt 108 alkatrészt készitett. Az elsd 5 orat, a
masodik pedig 3 orat dolgozott. Hany alaktarészt készitettek oran-
ként ezek a munkasok, ha egyiitt 1 ora alatt 26 alkatrészt allitottak
eld?

= 468. Osszekevertek 72 gramm 5 %-0s és 48 gramm 15 %-0s
sooldatot. Hany szazalékos sdoldatot kaptak?

469. Oldjatok meg az egyenletet:

1) Lx + 2x = x6; 2) x4 + x8 = 1x2.
470. Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) 1816n = 128 . 9|2n; 2) 7581 = DD54n . 6252”,

ha n természetes szam!

471. (Osrégi gorog feladat.) Démokritosz' hosszu életének negye-
dét kisfiaként, 6todét ifjuként, harmadat férfiként és 13 évet Greg-
ként élte le. Hany évet élt Démokritosz?

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

472. Szamitsatok ki a szorzas széttagolhatdsagi tulajdonsaganak
alkalmazasaval:

9 10 1
1)4,8-29+48-71; 3)3—-0,3-0,3-1—+0,3-1—.
14 21 6

9 7 5

3>l ,2 .1,
14 9 “14 9

' Démokritosz (i. e. IV-III. szazad) — 0kori gorog politikus, szonok és
torténész.
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473. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) x (x +4) = 0; 3) 3x +5) (10 — 0,4x) = 0.
2)(x—6)(x+9)=0;

l GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

474. Egy 5 x 5 tabla minden négyzetében iil egy bogar. Egy bizo-
nyos pillanatban mindegyik bogar atmaszik a szomszédos négy-
zetbe (vagy vizszintes vagy fliggdleges iranyban). Mindenképpen
iiresen marad-e ekkor valamelyik négyzet?

Polinomok tényezokre bontasa.
A kozos tényezo kiemelése a zardjel elé

Megszorozzuk a 2x — 1 polinomot az x + 1 polinommal. Felir-

juk:
2x—-DHEx+tDhHh=2x+2x—x—1=2x>+x—1.

A (2x—1) (x + 1) =2x* + x —1, polinomot, amelyet felirhatjuk
a kovetkez6 modon is: 2x> +x —1=(2x — 1) (x + 1).

Ebben az esetben a 2x*> + x — 1 tobbtagot a 2x — 1 és az x + 1
tényezdire bontottuk.

Altalanossagban elmondhaté, hogy a polinomok felirdsat né-
hany tényezd szorzataként, a polinom tényezékre bontiasanak
nevezzik.

Sok feladat megoldasdnak kulcsa a polinomok tényezdkre
bontasa. Példaul a 2x — 1 = 0 és az x + 1 = 0 egyenleteket nagyon
konnyli megoldani, de a 2x*> + x — 1 = 0 egyenlet megoldasa sza-
motokra még ismeretlen. De, ha tényezbékre bontjuk a 2x> + x — 1
polinomot, akkor a 2x* + x — 1 = 0 egyenletet a kdvetkez6képpen
irhatjuk fel:

2x—-1)(x+1)=0.
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Innen 2x — 1 = 0 vagy x + 1 = 0. A keresett gyokok a 0,5 és a
—1.

Tehat a tobbtag tényezokre vald bontasa vezetett ahhoz, hogy
az Osszetett egyenlettdl eljutottunk két egyszerli egyenlet megolda-
sahoz.

Tobb modszer is 1étezik, amelyek segitségével tényezokre tud-
juk bontani a polinomokat. Az egyik legegyszeriibb ezek kozil a
kozos tényezo kiemelése a zardjel elé.

Ez az atalakitds szamotokra mar ismert. Példaul a hatodik osz-
talyban az 1,62 - 1,08 — 0,08 - 1,62 kifejezést a kovetkezé6 modon
szamitottatok ki:

1,62 - 1,08 — 0,08 - 1,62 = 1,62 (1,08 — 0,08) = 1,62.

Itt a szorzas Osszeadasra vonatkoztatott ¢ (a + b) = ac + bc
széttagolhatosagi tulajdonsagat alkalmaztuk, de most jobbrol balra
olvasva: ac + bc = ¢ (a + b) egyenldséget hasznaltuk.

Ezt a modszert alkalmazzuk a kdvetkezd példak megoldasanal.

PELDA |1 Bontsatok tényezdkre:

1) a’b* + ab?; 2) 8a*b* — 12ab?; 3) 10a® - 5a°.

Megoldas: 1) Az a’b’ és ab’ egytagu algebrai kifejezések a
kovetkezd kozos tényezoket tartalmazzak: a, b, ab, b* és ab*. Ezek
koziil a tényezok koziil barmelyiket kiemelhetjiik a zarojel elé. De
a kozos tényezot ugy valasztjuk ki, hogy a zardjelben maradd po-
linom tagjainak mar ne legyenek kozos betiitényezéi. Ez a gondo-
latmenet azt sugallja, hogy a zarojel elé az ab* kozos tényezot kell
kiemelniink:

a*b* + ab® = ab*(a + b).
Ahhoz hogy leellendrizziik, helyesen bontottuk-e tényezdkre a

polinomot, 0ssze kell szoroznunk a kapott tényezdket.

2) Ha a polinom egylitthat6i egész szamok, akkor a zardjel elé
e szamok abszolut értékeinek a legnagyobb kozos osztdjat emelik
ki (a mi esetiinkben ez a 4-es szam):
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8a*b? — 12ab’ = 4ab* 2a — 3b).
3) Felirhatjuk: 10a® — 5a° = 5a° 24> - 1). 4

PELDA 2 irjatok fel a kifejezéseket polinomok szorzataként:
a(m—-3)+b(m-3); 3)6x (x—7)—(x—T)~
2)x(c—d)+y(d-o)

Megoldas: 1) Ebben az esetben az m — 3 tébbtag a kozos
tényezo:
a(m-=3)+b(m—-3)=(m-3)(a+b).

2) Felirjuk:
x(c-d)tyd-o=x(c—d)yty (1) (c—d=
=x(c-d)-y(c-d)=(c-d) (x-y).

3) Felirjuk:
ox(x—7)—(x=7P=x-T)(6x—(x—7)) =
=(x-7N(x—-x+7N=x-7)5x+7). 4

PELDA '3 Emeljétek ki a kozos tényezét a zarodjel elé a (12x —
18y)?* kifejezésben.
Megoldas: Felirjuk:
(12x— 18y = (6 2x — 3y))* =
=62 (2x —3y)> =36 (2x — 3y)>. 4

PELDA |4 Oldjatok meg az egyenleteket: 1) 4x? — 12x = 0; 2) (3x
-NHx+4H+(x-1)(x+4)=0.

Megoldds: 1) Tényezdkre bontjuk az egyenlet bal oldalat, és
felhasznaljuk azt a szabalyt, hogy egy szorzat mikor egyenld nul-
laval, felirjuk:

4x (x—3)=0;
x=0vagyx—3=0;
x =0 vagy x =3.
Felelet: 0; 3.
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2) BGx—-T7x+4d)+(x-1)(x+4)=0;
x+4)Bx—T+x-1)=0;
x+4=0vagy 4x -8 =0;

x =—4 vagy x =2.

Felelet: —4;2. 4

PELDA 5 Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 87 — 4° maradék nélkiil oszthatd 14-gyel;
2) 20° — 4% oszthato 121-gyel!

Megoldas: Felirjuk a 87 és 4° kifejezéseket 2-es alapt hat-
vanyként, majd kivissziik a kozos tényezot a zardjel elé. A kovet-
kez6t kapjuk:

8 =4 =23y — (2 =221 =28=28 (22 - 1)=2B8-(8-1) =
=28.7=217-2-7=2"-14.

Tehat az adott kifejezés két természetes szadm szorzataval
egyenld, amelyek koziil az egyik 14. Ebbol kovetkezik, hogy a 87 —
4° kifejezés maradék nélkiil oszthato 14-gyel.

2) Felirjuk: 20° —44=(5-4) —4* =5 - 4 - 44 =43(5° - 4) =

=4(125 - 4)=4° - 121.

Tehat a kifejezés értéke maradék nélkiil oszthatd 121-gyel. €

PELDA 6 Az a mely értékénél lesz az (x +2) - (x + a) — x(x +1) =
3a + 1 egyenletnek szamtalan megoldasa?

Megoldas:

XH+ax+2x+2a—x>-x=3a+1;
ax+x+2a=3a+1;
ax+x=a+1;

(a+ 1) x=a+1.

Ha a = —1, akkor az utolso egyenletet felirhatjuk Ox = 0 alak-
ban, és ennek az egyenletnek szamtalan gyoke van. Megjegyezziik,
ha a # —1, akkor az egyenletnek egyetlen gyoke van, mégpedig x =
(@a+1):(a+ 1), amelyik egyenld 1-gyel.

Felelet: haa=-1. 4
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2 1. Magyarazzatok meg, hogy mit értlink a polinom tényez&kre bon-
tasan! 2. A szorzas melyik tulajdonsagat hasznaljuk fel, amikor ki-
emeljik a kozos tényez6t a zardjel jele elé?

I GYAKORLATOK

475.° Bontsatok tényezokre:
1) am + an; 2) 6x — 6y; 3) —cx—cy;4) Tc 1.

476.° Vigyétek ki a kozods tényezot a zarojel elé:
1) 9a + 9b; 2) ab — bc; 3) ax + a; 4) 4bk + 4bt.

477.° Fejezzétek be a polinom tényezdékre bontasat:

1)da—12b=4 (.., 3) 27a*b + 18ab* =9ab (...;

2) x> =2x*y =x? (...; 4) 6x* + 12x* — 18x° = 6x (... .
478.° Fejezzétek be a polinom tényezOkre bontasat:

1) Tm+3mn=m (.. 3)-—m*—mnp=-m(...;

2)a +a*=ad'(..; 4) Xy —xHy + X} =xy (...
479.° Emeljétek ki a kozos tényez6t a zarojel elé:

1) 4b + 16¢; 9) a® — a;

2) 12x — 15y; 10) b2 + b¥;

3) ~8a — 18 11) 7p° — 5p;

4) 24x + 30y; 12) 15¢*d — 3cd,

5) 10mx — 15my; 13) 14x%y + 21x);

6) x> + xy; 14) —2x° + 16x5;

7) 3 — 3cd; 15) 8adb? — 364",

8) 4a’> + 16ab;

480.° (Taldld meg a hibdt) Keresd meg a hibakat, melyet Ledas-
csenko Vaszil vétett, amikor tényezdkre bontotta a polinomokat:
1)d4a+4=4(a+4);
2) 6ab —3b =b (6a — 2b);
3) 5x— 10y =-5 (x — 2y);

4) x0 —x*+ x2 = x(x° — x* + x).
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481.° Bontsatok tényezdkre a polinomokat:

1) 3a + 6b; 7) n'® — n’;

2) 12m — 16n; 8) m® + m’,

3) 10ck — 15¢p; 9) 9x — 27x%

4) 8ax + 8a; 10) 18y° + 12y

5) 5b —25bc; 11) 56a'°p® — 32a*b?;
6) 14x> + 7x; 12) 36mn’® + 63m*n®.

482.° Szamitsatok ki, a kozos tényezé kiemelése utan:
1) 516> — 516 - 513; 3)0,4° +0,4%-0,6.
2) 214 - 314 — 214%

483.° Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
1) 516> — 516 - 513; 3) 0,24 —0,2%- 1,2
2) 0,77+ 0,7 - 0,51;

484.° Szamitsatok ki, alkalmazva a kozos tényezd kiemelését:
1) 6,32x — x*, ha x = 4,32;
2)a* +a’h,haa=1,5b=-275;

1
3) m’p — m*n?, ham=3,p=§,n:—3.

485.° Szamitsatok ki, alkalmazva a kozos tényezé kiemelését:
1) 0,74x* + 26x, ha x = 100;
2)xy* —x, hax=4,y=>5.

486.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) y*—6y=0; 4) 13x* + x = 0;

2)x*+x=0; 5) 9x* — 6x = 0;

3) 4m* — 20m = 0; 6) 12x — 0,3x*> = 0.
487.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) x> —x=0; 3) 5x* — 30x = 0;

2)yp*+15p=0; 4) 14x* + 18x = 0.

488.° Fejezzétek be a tényezére bontast:

1) 3ax—y)+bx—y)=x-p) ..;
2) b(c—=2)+(c—2)=(c—2) ...
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3) x(p-6)+z(6-y)=x(y—-6)—z(y—-6)=..;
4) m@—-n)-5mn-8)=m@—n)+5(...
489.° Fejezzétek be a tényezdre bontast:
1) a(b-c)—-(b—c)=(b-c0) ..;
2) 2xBec=-»)+Ty(y—-3c)=2x Bc—py) =Ty (... .
490.° Bontsatok tényezokre:
1) 2x (a+b)+y (a+b);
2)(a—4)—b(a—4),
3) Sa (m —n) +7b (m — n);
Yya(c—d)y+b(d-c);
5)x(x—6)—10 (6 —x);
6) b (b—20) + (20 - b).
491.° Polinomok szorzataként ird fel a kifejezést:
Dex—3)—d(x-23);
2)m(p—k)—(p—h);
3)ymx—y)—n(y—x)
Hx2-x)+4(x-2);
5)4x 2x—y) -5y (y — 2x).
492.° Bontsatok tényezokre:

1) 2a°b* — 4a°b + 6a*b?; 4) 9x3 + 4x% — x;
2) mn® + S5m’n® — Tm’n; 5) —6m* — 8m*> — 2mS,
3) 02 + X%y —xy; 6) 42a*b — 28a°h* — 70a°h’.

493." Vigyétek ki a kozos tényezot a zarojel elé:

1) m*n + mn + n;

2) 3x% + 6x° — 15x%

3) 7a*b® — 14a°b* + 21a°b3;

4) 20b°c® — 45b°c® — 30b°c°.
494.° Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes szdm és e szam
négyzetének Osszege paros szam lesz!

495.* Bontsatok tényezokre:
1) (m—9)*—3(m—9); 2) a(a+ 5)* + (a + 5);
3) (m*—3)—n(m*-3)%
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4) 8c(p—12)+7d (p—12)%
5) aQa+ b)(a+b)—4a(a+ by
6) 3m* (m — 8) + 6m (m — )
7) Qa+3)(a+5+(@-1)(a+5)
8) Bx+7)dy-1)—(4y-1)(2x+ 10);
9) (5m—n)® (m+ 8n)*>— (5m —n)* (m + 8n)’.
496.° Polinomok szorzataként irjatok fel a kifejezést:
) 0+ 12— 4y + 1);
2) 10(a®> —5) + (a* —5)%
3) (a— 27— 6(a—2);
4) x—6)(2x—4)+(x—06) (8 —x);
5) @ =2)@y+5-(*-2)(y+12)
6) (4a—3b) (5a+ 8b)+ (3b—4a) (2a + b);
7 -9YQ2p+1P+@E-9)°2p+ 1)~
497.° Tényezore bontast felhasznalva, oldjatok meg az egyenletet:
D) x-3)(x+7)—(x+7)(x—8)=0;
2) x-9H)x-2)+(1-x)(x—-2)=0;
3) 02x(x—=5)+8(x—5)=0;
4) Tx—-7—-x—-72=0;
498.° Tényezore bontast felhasznélva, oldjatok meg az egyenletet:
D2x-9) x+6)—x(x+6)=0;
2)Bx+4)(x—10)+(10—x) (x—8)=0;
3)3Bx+1)*—4(Bx+1)=0;
4) (9x—12)—x (9x—-12)=0.
499.° Vigyétek ki a kozos tényezot a zardjel jele elé:
1) 2x — 6);
2) (5y + 54
3) (36x + 30y)%
4) (2x + 4)4
5) (6x = 9y)’;
6) (a* + ab)’;
7) (—7a — 14ab)?*
8) (3c* — 6¢3)~.
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500." Vigyétek ki a kozos tényezot a zardjel jele elé:

1) (4x — 4y)% 4) (a* — 9a)*;
2) (18a + 27b)%; 5) (16x% + 40x)°)%;
3) (8m — 10n)’; 6) (22x* — 28x%7°).

501.” Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 195+ 19* a 20;
2) 80— 8% — 8% a 11 tobbszorose;
3) 87 + 25 az 5 tobbszordse;
4) 27* — 9% a 24 tobbszorose;
5) 12* — 4% a 130 tobbszorose;
6) 2 - 32006 4 5 - 32005 + 7 . 32004 3 10 tobbszorose!

502.” Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke:
1) 25% + 25% oszthat6 1-vel;
2) 16* + 85 — 47 oszthat6 10-zel;
3) 36° + 6° oszthato 42-vel,
4) 10° — 57 oszthato 7-tel!

503.* Bizonyitsatok be, hogy ha:
1) a+ b =2, akkor a2’ + ab* — 2ab = 0,
2) 3a + 4b = -2, akkor 12a°b + 16a*b* + 32a’b = 24a°b.

504.” Bizonyitsatok be, hogy ha:
1) a+b+c=0,akkor @*b’c* + a*b*c® + a*b’c® = 0;
2) a®> — b* = 2ab + 1, akkor a®h* — 2a°b° — a*b® = a*b*.

505.* Oldjatok meg az egyenletet:
1) 822 =3 (x — 4) = 12;
2) 5x* —x (2x — 3) = 3x;
3) 4x — 0,2x (x + 20) = x3;
4)9x (x —3) + (x — 4) (x — 5) = 20.

506." Hatarozzatok meg az egyenlet gyokeit:
DBx-2)Bx+2)—(2x—-5)(8x—-3)=4x-19;

1 1
—(12+x°)=—x"+4.
27 ( )=5
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507.** Egyszerusitsétek a kifejezést, felhasznalva a kozos tényezo

kiemelését a zarojel elé:
D@-1D@+2)—-@-2)(a+2)+@-3)(a+2)—(a—4)(a+2)
2) 3a — 2) (5b* — 4b + 10) + (2 — 3a) (5b* — 6b + 10);

3) (4a — 7b) 2a* — 4ab + b*) — (4a — 7b) 2a*> — 4ab — b?).

= 508.” Egyszerisitsétek a kifejezést, felhasznéalva a kozos ténye-

z0 kiemelését a zargjel elé:

1) ab(a* + ab + b*) — ab(a®> — ab + b?);
2)(a+b)ya+1)—(a+b)(1-b)+(b+a)(b—a).

509.” Oldjatok meg a 4x* — 1,2x = a egyenletet, ha az egyenlet

egyik gyoke 0,3!

510. Oldjatok meg a 5x* + 8x = a egyenletet, ha az egyenlet egyik

gyoke —1,6!

511.” Ismert, hogy az y* — 4y + 2 kifejezés értéke valamely y értéke

mellett 6-tal egyenld. Hatdrozzatok meg ugyan ennél az y értéknél

a kovetkez6 kifejezés értékét:

1) 5> =20y + 10; 3) 3y — 12y + 8.
2) (07 — 4y +2) 4y — 4y + 2);

512.” Ismert, hogy az a* —4a + 2 kifejezés értéke valamely a érték-

nél —4—el egyenld. Hatarozzatok meg ugyan ennél az a értéknél a

kovetkezo kifejezés értékét:

1) —2a*> — 4a + 10;
2) a¥(@® + 2a — 5) + 2a(a* + 2a — 5);
3) 4a* + 8a — 16.

513.* Az a mely értékénél nincs gyoke az egyenletnek:
Dx+1)x—3)—x(x—-3)=ax;
D)x(BGx—1)—(x—a)(5x—1)=4x—2a;
2x-5x+a)—-(2x+3)(x+1)=4?

514.% Az a mely értékénél szamtalan gydke lesz az egyenletnek:
Dx—-4)(x+a)—(x+2)(x—a)=-6;
2)x(Bx—2)—(x+2a)(Bx+2)=5a+6?
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= 515.* Hatdrozzatok meg az dsszes olyan kétjegyli szamot, ame-
lyek egyenldk szdmjegyeik szorzatanak eggyel novelt értékével!

I ISMETLO GYAKORLATOK

516. Egyszertsitsétek a kifejezést:

3 2
1)0,42ac’ - 1=a*c?; 3) —zl—mznp3-(3np4j ;
7 3 7
2) 1,25z - 22x°y"; 4)(11x2 3)3' 16 5,2

517. Az irodaban hetente 1200 papirlapot hasznalnak fel. Hany
csomag papirt kell megvasarolni ahhoz, hogy az iroda 8 hétig mi-
kodjon, ha egy csomag papir 500 lapot tartalmaz?

518. A tengerviz 5% so6t tartalmaz. Hany kg édesvizet kell hoz-
zaonteni 30 kg tengervizhez, hogy a kapott oldat sotartalma 3 %-os
legyen?

519. Az iskola felujitasahoz festéket véasaroltak. Az els6 napon 2
dobozzal tobbet hasznaltak el, mint az 6sszes festék fele. A maso-

5
dik napon, az els6é napon felhasznalt festék g-ét hasznaltak el.2

doboz festék maradt ezutdn. Hany doboz festéket véasaroltak a fel-
ujitashoz?
= 520. Létezik-e olyan kétjegyli szam, melyben a tizesek szama
4-gyel nagyobb, mint az egyeseké, valamint az adott szam ¢s
a szamjegyeinek felcserélésével kapott szam kiilonbsége 27-tel
egyenld?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

521. Egy kartonlapbol kivagtak néhany azonos méretii egyenld ol-
dalt haromszoget. Mindegyik csticsaba beirtak az 1, 2, 3 szamokat.
Ezutan ezeket a haromszogeket egymasra raktak. Eldfordulhat-e,
hogy a halom mindegyik széle mentén a szamok Osszege 55 lesz?
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A polinomok tényezokre bontasa.
A csoportositasi modszer

Az ax + bx + ay + by polinomot nem lehet tényezdkre bontani
a kozos tényezo zarojel elé valo kiemelésével, mivel nem tartalmaz
olyan tényezdt, amelyik kozds lenne mindegyik 6sszeadandoban.
Ugyanakkor a polinom tagjait csoportosithatjuk tgy, hogy a cso-
portok tagjai tartalmazzanak k6zds tényezot:

ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) = x(a + b) + y(a + b).

Egy olyan kifejezést kaptunk, amelyben mindkét tag kozos té-
nyezdje az (a + b). Kivissziik a zargjel elé:
x(a+b)+y(a+b)=(a+b)(x+y).

Az adott tobbtagot sikeriilt tényezOkre bontani, mivel meg-
felel6 modon csoportositottuk a tagjait. Ezért a tobbtagok té-
nyezdkre bontasanak ezt a modjat csoportositasi moédszernek
nevezziik.

PELDA |1 Bontsatok tényez8kre a polinomot:

1) 2ac + 2bc + Sam + S5bm;

2) x*—2x*-3x + 6;

3) xy— 12 +4x - 3y.

Megoldas: 1) A polinom tagjait ugy csoportositjuk, hogy
mindegyik csoportban a tagoknak legyen kozos tényezdjiik. A ko-
vetkezOt kapjuk:

2ac + 2bc + S5am + 5bm = (2ac + 2bc) + (Sam + 5bm) =
=2c(a+b)+5m(a+b)=(a+b)(2c+5m).

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha az 6sszeadandokat mas-
képp csoportositjuk:

(2ac + 5am) + (2bc + Sbm) =a (2c + 5Sm) + b (2c + 5Sm) =
=(2c + 5m) (a + b).
2) Felirjuk x* —2x* —3x+ 6 = (x* - 2x*) — (Bx — 6) =
=x*(x-2)-3(x-2)=(x-2) (x*-3).
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Nxy—12+4x-3y=(xy+4x)+(-12-3y) =
=x(y+4)-3@+y)=@p+4) (x-3). 4

PELDA |2 Bontsatok tényezékre az x2 + 6x + 8 haromtagt algebrai
kifejezést!
Megoldas: Miutan a 6x Osszeadandot felirjuk 2x + 4x Gssze-
geként, alkalmazzuk a csoportositadsi modszert:
X+6x+8=x"+2x+4x+8=(x*+2x)+ (4x + 8) =
=x(x+2)+4(x+2)=(x+2)(x+4). <

I GYAKORLATOK

522.° Fejezzétek be a polinom tényezdre bontasat:
1) 3m+3n+mx+nx=0Cm+3n)+ (mx + nx) =
=3(m+n)+x(m+n)=..;
2) 8c-8—ac+a=08c—-8)+(—ac+a)==8(c—1)—a (..;
3) 4ab+8b+3a+ 6= (4ab+8b)+ (3a+6)=
=4b (a+2)+..;
4) a’b+2c¢*—abc —2ac = a*b — abc + 2¢? - 2ac =
(a®b—abc) + (2¢* —2ac)=ab (a—c)+2c (c—a)=... .
523.° Fejezzétek be a polinom tényezdre bontasat:
1) Sa+5¢c—ab—bc=(5a+5c)+(—ab—bc)=5 (a+c)—
—b(a+c)=..;
2) xp+2y—x-2=0p+2)+(x-2)=y (x+2)—..;
3) ¥+ +x+1=F+xH)+x+1)=....
524.° Adjatok meg szorzat alakban a kifejezést:

1)a (b+c)+4b+4c; 3)ymm—-2)+n-2;

2)x (y—8) +6y—48; 4)x (m—n)+n—m.
525.° Bontsatok tényezokre:

)b (@p—k)+cp—ck; 3)a (c—6)+5¢c—30;

2)a(b+9)+b+09; HT-x+y x-="7).
526.” Bontsatok tényezdkre a polinomot:

1) ma + mb + 4a + 4b; 3) S5a—5b+ ap — bp;

2)3x+cy+cx+3y; 4) Tm+ mn+7 + n;
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5)a—1+ab-b; 7) ab+ ac—b—c;

6) xy + 8y —2x — 16; 8) 3p — 3k —4ap + 4ak.
527.° Adjatok meg szorzat alakban a kifejezést:

1)ay—3y—4a+12; 4) 8x — 8y +xz —yz;

2)9a+9 —na—n; Symn+m—-n-—1,

3) 6x +ay + 6y + ax; 6) ab—ac—2b + 2c.

528.° Bontsatok tényezokre a polinomot:
Dad+a*+a+1;
2) x5 = 3x3 + 4x? — 12;
3) ¢® — 10c¢* — 5¢ + 50;
4)y* — 18 + 6y* — 3y;
5)a®>—ab + ac — bc;
6) 20a’bc — 28ac?® + 15a*h* — 21bc;
7) x** + xy + axy + a;
8) 24x5 — 44x*y — 18x%° + 33y~
529.° Bontsatok tényezokre a polinomot:
1) 8c* — 2¢? + 4¢ —1,;
2) Xy +x+xp’ +y;
3) 9a*b — 3a*> + 3b* — b;
4) 8a* — 2ab — dac + bc;
5) 2b* — Tb’c — 4b + 14c;
6) 6x° + 4x3? — Ix’y — 6)°.
530.° Eldszor tényezdére bontva, hatdrozzatok meg a kifejezés érté-
két:
1) 2a® — 3a®> — 2ab + 3b,ha a=0.,5, b=2,25;
2)xy +3?— 12x — 12y, hax=10,8, y =-8,8;

1
3)27x° =362 + 6x — 8, ha x =1

531." Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1)2a +b+2a*>+ab,haa=-3,b=4,

2
2)3x3 —x*—6x+2,hax =§-
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532.° Fejezzétek be a kifejezés értékének a meghatarozasat:

1) 38,14 - 12,26 + 12,26 - 11,86 — 24,37 - 2,26 — 2,26 - 25,63 =
= (38,14 - 12,26 + 12,26 - 11,86) + (—24,37 - 2,26 — 2,26 -
25,63) = 12,26 - (38,14 + 11,86) — 2,26 - (24,37 + 25,63) = ..,;

2)0,7-2,48-03-1,62—-0,4-248+0,3-3,14=
=(0,7-2,48-04-248)+(03-3,14-0,3-1,62)=....

533." Szamitsatok ki a kifejezés értékét, nem hasznalva a zsebsza-
mologépet:

1) 3,742 + 3,74 - 2,26 — 3,74 - 1,24 — 2,26 - 1,24;

2)58,7-1,2+36-3,52—-34,7-1,2-232-36;

3)Zi-3%+1£-2,8+2§-3%+1§-2,2.
9 7 7 9 7 7

534.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1)34,4-13,7—-34,4-8,7— 15,6 - 8,7+ 13,7 - 15,6;
2)0,63-2-0,62-0,8+0,6-0,82—2"-0,83.
535.** Bontsatok tényezdkre a polinomot:
1) ax? + ay — bx*> — by + cx* + ¢y;
2) a’b +a+ ab*+ b+ 3ab + 3;
-+ xy+tx—xy+y;
4ym*n+mn—5-5m+n— Sm%
5) x6 — 2x° + 4x3 — 8x? + 5x —10;
6) a’b + ab®> — abc® — a’c — bc + .
536.” Adjatok meg polinomok szorzataként a kdvetkez6 kifejezést:
1) ab+ ac + ad+ bx + cx + dx;
2) Tp—Tk—px+kx+k—p;
3) Xy — x3? + xy — 6 + 6xy — 6xH?;
4) a® — a‘b + a’b* — a’b* + ab* — b°.
537.” Bontsatok tényezdkre a haromtagt algebrai kifejezést, el6zo-
leg felirva egyet a tagjai koziil egynemi tagok Osszegeként:
1) x* +8x + 12;
2) x* — 5x + 4
3) x>+ 7x —8;
4) x> —4x — 5.
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538." Bontsatok tényezokre a haromtagu algebrai kifejezést:
Dx?+4x+3;, 3)x>+3x—18;
2) x> — 10x + 16; 4) x> — 4x — 32.
539.* Bizonyitsatok be, hogy az n dsszes természetes értéke mellett
az n* + 3n* + 2n kifejezés oszthato 6-tal!

540.* Bontsatok tényezokre az a® + b + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac po-
linomot!

541.% Bizonyitsatok be, hogy az n barmely 1-nél nagyobb értékénél
a 32 =2+ 24 30— 2 kifejezés értéke oszthatd 10-zel!

542.* Ismert, hogy az x és az y néhany értéke mellett igaz az x> +

y* =1 egyenlGség. Az x és az y ugyanezen értékei mellett hataroz-
zatok meg a 2x* + 3x%? + y* + )? kifejezés értékét!

I ISMETLO GYAKORLATOK

543. Egy termékek arat elészor 20%-kal csokkentették, majd 20%-
kal emelték. Hogyan valtozott ennek a terméknek az ara az eredeti
arhoz képest (emelkedett vagy csokkent), és hany szazalékkal?

544. Egy termék arat kezdetben 10%-kal emelték, majd 30%-kal
csOkkentették. Hogyan valtozott ennek a terméknek az ara az
eredeti arhoz képest (emelkedett vagy csokkent), és hany szaza-
1ékkal?

545. (Ukran folklorbol szarmazo feladat.) A pasztor kihajtotta
a juhokat a legeldre. A legeldén covekek vannak. Ha a pasztor
mindegyik covekhez kikot egy baranyt, akkor egynek nem jut
covek. Ha mindegyik covekhez két baranyt kot ki, akkor viszont
egy covek felesleges lesz. Hany baranyt hajtott ki a pasztor a
legeldre?

= 546. Peti ¢és Miki, ha egylitt dolgoznak, akkor 2,4 6ra alatt lo-
csoljak meg a veteményest. Peti egyediil ezt a munkat 4 ora alatt
tudja elvégezni. Mennyi idére van sziiksége Mikinek a munka el-
végzéséhez?
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547. Az egyik kannaban 4-szer tobb tej van, mint a masikban. Ami-
kor az els6 kannabol 10 I tejet atontenek a masikba, akkor a maso-

dik kannaban 33 lesz annak a mennyiségnek, mint amennyi az elsd

kannaban maradt. Hany liter tej volt eredetileg mindkét kannaban?

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

548. Emeljétek négyzetre az egytagokat:
1
1) 2a; 3) 3b%; 5) 0,3x; 7) ga2b3c4;

1
2) a’; 4) Tx* 6) 0,4)°z%; 8) l§m6n :

= 549, {rjatok fel kifejezés alakjaban:
1) az a és ¢ Osszegét;
2) az m és n kiilonbségét;
3) az x és y Osszegének és kiilonbségének szorzatat;
4) az x és y kiilonbségének a négyzetét;
5) az x és y négyzetének a kiilonbségét!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

550. A kieséses rendszerii sportversenyen (aki veszit, az kiesik) n
teniszezO vesz részt. Hany mérkdzést kell lejatszani ahhoz, hogy ki
tudjak hirdetni a gydztest?

3.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Adjatok meg polinom alakban a 3y* (* + 1) kifejezést!

A) 3y + 1 C) 35+ 1;

B) 3y° + 3y% D) 3y° + 3~
2. Hozzatok egyszeriibb alakra a -9y (y — 3) + 4,5y (2y — 4) kife-
jezést!

A) 45y; O 9y;

B) —45y; D) 9y.
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3. Melyik polinommal egyenl6 az (x — 3) (x + 7) kifejezés?

A) X* +4x - 21; C) x>+ 10x —21;
B) x? —4x - 21; D) x2 - 10x — 21.
4. Hozzatok egyszertibb alakraa 3x +2) 2x—1) - (5x—2) (x — 4)
kifejezést!
A) x> —23x - 10; C) x> —21x +6;
B) x*+23x - 10; D) x* + 21x + 6.
5. Emeljétek ki a k6zos tényezot a zardjel elé: 3mn — 4mk!
A) n 3m — 4k); C) n (4m — 3k);
B) m (3n — 4k); D) m (4n — 3k).
6. Bontsatok tényezOkre az m’n + mn?® kifejezést!
A) m (m + n); C) mn (m + n);
B) n (m + n); D) m?n*(m + n).
7. Bontsatok tényezOkre az mn — mn? kifejezést!
A) mn (1 —n); C)ym (1 —n)(—n);
B) mn (1 + n); D) n (1 —m) (1 —m).

8. Irjatok fel a 2x2 — 4x° polinomot egytagu kifejezés és polinom
szorzataként.

A) 2x* (1 - 2x%); C) 2x* (2 — X%
B) 2x2 (1 — 2x%); D) 2x% (2 — x%).
9. Oldjatok meg az x> — 2x = 0 egyenletet!
A) 0O; C)0; 2;
B) 0; -2; D) 2.
10. irjatok fel az ax — ay + 5x — 5y polinomot szorzat alakjaban!
A) (x—y) (a+5); C) (x +y) (a—5);
B) (x—y) (a—5); D) (x +y) (a +5).
11. Oldjatok meg az xz;l —x3;1 =1 egyenletet!
A) 11; o7
B) I; D) 5.

12. Az a valtozo értéke olyan, hogy az a*> — 7a + 3 kifejezés értéke
egyenld 2-vel. Hatarozzatok meg a 2a? — 14a + 10 kifejezés értékét!
A) 4; C) 8; B) 12; D) 14.
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Két kifejezés kiilonbségének és 6sszegének
a szorzata

A matematikdban nem ritka, hogy az altalanos térvényen
(tételen) kiviil egyedi esetekben sokszor hasznalunk mas sza-
balyt is.

Példaul tizedes tortek 10-zel, 100-zal, 1000-rel torténd szorza-
sakor nincs értelme a szokdsos modon (egymas ald irva) 0sszeszo-
rozni a szamokat, sokkal kézenfekvobb alkalmazni a tizedesvesszo
athelyezésének szabalyat.

Egyedi szituaciok fordulnak el a polinomok szorzéasanal is.

Megvizsgalunk egy olyan esetet, amikor két polinom szorzéasa-
kor az egyik tényezd két kifejezés kiilonbsége, a masik pedig e két
kifejezés Osszege.

Felijuk:

(a—b)(a+b)y=a*>+ab—ba—b*=ada*— b

A kovetkezd azonossagot kaptuk:

(a—>b)(a+b)=a*—b?

Ezek utan két kifejezés kiilonbségének és 0sszegének a szor-
zasakor lerovidithetjiilk a munkankat, és rogton felirhatjuk az
eredményt e két kifejezés négyzetének kiillonbségeként. Ezért ezt
az azonossagot a roviditett szorzas képletének nevezzik. Ezt a
kovetkez6 szabaly fejezi ki:

Keét kifejezés kiilonbségének és osszegének a szorzata egyenlo
e kifejezések négyzetének a kiilonbségével.

PELDA 1 el a polinomok szorzasat:
1) (2a — 5b) (2a + 5b);
2) (" +3x) (3x* = p?);
3) (4mn — p) (4mn — p).
Megoldas: 1) (2a—5b) 2a + 5b) = 2a)* — (5b)* = 4a*> — 25b°.
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2) (»* + 3xY) (3x* =) = (3x* + %) (3x* - y?) = (3xY)* -
_(yz)z — 9x8_y4_

3) (-4mn — p) (4mn — p) = (-p — 4mn) (—p + 4mn) =
=(—p)* — (4mn)* =p* — 16m*n*. 4

PELDA |2 a kifejezést:

H®B-3)B+3)—2b+1)(2b-1);

2) 2x (x+5)(5—x);

3) (@ -2) (a®+2) (a® + 4).

Megoldas: 1) (b-3)(b+3)-2b+1)(2b-1)=
=b-9-Abr-1)=bp-9-4b*+1=-3b*-8.

2) 2x (x +5) (5 —x) =-2x (25 — x*) =-50x + 2x°.

3) Kétszer felhasznalva két kifejezés kiilonbségének és Ossze-
gének szorzatat, a kovetkezdt kapjuk:

@-2)(@+2) (@ +d) =4 (a®*+4)=a"-16. 4

-~

1. Mivel egyenl6 két kifejezés kiilonbségének és 6sszegének a szor-
zata? 2. Adjatok meg két kifejezés kilonbségének és 6sszegének a
szorzatat kifejez6 képletet!

I GYAKORLATOK

551.° Azonossag e a kdvetkezd egyenldség:
D®-c)(b+c)=b—c* N+ (y-x)=y x4
2y(m+n)y(m-n)=m’+n>; H@P-9 @P+9=p-97
552.° Az alabbi polinomok koziil melyikkel azonosan egyenlé a
(7a — 2b) (7a + 2b) szorzat:
1) 7a> — 2b% 3) 49a* — 4b%
2) 7a* + 2b% 4) 49a* + 4b*?
553.° Fejezzétek be a kifejezés polinomma valo atalakitasat:
1) (c—8)(c+8)=c*-8=.,;
2) 5x—=7%) (5x+ 1) =(5x)? = (1Y) = ...;
3) (a*+b%) (b°—a')= (b’ +a") (b —a*) = (b))~ (a")’ = ..;
4) (-9xy —z) 9xy —z) = =9y + 2) 9xy — 2) = ~((9xy)* -

)=,
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554.° Fejezzétek be a kifejezés polinomma valo atalakitasat:
1) 2ab+3) (2ab-3)=Q2ab)*—-3*=..;
2) (6m?— 11p3) (11p3 + 6m?) = (6m?* — 11p°) (6m* + 11p°) =

= (6m?)* — ... .
555.° Végezzétek el a polinomok szorzasat:
1) (m —n) (m + n); 6) (4a —b) (b + 4a);
2)(x—1)(x+1); 7) (5b+ 1) (1 —5b);
3)O-» O+ 8) (3x —5y) (3x + 5y);
4) B3b—-1)(3Bb+1); 9) (13¢ - 10d) (13c + 10d);
5) (10m —7) (10m + 7); 10) (8m + 11n) (11n — 8m).
556.° Irjatok fel a kifejezést polinom alakjaban:
1) (¢=2) (c+2); 5) e +7) (7T -x);
2) (12 —x) (12 + x); 6) (5a —8b) (5a + 8b);
3) Bx +y) Bx —y); 7) (8m +2) (2 - 8m);
4) (6x—9) (6x +9); 8) (13¢ — 14d) (14d + 13¢).

557.° Végezzétek el a szorzést:
D) (@ = 3) (a® +3);
2) (5 + b (b*—9);
3) (B3x — 2y%) (Bx + 2)%);
4) (10p* — 7k) (10p° + 7k);
5) (4x* — 8)°) (4x* + 8)°);
6) (11a® + 5b%) (5 — 11a°);
7) (7= xp) (7T+xp);

8) (8a3b—§asz(8a3b+§abz).

558.° Végezzétek el a szorzast:

) +4)(°—4); 4) (3m* — 2¢) (3m* + 2c¢);

2) (ab —¢) (ab + ¢); 5) (6a° — 8b) (6a° + 8b);

3) (x =) 0+ x); 6) (5n* — m*) (Sn* + m?").
559.° Egyszertisitsétek a kifejezést:

1) Qa—b) 2a +b)+ b 3) 64m?> — (8m + 9) (8m — 9);

2) 10x* + (y — 5x) (v + 5x); 4)3a(a—b)— (3a+2b) 3a—2b).
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560.° Egyszertsitsétek a kifejezést:
1) (9a — 2) (9a +2) — 182
2) 25m* — (5m —7) (5m + 7);
3) 4x Bx—10y) — (4x +y) (4x —y).

561." Milyen kifejezéssel kell megszorozni a 0,3x* — x)? polinomot,
hogy eredményiil a 0,09x° — x?y* tobbtagot kapjuk?

562.° Milyen kifejezéssel kell megszorozni a 7¢* + 9p° polinomot,
hogy eredményiil a 49¢% — 81p'® polinomot kapjuk?

563.° Melyik egytagu algebrai kifejezéssel kell helyettesiteni a csil-
lagot, hogy azonossagot kapjunk:

D (= 12a) (* + %) =9b* — %

2) (* = 5¢) (* + 5¢) = 164> — *;

1
3) (0,7p+*)(*—0,7p)=5m8 —0,49p7;

4) Bm? + *) (* = *) = 9Im* — n?

564." Helyettesitsétek a csillagot olyan egytagu algebrai kifejezés-
sel, hogy azonossagot kapjunk:

1) (8a*h — *) (8a’b + *) = * — 25¢5;

e Lo s L oo ) b 4 1T %o

2 NG )T Tt
565." Irjatok fel a kifejezést polinom alakban:

)a(a—2)(a+?2);

2) 3 (x+3)(x-3);

3) 7b* (b + 4) (4 — b);

4) (c—d) (ctd)(c+d);

5)2a—1)QRa+1) (4a®+ 1);

6) (c3 —5) (¢ +5) (c® + 25).

566." Végezzétek el a szorzasokat:
DSb(b-1)b+1);
2)(c+t2)(c—2): 8
3) (m — 10) (m* + 100) (m + 10);
H@+1)(@—1)(a*+1).
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567.° Végezzétek el a kéttagu algebrai kifejezések szorzasat (n —
természetes szam):
1) (an — 4) (an + 4);
2) (b*n + *n) (b*n — n);
3) (x*n+tyn+2)(yn+2—x*n);
H@n+1-bn-1)(an+1+bn—1),n>1.
568." Egyszertsitsétek a kifejezést:
1) (4x —T7y) (4x +Ty) + (Tx — 4y) (Tx + 4y);
2)(@a—2)(a+3)+(6—a)(a+06);
3) 8a—3)(8a+3)—(7Ta+4)(8a—4);
4) 0,6m 2m—1) 2m+ 1)+ 0,3 (6 + 5Sm) (6 — Sm);
S)Y(7T—2x)(7T+2x)—(x—8) (x+8)— (4 —3x) (5 + 3x);
6) —b*c (4b — ?) (4b + ?) + 16b'c.
569." Egyszerlsitsétek a kifejezést:
D) (b+T7)(b—-4)+2b—06)(2b+ 6);
Dx+D)Ex-DH-x+5E=5+x+1)(x-5);
3) 81a® — (3a® — b*) (9a* + b%)c(3a* + b¥).
570.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) 8x (3+2x)—(4x+3) (4x—3)=9x - 6;
2) Tx—4x (x —5)=(8 —2x) (8 + 2x) + 27x;
3)(O6x+7)(6x—T7)+ 12x=12x Bx+ 1) —49;
4)(x—2)(x+2) (x> +4) (x*+16) =x®+ 10x.
571.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) x—17) (x + 17) = x> + 6x — 49;
2) (I2x—4) (1,2x+4)—(1,3x-2) (1,3x + 2) =
=0,5x (8 = 0,5x).
572.° Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke fliggetlen a valtozo
(valtozok) értékeitdl:
Dx-=9x+9)—-(x+19) (x-19);
2) 2a—-b)Qa+b)+(b—c)(b+c)+(c—2a)(c+2a).
= 573.* Bizonyitsatok be, hogy a (7n + 8) (7n — 8) — (5n + 10)
(5n — 10) kifejezés értéke barmely természetes n esetében oszthato
12-vel!
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574.” Bizonyitsatok be, hogy létezik olyan természetes n szam,
amelynél a (4n + 3) (9n—4) — (6n —5) (6bn + 5) — 3(n — 2) kifejezés
érétke oszthatd 8-cal!
575.” Bizonyitsatok be, hogy a
On-4)On+4)—8n-2)(4n+3)+5((6n+9)

kifejezés értéke barmely természetes n esetében oszthatd 7-tel!
576.** Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:

1) 320 . (20 — (1810 _ 2) (1810 4 2);

2) (5 +28'7) (5 —28"7) + 143 - 234

3) 736 . Q12 — (1418 4 3) (1418 — 3);

4HB-1D)@E+H)@B*+D)B*+1)@B%+1)(32+1)— 3%

55Q+1)2*+ 1)+ 1) 28+ 1) (2" + 1) — 2%
577." Mennyivel egyenld a kifejezések értéke:

1) 8115 - 820 — (6% + 1) (6® — 1);

2) 5% = (5°=2)(5+2)(5°+4) (5" + 16)?
578.* Hasonlitsatok dssze a kifejezéseket anélkiil, hogy kiszamita-
natok értékiiket:

1) 415 - 425 és 426 - 414;

2) 1234257 - 1234 569; és 1 234 568
579.* Hasonlitsatok dssze a kifejezéseket anélkiil, hogy kiszamita-
natok értékiiket:

1) 253 - 259 és 252 - 260;

2) 987 654% és 987 646 - 987 662.

I ISMETLO GYAKORLATOK

580. Ica és Istvan azonos tollakat vasarolt. Mindegyik éara a hriv-
nyaban egész szam. Ica 65 hrivnyat fizetett a tollakért, Istvan pedig
39 hrivnyaval tobbet. Mennyibe keriil egy toll? Hany tollat vett
Istvan?

581. A falubdl allomasra Laci kerékparral 3 ora, gyalogosan 7 ora
alatt tud eljutni. A gyalog a sebessége 8 km/h-val kisebb, mint a
kerékparon. Milyen gyorsan biciklizik Laci? Milyen messze van a
falu az allomastol?



132 § 1. Algebrai kifejezések. Egyvaltozés egyenletek

582. Az egyik zsdkban 60 kg, a masodikban 100 kg cukor volt.
Amikor a masodik zacskobol 4-szer tobb cukrot vettek ki, mint az
elsobdl, akkor az elsében 2-szer tobb cukor maradt, mint a maso-
dikban. Hany kilogramm cukrot vettek ki egy-egy zacskobol?

583. Egy tehergépkocsi 10 ora alatt, a mésik 12 ora alatt, a harma-
dik 15 o6ra alatt szallitja le a betakaritott termést. Hany 6ra mulva
tudjak kozosen elszallitani a termést?
584. (Osrégi egyiptomi feladat.) Hét ember mindegyikének hét
macskdja van, s mindegyik macska hét egeret eszik meg, minden
egér hét kalaszt pusztit el, minden kalaszbdl hét marék arpa lenne.
Egy marék arpa sulya 80 gramm. Hany marék magot mentenek
meg a macskak évente? Mennyi ez tonnaban kifejezve? A valaszt
kerekitsétek szédzasokra!
585. Oldjatok meg az egyenletet:
4x—-1 3x+1 3x -2 2x+1 S5-x
- =x +1; 2) - - :
12 8 9 6 3

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

586. Adjatok meg za egytagu algebrai kifejezés négyzeteként:
1) x5 3) 4x% 5) ah'®; 7) 1,21m"n?;

1 9
2) % 4) 5" * 6) 0,36x%'2; 8) 1 Ea“‘b“.

587. Felirhatjuk-e a kifejezéseket két egytagu kifejezés négyzeté-
nek kiilonbségeként:
1) @ — 16b% 3) 100b* — 25¢°; 5) —a" — 49¢%;
2) 25¢2 + 9b%; 4) —64 + a"; 6) —0,01a* + 0,045*?
Igenl6 valasz esetén irjatok le négyzetek kiilonbségeként.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

588. A teherszallitasra 4, 7 és 8 tonnas teherautokat hasznalnak.
Mindegyik aut6 csak egyszer fordulhat. Hany teherautdra van sziik-
ség mindegyik fajtabol, hogy elszallitsanak 44 t terhet?
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Két kifejezés négyzetének a kiilonbsége

A tobbtag tényezdkre bontasanak két modjat mar ismeritek: a
kozos tényezo kiemelését a zardjel elé és a csoportositdsi modszert.
Az (a—b) (a + b) = a* — b* képletet a kdvetkezOképpen irhatjuk at:

a?—b*=(a—b)(a+b)

Ezt az azonossagot két kifejezés négyzetének kiilonbsége
képletének nevezziik.
Megfogalmazzuk a kovetkezd szabalyt:

Két kifejezés négyzetének a kiilonbsége e két kifejezés kiilonb-
ségének és osszegének a szorzataval egyenlo.
Felirunk néhany példat arra, hogyan tudjuk tényezdkre bontani

a tobbtagokat a fenti képlet segitségével.
PELDA ‘1 Bontsatok tényezdkre:
1) a®—4; 2)36m2—2%n8; 3) —a?b° + 1.
Megoldas: 1) Felirjuk:
@-4=a*-2>=(a-2)(a+2).

2
2)36m*° —2%718 =36m" —%ng =(6m) —(gn“) =

=(6m —§n4)(6m +§n4).
3 3
3) -’ +1=1-a*h°=(1—-ab’) (1 +ab’). 4

PELDA ‘2 Bontsatok tényezokre, felhasznalva a négyzetek kii-
l6nbségének képletét:

1) 100 — (a + 5)* 2) (2a + 3b)* — (3a — b).

Megoldas: 1) 100 — (a +5)2=102- (a + 5)? =
=(10-(a+5) 10+ (a+5)=(10-a-5(10+a+5)=
=(5-a)(15+a).
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2) (2a +3b) - (3a-b)* =
=(2a+3b)—(Ba—->b)) ((2a+3b)+ (Ba—-b)) =
=QRa+3b-3a+b)Ra+3b+3a—-b)=
= (4b—a) (5a + 2b). 4

PELDA 3 Oldjatok meg az egyenletet:
1) x*-36=0; 2) 2x—=T7)*-81=0.

Megoldas: 1) Anégyzetek kiilonbsége képletének és a szorzat
0-val val6 egyenldsége szabalydnak felhasznalasaval megkapjuk:
(x—6)(x+6)=0;
x—6=0ab6ox+6=0;
x =6 abo x =—6.
Felelet: 6; 6.
2) Felirjuk:
2x-7-9)(2x-7+9)=0;
(2x—-16) (2x+2)=0;
2x—16=0abo 2x + 2 =0;
x =28 abo x =—1.

Felelet: 8; 1. 4

PELDA |4 Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében
a (6n + 7)* — (2n — 1)* kifejezés értéke oszthato 8-cal!

Megoldas:
6n+77-2n—-1yY=06n+7-2n+1)(6n+7+2n-1)=
=@n+8) (8n+6)=4n+2)-2(4n+3)=8(n+2) (4n + 3).

A kapott kifejezés harom tényezd szorzata, amelyek koziil az
egyik 8, a masik kettd pedig szintén természetes szam. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy a kifejezés értéke maradék nélkiil oszthatdo 8-cal
barmely természetes n esetén. €

‘)
| 1.[rjatok fel két kifejezés négyzetének kiildnbségét képlet alakjaban!
2. Fogalmazzatok meg a két kifejezés négyzetei kiilonbségének té-

nyezékre bontasi szabalyat!
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I GYAKORLATOK

589.° Az alabbi szorzatok koziil melyikkel lesz azonosan egyenld
az a’> — 144 polinom:

1) (a — 12)% 3) (12-a) (12 + a);

2) (a—12) (a + 12); 4) (12 -a) (-12 —a)?

590.° Az alabbi egyel6ségek koziil melyik azonossag:
1) =49 + b*> = (7 = b) (7 + b);
2)-49+b2=0b-T7)(b+7);
3) 49 + b* = (7 — b)%
4) =49 + b*> = (b — 49) (b + 49)?

= 591.° Tényezdkre bonthatok-e az alabbi kifejezések a négyzetek
kiilonbségének felhasznélasaval:

a*>—9; 6) 164> — b*;

2) b+ 1; 7) 81 + 1002,
3) 4 — ¢ 8) 81 — 100p?;
4) 25 + x?%; 9) m’n* — 25;

5) 1 —y% 10) — m*n? — 257

Ha ez lehetséges, akkor végezzétek el a tényezdokre bontast!

592.° Bontsatok tényezokre:

1) B — & 10) lxz—lyz;

’ 4 9
2) x> —1; 11) —4a*b* + 25;
3) %+ 1; 12) 144x*y* — 400;
4)36 — ¢ 13) a’b*c* -1,
5)4 —25a% 14) 100a* — 0,015
6) 494> — 100; 15) a* — b
7) 900 — 81k%; 16) p’f* — 0,36k°d%;
8) 16x* — 121y7; 17) y'* = 9;

16

11
9) b2c* — 1; 18) 4x* =1 —
) b = 1, ) Y4
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593.° Bontsatok tényezokre:

1) 16 — b% 7) 0,09x* — 0,257
2) c2 — 49; 8) a*b* — db,
3) 0,04 Zaz; 9) 4a*c* — IxH?
Hxto g 10) 32 — 2
5) 4x? — 25; 11) —1600 + a'%;

s 49
6) 81¢* — 64d%; 12ya” ——.

64

594.° Bontsatok tényezokre a négyzetek kiilonbsége képletének
felhasznalasaval:

1) 86% — 76% 3) 7,322~ 6,32% 5) 8,542 — 1,44%:
2) (1Y

2) 1072 — 932, 4) 19,4~ 19,32 o(37] |25 )
595.° Hatarozzatok meg az x? — )* értékét, ha:

1)x=75y=25; 3) x=5,89, y=4,11;

2)x=10,5, y=9.5; 4) x = 3,04, y = 1,96.
596.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) x> - 49 = 0; 3) % +36 = 0; 5) 9x> 4 =0

1
2) Z—z2 =0; 4)x2—0,01 =0; 6) 0,04x2 -1 = 0.

597.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) ¢*-0,25=0;

2) 81x*— 121 =0;

3) 0,09 + 4x* = 0.
598.° Bontsatok tényezdkre a négyzetek kiilonbsége képletének
felhasznalasaval:

1) (x +2)* — 49; 6) 8y +4)>—(4y—3)%

2) (x —10)* — 25)% 7) (5a + 3b)* — 2a — 4b)*;

3)25 - (@ —3)% 8) 4 (a — b)* — (a + b)*;

4) (a—4)y —(a+2) N +x+1)yY—-x*—x+2)%

5) (m — 107 — (n — 6)% 10) (=32 + y) — 16x°,
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599.° Irjatok fel a kifejezéseket szorzat alakjaban:

1) (x —2)* — 4, 4) a* — (7b — a?)%
2) (b +7) — 100c% 5) (4x — 9)2 — (2x + 19
3) 121 - (b+ 7)% 6)(atb+cy—(a—b—c)

600." Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) (9x—4)y —(7x+5)*, hax=1,5;
2) (5x+ 3y —-(Bx+ 5y, hax=2,1,y=109.
601." Hatarozzatok meg a
(2,5a — 1,5b)* — (1,5a — 2,5b)*,
kifejezés értékét, ha a = 1,5, b = -3,5!

= 602." Mivel egyenld a 7. abran lathato %
besatirozott alakzat teriilete? Hatarozzatok
meg a kapott kifejezés értékét, ha a = 7,4
cm, b =2,6 cm! S b

NN
NN

= 603." Két kornek, amelyeknek a suga-
rai R és r (R > r), kozos a kozéppontjuk.
Fejezzétek ki m, R és r segitségével a a
korvonalak altal hatarolt alakzat teriiletét.
Szamitsatok ki a kapott kifejezés értékét,
haR=5,1 cm, »r =49 cm.

604." Irjatok fel harom tényezé szorzataként a kifejezést:

1) m*— 625; 2) x'¢ — 81.

\
\

7. abra

605." Bontsatok tényezokre:
1) a'® — b¥; 2) a'® — 256.
606.” Oldjatok meg az egyenletet:
1) Bx—5)*—49=0;
2) (4x + 7)* — 9x? = 0;
(a—172—-QRa+9)’=0;
4)25(3b + 1) —16(2b — 1)* = 0.

607.” Oldjatok meg az egyenletet:
1) 16 — (6 — 11x)* = 0; 2) (Tm — 13)> = (9m + 19)* = 0.
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608.”" Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében a
kifejezések értéke:

1) (7n + 4)*> — 9 maradék nélkiil oszthato 7-tel;

2) (8n + 1)* = (3n — 1)> maradék nélkiil oszthato 11-gyel;

3) 3n + 7)*> — (3n — 5)*> maradék nélkiil oszthato 24-gyel;

4) (7n + 6)* — (2n — 9)? maradék nélkiil oszthatd 15-tel!

609.” Bizonyitsatok be, hogy barmely természetes n esetében a
kifejezések értéke:

1) (57 + 4)* — (5n — 4)* maradék nélkiil oszthatdé 80-nal;

2) (9n + 10)> — (9n + 8)* maradék nélkiil oszthatd 36-tal;

3) (10n + 2)*> — (4n — 10)> maradék nélkiil oszthato 12-vel!

610.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) két egymast kdvetd természetes szam négyzetének kiillonbsé-
ge egyenld e két szam Osszegével;
2) két egymast kdvetd paros szam négyzetének kiilonbsége
oszthatd 4-gyel!
611.” Bizonyitsatok be, hogy:
1két egymast kovetd paros szam négyzetének kiilonbsége
egyenld e két szam Osszegének kétszeresével;
2) két egymast kovetd paratlan szam négyzetének kiilonbsége
oszthat6 8-cal!

612.” Bizonyitsatok be az azonossagot:

(m® — ) (m® + )2 — (m® + n°)? = —4men®.
613. Két kétjegyli szam négyzetének kiilonbsége, melyek ugyano-
lyan szamjegyekkel vannak felirva, 693-mal egyenld!

614.” Egy természetes szam 7-tel vald osztasdnak a maradéka 4,
egy masiknak pedig 3. Bizonyitsatok be, hogy a négyzeteik kiilonb-
sége a 7 tobbszorose lesz!
615.” A b mely értékénél a (b> — 4)x = b — 2: egyenletnek

1) szamtalan gyoke lesz;

2) nem lesz gyoke;

3) egy gyoke lesz?
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616. Az a mely értékénél lesz az (a> — 25)x = a + 5: egyenletnek
1) szamtalan gyoke lesz;
2) nem lesz gyoke;
3) egy gyoke lesz?

I ISMETLO GYAKORLATOK

617. A Style iizletben az 6ltony ara elészor 10 %-kal, majd tovabbi
10%-kal csokkent. A Divat iizletben ugyanazon 6ltony arat azonnal
20%-kal csokkentették. Melyik iizletben jovedelmezdbb oltonyt
vasarolni, ha kezdetben mindkét iizletben azonos volt az 6ltdny ara?
618. A csonak a folyon a folyas iranyaban 2,4 o6rat ment, és 3,6 Orat
a folyassal szemben. A folyés iranyaban 5,4 km-rel tobbet tett meg,
mint a folyassal szemben. Hatdrozzatok meg a csonak sajat sebes-
ségét, ha a vizfolyas sebessége 2,5 km/h!

619. Harom nap alatt 130 kg narancsot adtak el. A masodik napon

eladott narancs az els6 napon mennyiségének a 5 része, a harmadik

napon pedig annyit adtak el, mint amennyit az elsé és masodik na-
pon Osszesen. Hany kg narancsot adtak el az elsd napon?

620.Az ...,a,b,c,d,0,1,1,2,3,5,8, ... sorozatban, minden szam
egyenld az eldtte 1évo két szam Osszegével. Mivel egyeld az a?

621. Oldjatok meg az egyenletet:
2x -1 x +2
S 2)3(2x+3)-2(GBx+5)=-1.
622. A két tagbol allo kifejezésekben hatarozzatok meg az a 0sszes
olyan értékét, amelyek mellett a kifejezések masodik tagja 3-szor
nagyobb az elsd tag megfeleld értékénél:
1) a és 3a; 2) a® és 3a?; 3)a*+1és3a® + 3;

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

623. Irjatok fel kifejezés alakjaban:
1) az a és a b szamok Osszegének négyzetét;
2) az a ¢és a b szdmok négyzetének Gsszegét;
3) az a és a b szamok kétszeres szorzatat;
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4)a 3m ¢€s a 4n egytagu algebrai kifejezések kiilonbségének
négyzetét!
624. Hatarozzatok meg az egytagu kifejezések kétszeres szorzatat:

1
1) @ és 3b; 2)S5xés 6y;  3)05mésdn;  4) gmz és 6m.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

625. Az étlapon 101 étel szerepel. Bizonyitsatok be, hogy pératlan
szamu ételbdl ugyanannyiféleképpen valaszthatjuk ki az ebédet,
mint paros szamubol, azzal a feltétellel, hogy nem valaszthatjuk ki
az Osszes ételt az étlaprol!

E Két kifejezés osszegének és kiilonbségének
a négyzete
Atalakitjuk az (a + b)? kifejezést. Felirjuk:
(atby=(a+b)(at+b)=a*+ab+ ba+b>=a*+2ab+ b
Tehat,

(a — b?*=a*>—2ab + b?

Képlet alakjaban megkaptuk két kifejezés osszegének négyze-
tét. Megfogalmazhatjuk a kovetkezd szabalyt:

Két kifejezés osszegének négyzetét ugy hatarozzuk meg, hogy
az elso kifejezés négyzetéhez hozzaadjuk e két kifejezés kétszeres
szorzatdat, majd hozzdadjuk a masodik kifejezés négyzetet.

Atalakitjuk az (a — b)? kifejezést. Felirjuk:

(a—by=(@—-b)(a—b)=a*>—ab—ba+ b*=a*>—2ab + b*.

Képlet alakjaban megkaptuk két kifejezés kiilonbségének négy-

zetét.

(a — b?*=a*—2ab + b?

Két kifejezés kiilonbségének négyzetét ugy kapjuk meg, hogy
az elso kifejezés négyzetébol kivonjuk e két kifejezés kétszeres
szorzatdt, majd hozzdadjuk a masodik kifejezés négyzetet.
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Felhivjuk a figyelmeteket arra, hogy két kifejezés kiilonbségé-
nek négyzetét megkaphatjuk a két kifejezés 0sszegének négyzeté-
bol is:

(a —b)*=(a+ (-b))*=a*+2a(-b)+ (-b)*=a*>—2ab + b*.

A kapott képletek segitségével egyszeriibben emelhetjiik négy-
zetre két kifejezés 0sszegét vagy kiilonbségét anélkiil, hogy fel-
hasznalnank a polinomok szorzasanak a szabalyat. Ezért ezeket a
képleteket a roviditett szorzas képletei koz¢ soroljuk.

PELDA |1 Irjatok fel tobbtag alakjaban a kifejezéseket:
1) (3b —4c)%; 2) (a® + 5a)™

Megoldas: 1) Két kifejezés kiilonbségének négyzete alapjan
felirhatjuk:

(3b —4c)y* =(3b)y* =2 - 3b - 4c + (4c)* = 9b2 — 24bc + 16¢°.

2) Két kifejezés 0sszegének négyzete alapjan felirhatjuk:

(@ + 5ay = (a®?+2-a - 5a+ (5a)y =a®+ 10a* + 25a>. 4

PELDA 2 Alakitsatok 4t polinomma a kifejezéseket:
1) (-a—b)y% 2) (x> = 6)%.
Megoldas: 1) Képlet alapjan : (—a — b)* = (-a)* -2 (—a) - b +
b*=a*+ 2ab + b.
Ezt a példat megoldhatjuk masképpen is. Mivel
(—a—by=(C1-(a@a+b)y’=(1y (a+b)}=(a+b)
vagyis a (—a — b) ? és (a + b) ? kifejezések azonosan egyenldk,
ezért felirhatjuk:
(—a b)* =(a + b)*=a*+ 2ab + b*.
2) (2= 6)>=(x2+ 6) =x*+ 12x* + 36. <
PELDA 3 Oldjatok meg az (x — 10)2 = (x + 7)> — 17 egyenletet!
(x—1012=(x+7)*-17.
Megoldas:
x> —20x+ 100 =x*>+ 14x + 49 - 17;
x*—20x —x*—14x=49 - 17 - 100;
—34x =-68; x =2.
Felelet: 2. 4
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PELDA 4 Bizonyitsatok be, hogy a természetes szam négyzetének
3-mal val6 osztdsanal a maradék vagy 0 vagy 1!

Megoldas: Legyen n valamely természetes szdm. Megvizsga-
lunk harom esetet.

1) Az n szam harom tobbszordse. Ekkor n = 3k, ahol & termé-
szetes szam.

Felirjuk: n* = (3k) ? = 9k*. A 9k kifejezés értéke 3 tobbszorose,
vagyis n* 3-mal vald osztasakor a maradék 0.

2) Ha az n szdm 3-mal val6 osztasakor a maradék /, akkor az n
szamot felirhatjuk az n = 3k + 1 alakban, ahol k természetes szam.
Felitjuk: m* = 3k + 1> =9k +6k+1=3 B> +2k)+ 1 =3p+1,
ahol p = 3k? + 2k az n*-nek 3-mal torténd osztasakor a nem teljes
hanyados, a maradék pedig 1.

3) Ha az n szdmnak 3-mal torténd osztasakor a maradék 2, ak-
kor n = 3k + 2, ahol k természetes szam.

Felirjuk: n* = Bk + 2y =9+ 12k +4 =9k + 12k+3)+ 1 =
3 (3k* + 4k + 1) + 1. Konnyen belathatd, hogy ebben az esetben az
n*-nek 3-mal torténd osztasakor a maradék 1. <

‘?
I 1. Melyik azonossag fejezi ki két kifejezés dsszegének négyzetét?
2. Fogalmazzatok meg, hogyan emeljik négyzetre két kifejezés 6sz-
szegét!
3. Melyik azonossag fejezi ki két kifejezés kiilonbségének négyzetét?
4, Fogalmazzatok meg, hogyan emeljik négyzetre két kifejezés k-
I6nbségét!

I GYAKORLATOK

626.° Két kifejezés dsszegének vagy kiilonbségének a négyzete
lesz e az adott kifejezés:

1) (a+50)% 3) (5-x) 5) (xy +mn)?;

2) @’ + b 4) m* — n?; 6) (6 —¢)*?
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627.° Az alabbi polinomok koziil melyikkel lesz azonosan egyenld
az (5a + 3)* kifejezés:
1) 254* + 15a + 9;
2) 25a* + 30a + 9;
3) 25a* + 9;
4) 5a* + 3?
628.° Az adott egyenldségek koziil, melyik azonossag:
1) (12a — b)* = 144a*> — b%
2) (12a — b)* = 144a* + 24ab + b*;
3) (12a — b)* = 144a*> — 24ab + b
4) (12a — b)* = 12a*> — 24ab + b*?
629.° irjatok fel a kifejezést polinom alakjaban:

1) (a +x)% 3) (- DA 5) (v - 13)%

2) (x +2)% 4) (5-p); 6) (13 — y).
630.” Emeljétek négyzetre a kifejezést:

1) (a +8)% 3) (7 + o) 5) (6 —d);

2) (b —2)% 4) (4 + k)% 6) (d — 6).

631.° Fejezzétek be a kéttag négyzetre emelését:
D) Bx+5y)y=0Cx)>+2-3x -5+ By)y=..

2 2
2) (%a+6bj = (%aj +2- %a- 6b+ (6b) =...;

2 2
3) (§x4 +0,6y5) =(§x4j +2- %x“- 0,6y +(0,6y°) =....

632.° Fejezzétek be a kéttag négyzetre emelését:
1) (ab— 9= (ab)*—2-ab-9+92=..;
)4 —ayY=0@a) -2 4a* @+ (@) =...

633.° Alakitsatok at polinomma a kifejezést:
1) 3a —2)% 4) (0,4m — 0,5n)% 7) (a* + 4b)*;

2) (7b + 6)% 5) (361 +§b) ; 8) (@ + a);
3) (8x + 4y)*; 6) (b — 11)% 9) (3b* — 2b%).
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634.° Végezzétek el a négyzetre emelést:

1) 2m + 1)% 4) (4x —éy) ; 7) (m* — 3n)%;
2) (4x — 3)% 5) (0,3a + 0,9b)%; 8) (m* — n’)%;
3) (10c¢ + 7d)*; 6) (¢* — 6) 9) (5a* — 2a")~

635.° Egyszertisitsétek a kifejezést:
1) a*>+ (3a—b);  4)+36—(c—6)
2) (4x + 5> —40x; 5) (x —2)* + x(x + 10);
3) 50> — (7a — 1%, 6) 3m(m — 4) — (m + 2)%
636.° Egyszertisitsétek a kifejezést:
1) (x — 12)* + 24x; 3) 2x(x +2) — (x — 2)%
2) (x + 8)* — x(x + 5); Hpp-7-@+7)7
637.° Bizonyitsatok be az azonossagot: (a — b)* = (b — a)™
638.° Egyszertsitsétek a kifejezést:
DE-9+@-y) (+6) 3) (2a = 3b)* + (3a + 2b)*;
) (x—4) (x+4)— (x— 1 HE-5P—(x-T) (x+7).

639." Egyszertsitsétek a kifejezést:
D +77+ 0 +2) 0= )
2)(a+1)(a—1)—(at+4);

3) x—10) (9 —x) + (x + 10)%
4 (x—4) B +x)—(x-3).

640.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) (x — 8)* —x(x + 6) = —2;
2) (x+ 7y =(x—3) (x+3);
H2x+ 1)y —-2x—-1)(2x+3)=0;
4) x(x —2) — (x + 5)*> = 35.

641." Oldjatok meg az egyenletet:
) (x+9)?—x(x+8) =1,
2) (x=117=(x-T7) (x=9);
) (x—4) (x+4)—(x+6)=-16;
4) (1 —3x)> —x(9x — 2) =5.
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642.° Cseréljétek ki a csillagokat olyan egytagu algebrai kifejezés-
sel, hogy azonossagot kapjatok:

1) (* + b)*=*+ 4ab + b?;

2) (4x — *)* =16x* — * + 100y

3) (* — 5¢)* = * 20b%c + 25¢%

4) (Ta*> + *)> =* + * 4+ 9p°,
643.° Cseréljétek ki a csillagokat olyan egytagt algebrai kifejezés-
sel, hogy azonossagot kapjatok:

1) (* + 6b)? = * + 24ab + *;

2) (¥ — *)* =9m* — 42m’n® + *.
644.° Alakitsatok a kifejezést polinomma:

D (=x+ 1) 4) (—4x —8y)%
2) (—-m — 9% 5) (-0,7¢ — 10d);
3) (=5a + 3b)%; 6) (—4a2 +%abj .

645." Emeljétek négyzetre a kifejezést:
1) (3m + Tn)?
2) (-0,4x — 1,5v)%
3) (= =)
4) (—a*b* + c10)*.
646." Emeljétek négyzetre a kifejezést:

2

1 1

1) (1022 — 7ab?)?; 3)(1§a2b+21ab2) ;
1 9 ’

2) (0,85° + 0,2b%ch)?; 4) (2 3° *y? _ﬁysxj :

647.° Alakitsatok a kifejezést polinomma:
1) 6(1—2c¢)% 5) (a +3) (a — 4)%
2
1
2) —12()6 +§y) ; 6) (2x + 4)* (x — 8);
3) ala — 6b)*; 7) (@ = 5)* (a +5)%

4) 5b(b* + Th): 8) (3x + 4y)? (3x — 4y
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648." Alakitsatok a kifejezést polinomma:
1) (0,02p°k + 20p*k*)?; 4) Tx(x* — 2x)%

2
1 4
2)(lgmn —Hmznsj : 5) (5y — 22 2y + 1);

3) —15Ga —%bj ; 6) (10p — k2 (10p + kY-

649.° Egyszertsitsétek a kifejezést, és hatarozzatok meg az értékét:
D@+3yY—(a@—9)(a+9),haa=-2,5;

1
2) (5x — 8)* — (4x — 3)> + 26x, ha X = _g;

1
3) (B 447+ (3P~ 4P =200 -3) (1 + 3. ha y =

650." Egyszerlsitsétek a kifejezést, és hatarozzatok meg az értékét:
1) 2m(m — 6)> — m*(2m —15), ha m =4,
2) (2x =5y —4(x+ 1) (x — 7), hax =-3,5.
651." Az x + 12 kéttag négyzete a valtozo mely értékénél lesz 225-
tel tobb, mint az x — 13 kéttag négyzetének megfeleld értéke?

652.° Oldjatok meg az egyenletet:
D(x—12) (x+12)=2 (x — 6)* —x%
2)Bx— 1Y+ @x+2>?=0GBx—1) (5x + 1);
3)5(x +2 +(2x— 1> = 9(x + 3) (x — 3) =22.
653." Oldjatok meg az egyenletet:
1) Bx+2y+@Ax—1)@x+1)=05x— 1)
2)2m+1P2+3m—-1P-5m+1)(m-1)=-4.

= 654.° Hatarozzatok meg a négyzet oldalat, ha oldalanak 5 cm-rel
torténd novelésekor olyan négyzetet kapunk, amelynek a teriilete
95 cm?-rel lesz nagyobb az adott négyzet teriileténél!

= 655." Ha a négyzet oldalat 8 cm-rel kisebbitjiik, akkor egy olyan
négyzetet kapunk, amelynek a teriilete 352 cm?-rel lesz kisebb,
mint az adott négyzet teriilete. Hatarozzatok meg az eredeti négyzet
oldalat!
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656.° Hatarozzatok meg azt a harom egymast kdvetd természetes
szamot, amelyek koziil a legnagyobb szam négyzetének kétszerese
79-cel nagyobb a masik két szam négyzetének Osszegénél!

657." Hatarozzatok meg azt a négy egymast kdvetd természetes
szamot, amelyek koziil a masodik és a negyedik szdm négyzetének
Osszege 82-vel nagyobb az elsd €s harmadik szam négyzetének
Osszegénél!
658." Az a és a b mely értékénél lesz igaz az aldbbi egyenldség:

1) (a + b)* = a* + b%; 2) (@ — b)* = (a + b)*?
659.° Bizonyitsatok be az azonossagot:

1) (a+ b + (a = b = 2a’ + B)

2) (a + b)> — (a — b)* = 4ab;

3)a®> + b*>=(a + b)* — 2ab;

4) (@ + b*) (? + &) = (ac + bd)* + (ad — bc)*.
660." Bizonyitsatok be az azonossagot:

1) a* + b* = (a — b)* + 2ab;

2)(a—b)}+(ab+ 1P =(a>+1)(H+1).
661.° Bizonyitsatok be, hogy az (x — 3)> + (x + 3)> - 2(x — 6) (x + 6)
kifejezés értéke fliggetlen a valtozo értékétol!
662." Bizonyitsatok be, hogy az (6x — 8)* + (8x + 6)> — (10x — 1)
(10x + 1) kifejezés értéke fliggetlen a valtozo értékétol!
663.” Paros vagy paratlan szdm lesz —e a paratlan természetes szam
négyzete?
664.” Vezessétek le két kifejezés 6sszege kobének a képletét:

(a + b)Y =d® + 3ab + 3ab* + b’.

A fenti képlet felhasznalasaval alakitsatok at polinomokka a kife-
jezéseket:
D) (x +3)% 2) (2x + ).
665.” Vezessétek le két kifejezés kiillonbsége kobének a képletét:
(a + b)) =ad* + 3a*bh + 3ab® + b°.
A fenti képlet felhasznalasaval alakitsatok at polinomokka a kife-
jezéseket:

D (1 —x)% 2) (x = Sy)’.
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666.” Vezessétek le a haromtag négyzetének a képletét:
(a+b+c)Y=a>+b*+c+2ab + 2bc + 2ac.

A fenti képlet felhasznaldsaval alakitsatok at tobbtagokka a kifeje-

zéseket: 1) (a + b — ¢)% 2) (a— b+ 4)"

667.” Az Okori gordg tudos, Eukleidész (i.sz.e 365-300) két kife-

jezés Osszege négyzetének és kiilonbségének képletét geometriai

modszerekkel bizonyitotta be. A 8. és a 9. abra felhasznalasaval

végezzétek el a bizonyitast!

a

8. abra 9. dbra

668.” Mennyivel egyenlé a maradék, ha paratlan természetes szam
négyzetét 8-cal osztjuk?

669.°° Bizonyitsatok be, hogy ha a természetes szam 16-tal torténd
osztasa soran a maradék 4, akkor ennek a szamnak a négyzete oszt-
hato 16-tal!

670.” Bizonyitsatok be, hogy amikor valamely természetes szam
25-tel torténd osztasakor a maradék 5, akkor ennek a szamnak a
négyzete maradék nélkiil oszthato 25-tel.

671.” Valamely természetes szam 9-cel valo osztasakor a maradék
5. Mivel lesz egyenld e szam négyzetének 9-cel valod osztasdnak a
maradéka?

672.” Valamely természetes szam 11-gyel valo osztasakor a mara-
dek 6. Mivel lesz egyenld e szam négyzetének 11-gyel valo oszta-
sdnak a maradéka?
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673.* A roviditett szorzas képleteinek felhasznalasaval irjatok fel a
kifejezést polinom alakjéban:

)(a+b+c)(a+b—c)

2)(@a+b+c)(a—b-c);

@+b+c+d)(a+b—c—ad.
674.” A roviditett szorzas képleteinek felhasznalasaval irjatok fel a
kifejezést polinom alakjéban:

I)(a—b—-c)(a+b—c);

D(a-b+c+d)y(a—b-c-4d).
675.” Az a mely értékénél nincs gyoke az egyenletnek:

(6x —a)*+ (8x — 3)* = (10x — 3)~
676." Az a mely értékénél nincs gyoke az egyenletnek:
2a—3x;P+x—172=10x—2) (x +2).

677.% Allapitsatok meg, hogy mennyi lesz a maradék, ha ennck a
szamnak a négyzetét osztjuk 4-gyel?
678.* Bizonyitsatok be az azonossagot:

2n+ 1)+ (2n* +2n)* = 2n* + 2n + 1)%
Ez az azonossag az ismert 0kori gordg tudos, Pitagorasz (i. e. VL.
szazad) nevéhez fiizodik. Az azonossag segitségével kiszamithatjuk
a derékszogli haromszog oldalainak a hosszat, ha azok egész sza-
mokkal egyenlok. Egy és ugyanazon természetes n értéke esetében
a2n+ 1;2n* + 2n; 2n* + 2n + 1 kifejezések a derékszogli harom-
sz0g oldalai hosszaval egyenlok.

679.% (J. L. Lagrange azonossdga’.) Bizonyitsatok be az azonos-
sagot:
(@>+ b+ ) (m*+n*+ k) — (am + bn + ck)* =
= (an — bm)* + (ak — cm)* + (bk — cn)*.
680.* Bizonyitsatok be, hogy 6t egymast kovetd természetes szam
négyzetének Osszege nem lehet természetes szam négyzete.

2 Lagrange Joseph Louis (1736-1813) —francia matematikus és csillagasz.
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I ISMETLO GYAKORLATOK

681. Az Ukrajnaban termesztett ndvények koziil a cukorrépanak a
legmagasabb, 25% a cukortartalma, mig a cukornadnak csak 18%.
Mennyi cukornéadat kell feldolgozni ahhoz, hogy annyi cukrot kap-
janak, mint amennyit 3600 tonna cukorrépabol nyernek?

682. 2017-ben 28 torténelmi, irodal-
mi és mivészeti mizeum mikodott
Kijev varosaban. Miivészeti muzeu-
mokbol 3,4-szer kevesebb volt, mint
torténelmi muzeumbdl, és eggyel
kevesebb, mint irodalmi muzeum-
bol. Hany muzeum mikédott mind

Ukrajna Nemzeti

a harom tipusbol? Torténeti Miizeuma
683. Az iizletbe 80 ladaban, 740 kg (Kijev)

narancsot €és banant szallitottak. Minden ladaban 10 kg narancs
vagy 8 kg banan volt. Hany kilogramm narancsot hoztak ebbe az
izletbe?

684. A munkavallal6 fizetése aranyos a ledolgozott 6rak szamaval.
Az els6 honapban 170 6rat dolgozott, €s 11 900 hrivnyat kapott.
Hény 6rat dolgozott a masodik honapban, ha 13300 hrivnyat kapott
a munkajaért?
685. A valtozo mely értékénél és milyen legkisebb értéket vesz fel
a kovetkezd kifejezés:

1) 2) 2 - 16; 3) (x + 4)? + 20?

686. A valtozd mely értékénél és milyen legkisebb értéket vesz fel
a kovetkezo kifejezés:

1) =% 2) x> + 4 3) 12— (x — 1)2?
687. A valtozo mely értéke mellett teljesiil az egyenldség:

(= 12+ x+ 12 =-10; 3) (2= 1)+ (v + 1) =02

D)(x—1P+(x+1)Y2=0;
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688. Az x és y valtozd mely értéke mellett teljesiil az egyenldség:
D (427 + (0= 6 = —L;
2)(x+2?2+(y—6)?2=0?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

689. Ismert, hogy az m és az n természetes szamok értékei olyanok,
hogy a 10m + n kifejezés értéke maradék nélkiil oszthatd 11-gyel.
Bizonyitsatok be, hogy a (10m + n) (10n + m) kifejezés oszthato
121-gyel.

Pascal-haromszog i ﬁ

A 664. feladat megoldéasaval bebizonyitottatok a kovetkez6
azonossagot:

(a + b)Y =d®+ 3a’b + 3ab* + b*

Ezt az azonossagot a két kifejezés dsszege kobének nevezziik.
Mivel (a + b)* = (a + b)* (a + b), akkor az (a + b)* kifejezés,
polinomma alakithato. A kovetkez0 azonossagot kapjuk:
(a+ b)*=a*+4a’b + 6a*b* + 4ab’ + b*.

Hasonloan eljarva lehetséges polinomma alakitani barmely (a +
b)" alaku kifejezést. Azonban ahogy n novekszik, a kifejezés atala-
kitasaval kapcsolatos munka mennyisége no.

A technikai munka csdkkenthetd bizonyos torvényszertiségek
megfigyelésével. Az egyenldség jobb oldalan 1€v6 Osszes egytagu
kifejezés hatvanya megegyezik a kéttag hatvanyaval. Ezeknek a
kifejezések a betiirészei rendre a kovetkezo alaktak: a*, a"~'b, a”
2, a" bR, ..., ab !, b". Ezeknek az egytag kifejezések egyiitt-
hat6inak meghatarozasdhoz egy specialis tablazat (10. dbra) 1étezik,
amelyet ,,Pascal-haromszognek™ neveznek a kivalo francia mate-
matikus és filozofus, Blaise Pascal tiszteletére. Itt nyilak mutatjak,
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hogyan kell meghatarozni a tablazat kdvetkez6 sorat az el6zo alap-
jén: ha két egymas melletti lila szamot 6sszeadunk, igy egy masik
lila szdmot kapunk, melyet a két megadott szam kozé, a kdvetkezo
sorba kell irni.

1
1\‘(1
150(2\)(1
1\K3\K3\K1
1\K4\K6\K4\ Kl
1\K5\K10\K10\K5\K1
10. abra

Az alabbiakban bemutatjuk, hogyan kell hasznalni ezt a tabla-
zatot.

1
(a + b)": l-a'+1-b'
(a + b)x l-a*+2-a'b' +1-b?
(a + b)*: l-a’+3-a’b' +3-a'b*+1-b°
(a + b)*: l-a*+4-a’b' +6-a’b*+4-a'b’ +1- b*

(@+b)y: 1-a°+5-a*b'+10-a’b*+10-a’b’ +5-a'b*+1-b’

Blaise Pascal
(1623 — 1662)

Francia matematikus, fizikus, ir6 és
filozofus. A matematikai elemzés, a
valoszinliségszamitas és a projektiv
geometria egyik megalapitéja. O
készitette el a szamitastechnika elsé
példanyait.
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VAl Polinom atalakitasa két kifejezés
osszegének és kiilonbségének négyzetévé

Felirjuk az 0sszeg és kiillonbség négyzetének képletét forditott
sorrendben:

a’+2ab+b>=(a+by,

a’—2ab+b* =(a—bY

Az ilyen alakban kapott képlet segitségével a haromtag kéttag
négyzetéve alakithato at.

A kéttag négyzeteként felirhatd haromtagot teljes négyzetnek
nevezziik.

PELDA 1 Irjatok fel a haromtagot kéttag négyzeteként:
1) x>+ 10x + 25; 2) 9a% — 42a°b* + 49b*.
Megoldas:
Dx*+10x+25=x>+2-x-5+52=(x+5).
2) 9a° — 42a°b* + 49b* = 3a®)* — 2 - 3a® - Th* + (Th?*)* =
=(3a’ - 7b*?. 4
PELDA ‘2 A kifejezés kéttagga valo alakitisdnak képlete segitsé-
gével hatdrozzatok meg az
5,22 +10,4 - 4,8 + 4,82. kifejezés értékét!
Megoldas:
522+ 10,4-48+482=522+2-52-48+482=
=(5,2+4,8=10>=100. <
PELDA |3 Oldjatok meg a 4x2 — 12x + 9 = 0 egyenletet!

Megoldas: Az egyenlet bal oldalat felirjuk kiilonbség négy-
zeteként:
(2x-3)*=0.
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Mivel a négyzet értéke abban ¢és csakis abban az esetben nulla,
ha a hatvany alapja nulla, ezért:
2x—-3=0;
x=1,5.
Felelet:1,5. 4

PELDA |4 Bizonyitsatok be, hogy a
2x+ 1) =2 (2x+ 1) (2x—=5) + (2x = 5)?
kifejezés értéke nem fiigg a valtozo értékétol!

Megoldas: 2x+1)> -2 2x+1)2x-5)+ (2x-5)*=
—(Qx+ 1) —(2x—5)P=Qx+1-2x+52==6=36. 4

PELDA |5 Bizonyitsatok be, hogy az x> — 4x + 5 kifejezés értéke barmi-
lyen x esetében pozitiv. Mennyi a kifejezés legkisebb értéke, és milyen x
esetében veszi fel ezt az értéket?
Megoldas: Atalakitjuk a kifejezést:
X—dx+5=x>-4x+4+1=(x—-2)+1.

A kifejezés Osszeg alakjaban valo felirdsat, amelyben az egyik
Osszeadando kéttag négyzete (a mi esetiinkben (x — 2)?), a kéttagh
kifejezés négyzetének kiemelése.

Mivel barmely x esetén (x — 2)* > 0, ezért az (x — 2)* + 1 kife-
jezés csak pozitiv értékeket vehet fel. Erthetd, hogy (x — 22 + 1 >
1. Tehat a kifejezés a legkisebb értékét, x = 2 esetén veszi fel, ami
egyenld 1-gyel. <

PELDA (6 Az x és y milyen értékeinél lesz az x> + y* — 12x + 4y +
40 kifejezés értéke nulla?
Megoldads: x*+y*—12x+ 4y +40 =
=x"—12x+36+)y*+4y+4=x—-6)+(+2)"

A tobbtagot két olyan Osszeadandd Osszegeként irtuk fel, ame-
lyek kizarolag nem negativ értékeket vehetnek fel. Az dsszegiik és
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egyben az adott tobbtag is csak abban az esetben lesz nulla, ha az
Osszes Osszeadand6 nulla, azaz x = 6 és y = 2.
Felelet: x=6,y=-2. 4

I GYAKORLATOK

690.° Az alabbi kifejezések koziil melyik azonosan egyenld az a* —
18a + 81 tobbtaggal:

1) (a — 3)% 2)a-9; 3)@-9(@+9); 4)(a—9*
691.° Az alabbi egyenléségek koziil melyik azonossag:

1) @®> + 8ab + 16b* = (a + 8b)%;

2) @* + 8ab + 16b* = (a + 4b)*;

3) @* + 8ab + 16b* = (ab + 4)*;

4) a* + 8ab + 16b* = (a + 2b)*?
692.° Adjatok meg a haromtagl algebrai kifejezést kéttag négyze-
teként:

1) ¢+ 2cd + d%

2) p*—=2pq + ¢’

)x*—=2-x-T7+72.
693.° Bontsatok tényezdkre a polinomot:

1) m*> + 2mn + n?,

2) b*—2bc + ¢

) 112=2-11-p +p
= 694.° Adjatok meg a haromtag algebrai kifejezést dsszeg négy-
zeteként vagy kiilonbség négyzeteként:

1) a®> + 2a +1; 6) 9a*> — 30ab + 25b%;
2) x* — 12x + 36; 7) b* — 2b%*c + ¢

8 4 2 1 4
3)y? — 18y + 81; gym +m 'n +Zn ;
4) 100 — 20c¢ + ¢ 9) 36a2h* — 12ab + 1;
5) a®> — 6ab + 9b?; 10) x* + 2x> + 1.

695.” Adjatok meg a haromtagot kéttag négyzeteként:
1) b*—=2b+1; 4) 4a® + 4ab + b
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2)4 +4n + n% 5) 9x? — 24xy + 16y

3) x* — 14x + 49; 6) a® — 2a° + 1.
696.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, elézéleg kéttaghi algeb-
rai kifejezés négyzetévé alakitva azt:

1) y* — 8y + 16, ha y =—4;

2) &2 + 24c + 144, ha ¢ =-10;

3) 25x* = 20xy + 4%, hax =3, y=5,5;

4) 4942 + 84ab + 36b*, haa =1 %, b 22%
697.° Hatdrozzatok meg a kifejezés értékét:

1) b* — 30b + 225, ha b = 6;

2) 100a* + 60ab + 9b°, ha a = 0,8, b =-3.
698.° Milyen egytagu kifejezést kell tenni a csillag helyett, hogy
a kifejezést egy kéttagh algebrai kifejezés négyzeteként lehessen
felirni:

1) * —56a + 49;

2) 9¢* —12¢ + *;

3) * — 42xy + 497

4) 0,015* + * + 100c?;

5) a’b* — 4a’b® + *;

60) 1,44x%* — * + 0,25)5;

7) 64 — 80y* + *;

8) ia(’b2 —a’h’ +*?
25

699." A csillagok helyére olyan egytagl algebrai kifejezést tegye-
tek, hogy azonossag legyen:

1) n* + 60n + * = (* + 30)%

2) 25¢* = * + * = (* — 8k)%;

3) 225a* — * + 64b* = (¥ — *);

4) 0,04x* + * + * = (* + 0,3)°)%.
700.° irjatok fel a haromtaga kifejezést, ha lehetséges, kéttagn
algebraikifejezés négyzeteként vagy olyan kifejezésnek, amely a
kéttag négyzete ellenkezo eldjellel:
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1) —8x + 16 + x?; 5) 81¢* — 54b%c + 9b?;
2) a* + 4a'b® + 4bS, 6) b' — a’b’ + 0,25a*%
1
3) 2x — 25 — 0,04x% 7) Exz —xy +4y?;
4) 25m* — 15mn + 9n?; 8) —%nG—Smn5—16m2n4.

701.° Irjatok fel a haromtagu kifejezést, ha lehetséges, kéttag négy-
zetének vagy olyan kifejezésnek, amely a kéttag négyzete ellenke-
z0 elgjellel: ’s

1) —a* - 0,8a° — 0,164%; 4) Eag —10a*h® +49p"%;

2) 121m? — 44mn + 16n?; 5) 80xy + 16x* + 25)%;
1 1
3) —a® + 4a’h — 4b%; 6) b'’ —gbsc +§c2.

702.° Adjatok meg a kifejezést kéttagu algebrai kifejezés négyze-
teként:

1) (4a + 3b)* — 8b(4a + b);

2) (10x + 3y)* — (8x + 4y) (8x — 4y).

703." Adjatok meg a kifejezést kéttagu algebrai kifejezés négyze-
teként:

1) Bm — 2n)* + 5m(4n — m);,

2) (9x + 2y)> — (8x + 3y) (4x — 4y).
704.° Alkalmazva a kifejezések két kifejezés 6sszege vagy kiilonbsé-
ge négyzetére valo atalakitast, hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

1) 1,022 —1,02 - 1,96 + 0,98% 2) 242 + 96 - 38 + 76°.
705.° Szamitsatok ki:

1) 2032 — 406 - 103 + 103%  2) 1,58> +1,58 - 2,84 + 1,422
706.° Milyen szamot kell hozzaadni a 81a?h* — 36ab + 9 polinom-
hoz, hogy a kifejezés azonosan egyenld legyen kéttagt kifejezés
négyzetével?
707.° Milyen szamot kell hozzaadni a 100m* +120 m?* + 40 poli-
nomhoz, hogy a kifejezés azonosan egyenld legyen kéttagu kifeje-
z¢s négyzetével?
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708.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) x* — 16x + 64 = 0; 2) 81x? + 126x + 49 = 0.
709.° Oldjatok meg az egyenletet:
) x>+ 12x+ 36 =0; 2)25x* = 30x +9=0.

710.” Azonossag lesz e az egyenldség:
(@a=2)(@a—3)(a+3)(at2)+a*=(a*>—6)?
711.* Bizonyitsatok be az azonossagot:
D@—1¥+2a—-1)+1=ad%
2) (a+ b)*—2(a+b)(a—b)+ (a—b)y=4b%
3)(a—8)P+2(a—-8)(3—a)+(a—3)7=25;
4) (xn —2)* = 2(xn —2) (xn + 2) + (xn + 2)>= 16, ahol az n —
barmilyen természetes szam!
712.” Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke fiiggetlen a valtozo
értekétol:
1) Bx + 8y —2(3x + 8) 3x — 8) + 3x — 8)%
2) (4x —7)* + (4x — 11> + 2(4x — 7) (11 — 4x).
713.” Bizonyitsatok be, hogy az egyenletnek nincs gyoke:
1) x* — 14x + 52 = 0; 2)4x> —2x+1=0.
714.” Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke barmilyen x ese-
tében pozitiv! Milyen x esetén lesz a kifejezés értéke a legkisebb?
Szamitsatok ki az értékeét is!

1) x* — 6x + 10;
2) 16x* + 24x + 25;
) x*+x+ 1.
715.” Lehet-e negativ a kifejezés értéke:
1) x* — 24x + 144; 2) 4x* + 20x + 28?

716.” Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értéke barmilyen x eseté-
ben negativ! Milyen x esetén lesz a kifejezés értéke a legnagyobb?
Szamitsatok ki az értékét is!

1) —x? + 4x — 12;

2) 22x — 121x* — 2;
717.” Lehet -e a kifejezésnek pozitiv értéke:

1) —x* + 20x —100;

2) —x* — 10 — 4x?
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718.** Milyen legnagyobb értéket vesz fel a kifejezés és a valtozo
mely értékénél veszi ezt fel?

1) —x* — 16x + 36;

2) 2 — 16x* + 24x?
719.” Milyen legkisebb értéket vesz fel a kifejezés és a valtozo
mely értékénél veszi ezt fel?

1) x> — 28x + 200;

2) 9x* + 30x — 257

v A 12 81 4 s 9 o4
720.* Adjatok meg a Ex +y EX Y kifejezést kéttagu kife-
jezések négyzetének szorzataként!
721.” Bizonyitsatok be, hogy az (a — 3b) (a — 3b — 4) + 4 kifejezés
érteke a valtozok barmely értékénél nem negativ!
722." Irjatok fel a kifejezést két kifejezés négyzetének 6sszegeként:

1) 2a*> — 2a + 1; 4) 10x* — 6xy + )7,

2)a*+ b>+2a+2b+ 2 5)x*+ 5y +4xy — 4y + 4;

3) x* + 6x +)? — 2y + 10; 6) 2a* + 2b.
723." irjatok fel a tobbtagot négyzetek kiilonbségeként, majd adja-
tok meg szorzat alakjaban:

Da*+a®+1; 3) @*b* + 2ab — ¢* — 8¢ — 15;

2) x* — y* + 4x — 4y; 4) 8a*— 12a + 2ab — b* + 4.
724." Irjatok fel a polinomot, két kifejezés négyzetének osszege-
ként vagy kiilonbségeként:

1) a*+ 174> + 16; 3) 2x* — 6xy + 9 — 6x + 9;

2) x*+)? — 10x + 14y + 74, 4) x* —y* —4x — 2y + 3.
725.”° Az x és y milyen értékeinél lesz a kifejezés értéke nulla:

1) x> +)?+ 8 — 10y + 41;

2)x*+ 37+ 12xy — 2y + 12
726.” Létezik-e az x-nek és y-nak olyan értéke, amelyeknél a kife-
jezés értéke nulla:

1) x>+ 4>+ 2x — 4y + 2;

2) 9x* +y* — 12x + 8y + 21?
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727.* Ismeretes, hogy a + b =7, ab = 2. Hatarozzatok meg az a*> +
b* kifejezés értékét!

728." Az a és b pozitiv értékei esetén o + b* = 34, ab = 15. Hata-
rozzatok meg az a + b kifejezés értékét!

729." Az a és b negativ értékei esetén a*> + b> = 68, ab = 16. Hata-
rozzatok meg az a + b kifejezés értékét!

730.% Adjatok meg a 24-et két szam Osszegeként Gigy, hogy az 6sz-
szeadandok szorzata a legnagyobb értékii legyen!

731." Hatarozzatok meg az dsszes 20 cm Keriiletii téglalap koziil a
legnagyobb teriiletli téglalap oldalait!

a
732.% Ismeretes, hogy b +T =1, ab=13,a>0, b> 0. Hatdrozza-

tok meg az a + 2b kifejezés értékét!
733.* Ismeretes, hogy a> + b*> + c* — ab — ac — bc = 0. Mivel egyen-
16 az a + b — 2c kifejezés értéke?

I ISMETLO GYAKORLATOK

= 734. 1 tonna papir eldallitasdhoz
6,3 m’® fat vagy 1400 kg papirhulladé-
kot kell felhasznalni. Az iskola didkjai
2100 kg papirhulladékot gytjtottek
Ossze. Hany kobmeéter fa takarithato
meg az 0sszegyljtott papirhulladék
felhasznalasaval a papirgyartashoz?

735. A tarsasag részvényei 5:2 aranyban oszlanak meg az allam ¢és
a maganszemélyek kozott. A tarsasag teljes évi adozott eredménye
2,8 milli6 hrivnya volt. Ebb6l a nyereségbdl hany hrivnyat kell
kifizetni a magénrészvényeseknek?

736. A tengerjard hajo legénysége 72 fobdl all, és maximum 264
turista utazhat rajta. Legalabb hany darab mentdcsonak kell hogy a
hajon legyen, ha egy csonakot 60 fore terveztek?



17. Polinom atalakitasa két kifejezés 6sszegének és kiilonbségének négyzetévé 161

737. Az els6 napon a turista megtette 0,4-ét az eldtte allo tavnak, a
: . 2 .
masodik napon pedig a fennmaradt tav g-ét, a harmadik napon a

maradék 20 km-t: Hatarozzatok meg az Gtvonaldnak a hosszat!
738. A tengerivel bevetett két részleg teriilete 100 ha. Az elsé
részlegrél hektaronként 90 t tengerit takaritottak be, a méso-
dikrol pedig 80 t-at. Hatarozzatok meg a két részleg teriiletét,
ha az elsé részlegrél 2200 t-val tobbet takaritottak be, mint a
masodikrol!

739. Bontsatok tényezokre:

1) 2ab — 3ab? 4) 2a — 2b + ac — bc;
2) 8x* + 2x3 5) m* — mn — 4m + 4n;
3) 12a*h* + 6a*H* + 12ab?; 6)ax—aytcy—cx—x+y.

740. Az x valamely értékénél a 3x> — x + 7 kifejezés 10-zel
egyenlé. Milyen értéke lesz a 6x* — 2x + 7 kifejezésnek ennél az
x értéknél?

741. (Osi bolgdr feladat.) Hét halasz a tavon horgaszott. Az egyik
minden nap kiment a téra, a masik csak kétnaponta, a harmadik
minden harmadik napon stb., a hetedik minden hetedik napon. Ma
mind a heten horgésznak. Legkevesebb hany nap mulva lesznek
ismét mind a heten egyszerre a tonal?

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

= 742. Irjatok fel kifejezések alakjaban:
1) az a és b szamok Osszegének kobe;
2) az a és b szamok kobének Osszege;
3) a ¢ és d szamok kobének kiilonbsége;
4) a ¢ és d szamok kiilénbségének kdbe!
743. Emeljétek kobre az egytagot: 1
1) % 3) 3a2b%; ﬂgﬁd;

2
2) 24 4) 0,1mn’; 6)=p"k".
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744. Adjatok meg egytagu algebrai kifejezés kobeként:

1
1) &*b; 3) 6—4c9; 5) 0,216k"5p*;
2) 8x%7; 4) 125m"n; 6) 0,0084°h'8c?".

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

745. Feloszthatok-e az 1 és 32 kozotti természetes szamok harom
csoportra ugy, hogy mindhdrom csoport tagjainak a szorzata egyen-
16 legyen?

4.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Végezzétek el a szorzast: 3n + 1) (3n — 1)!

A) 92— 6n+ 1; C) 9 — 1;
B) 9n* + 6n + 1, D) 9n* + 1.

2. Melyik tobbtaggal egyenl6 a (4x — 1)? kifejezés?
A) 16x* + 8x+ 1; C) 16x* + 1;
B) 163> — 8x + 1; D) 16x>— 1.

3. Bontsatok szorzotényezokre a 4a* — 25 kifejezést!
A) 2a -5y C) 2a—5) (2a + 5);
B) (2a + 5)% D) 2a (2a —25).

4. Adjatok meg szorzat alakjaban: —0,09x* + 81y'¢!

A) (0,03%% — 9% (0,033 + 9*);  C) (9% —0,3x%) (9° + 0,3%%);

B) (9% — 0,03x2) (9* + 0,03x2); D) (9y* — 0,3%%) (9)* + 0,3x2).
5. Az alébbi kéttagok koziil melyik bonthat6 fel tényezOkre a négy-
zetek kiilonbségének képlete alapjan?

A)—a—4b  B)4a+b% C) @ — 4b% D) 46 + @
6. Adjatok meg az o> — 8a + 16 kifejezést kéttag négyzeteként.
A) (a+4)% B) (a —4)% C) (4a+1)% D) (a— 1)~

2
1 1
7. Ismeretes, hogy (Ex —3y2j ZZXZ +axy’ +9y*. Mennyi lesz

az a értéke?
A) 3; B) -3; C) 6; D) 6.
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8. Hozzatok egyszeriibb alakra az (x + 8) (x — 8) — x(x — 6) kifeje-
z¢€st.

A) 6x — 16; B) 6x + 16; C) 6x—64;: D) 6x—64.
9. Melyik polinommal egyenld a (7m — 2)* — (7m — 1) (7m + 1)
kifejezés?

A)-14m+5; B)-14m+3; C)-28m+5; D) -28m+3.
10. Hozzatok egyszerlibb alakra a (¢ — 4)* — (3 — ¢)? kifejezést!
A)2c-T7; B) 7-2c; C) 7+ 2c; D) 2c¢-17.
11. Szamitsatok ki az (x — 4)> + 2(4 + x) (4 — x) + (x + 4)* kifejezés
értékét, ha x = —1,2!

A) 64; B) 32; C) 48; D) 72.
12. Adjatok meg a (4 + a?) (a — 2) (a + 2) kifejezést tobbtag alak-
jéban!

A) a® - 16; B) 16 — a% C) 16 —a*; D) a* - 16.

Két kifejezés kobének osszege és kiilonbsége

Meghatarozzuk az a + b kéttag és az a> — ab + b* polinom szor-
zatat. A kovetkez6t kapjuk:
(a +b)a®>—ab+ b*)=a’—a’b +ab* + a*b — ab® + b* = a* + b°.
Ezzel bebizonyitottuk az

a’+b =(a+b)a’—ab+b?)

azonossagot.

Ez az azonossag a kobok dsszegének képlete.

A képlet jobb oldalan talalhaté a*> — ab + b? polinomot a kii-
16nbség nem teljes négyzetének nevezziik. A megnevezés az a és
b szamok kiilonbsége négyzetéhez (a* — 2ab + b?) vald hasonlosa-
gabol ered.

Megfogalmazzuk a szabalyt.

Két kifejezés kobének osszege a két kifejezés osszegének és
kiilonbségiik nem teljes négyzetének a szorzatdaval egyenlo.

Felirjuk szorzat alakjaban az a® — b* kifejezést:
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@ =B =@+ (b = @+ (b)) (@~ a(-b) + (b)) =
=(a—b) (a®> + ab + b?).
Bebizonyitottuk a kdvetkezd azonossagot:

a’—b =(a—b)(a’ +ab+b?)

Ez az azonossag a kobok kiilonbségének képlete. Az a* + ab +
b* tobbtagot az 0sszeg nem teljes négyzetének nevezzik.

Megfogalmazzuk a kovetkezd szabalyt.

Két kifejezés kobének kiilonbsége a két kifejezés kiilonbsé-
gének és 0sszegiik nem teljes négyzetének a szorzataval egyenld.

Megjegyezziik, hogy ez a képlet is bebizonyithat6 a képlet jobb
oldalan all6 tobbtagok Osszeszorzasaval.

PELDA 1 fel szorzat alakjéban.

1) 8a* + 27h3 2) x0—y”.
Megoldas: 1) A tobbtagot felirjuk két kifejezés kobének 6sz-
szegekeént:

8a® +27b* = 2a)’ + (3b)* = (2a + 3b) (4a* — 6ab + 9b?).
2) A tobbtagot felirjuk két kifejezés kobének kiilonbségeként:
X0 =1 = (2P — (0P = (2 =) (x* + ¥ +)F). <
PELDA 2 Hozzatok egyszeriibb alakra a (4y — 1) (16)* + 4y + 1) kife-

jezést, és szamitsatok ki az értékét, ha ) = 5

Megoldas:
G-1)(6y+4y+1)=@y)-1=064°—1.

1
Ha y = — akkor:
Y 2

3
1 1
64y° —1=64- (5) S1=64- o -1=8-1=7. 4

PELDA '3 Alakitsatok at az (m — 4)* + 216 kifejezést szorzatta.
Megoldas: Az 6sszeg kobének a képlete alapjan:
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(m—-4P+216=(m—-4)*+6’=
=(m-4+6)(m—-4)—-6(m—4)+36) =
=(m+2)(m*—8m+ 16— 6m+24+36)=

=(m+2) (m*>—14m + 76). 4

PELDA |4 Bizonyitsatok be, hogy a 253 — 1 oszthato 24-gyel!
Megoldas: Az 6sszeg kobok kiilonbsége képlet alapjan:
255 —-1=(25-1) (252 + 25+ 1) =24 (25 + 26).
A kifejezést egy olyan szorzat alakjaban irtuk fel, ahol az egyik

tényez0 24, a masik pedig egy tetszéleges természetes szam. Tehat
a kifejezés értéke oszthato 24-gyel. <

‘?
| 1. Milyen azonossagot neveziink a kobok 6sszege képletének?

2. Milyen polinomot neveziink a kiildnbség nem teljes négyzetének?
3. Fogalmazzatok meg két kifejezés kobének 6sszege tényezdkre
valé bontasanak szabalyat!

4. Milyen azonossagot neveziink a kobok kiilonbsége képletének?
5. Milyen polinomot neveziink az 6sszeg nem teljes négyzetének?
6. Fogalmazzatok meg két kifejezés kobének kiilonbsége tényezdkre
valé bontasanak szabalyat!

I GYAKORLATOK

746.° Az adott kifejezések koziil, melyik lesz az dsszeg nemteljes
négyzete, €¢s melyik a kiilonbség nemteljes négyzete?

1) m?> + 2mn + n?; 4) m* — 4mn + n?,
2) m* + mn — n?, 5) m*> —mn + n?
3) m? + mn + n?; 6) m* —2mn + n*?

747.° Azonossag-e a kovetkezd egyenléség:
DX+ =(x+y) (@ +xy+)7%);
2)x* =y =(x—y) (F+xy+)7);
3) X +y =(x+y) (= 2xpy +17);
4) x* =y =(x+y) (P —xy+)*)?
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748.° Az adott kifejezések koziil melyik lesz azonosanegyenld az
a® 27 kifejezéssel:

1) (@ —3) (@> + 6a +9); 3)(a—3)(a*> —3a+9),

2) (a - 3) (& - 9); 4) (a—3) (@ + 3a + 9)?
= 749.° Bontsatok tényezokre:

1) a + 8 41+ 7) 1000¢* — 216

2) & - 64; 5) @* + 1000: 8) &b’ — 1;

3) 125 — b 6) 274" — 1: 9) mn® + 0,001,
750.° Bontsatok tényezdkre: |

1) -1 4 ga’+ b

2)27 + &; 5) 0,001 + 8n;

3) 216 — % 6) a’b® — .

751.° Az adott egyenléségek koziil melyik lesz azonossag:
1) m® + 8n® = (m + 2n?) (m*> + 2mn* + 4n*),
2) m® + 8n® = (m — 2n*) (m* + 2mn* + 4n*);
3) m* + 8n® = (m + 2n?) (m*> — 2mn* + 4n*),
4) m® + 8n® = (m — 2n?) (m* — 2mn* + 4n*)?
752.° Fejezzétek be a tényezdkre bontast:
1) 64x°—0,027)° = (4x?)* — (0,3y°)* = ...;
2) b2 +216¢" = (b*)* + (67 = ...;

3 3
1o 1y (1 ) (1)
—p't——p* =| = —|=b" | =....
3)8p 27 Zp 3

753.° Bontsatok tényezdkre:

1) a2+ b’ 5) 8m® + 27n’;

2) x'8 —y?7; 6) 0,027x*" + 0,125y

3) m®n® — p'% 7) 0,216 — 8c7,

4) a*b* + 1; 8) 1000a'?b* + 0,001c%d".

754.° rjatok fel a kifejezést szorzat alakban:

1) a®—8; 3) a® — b5 5) 125¢*d® + 0,008h°%
64 L 27

2) m'? +27; 4) 1 -a*'b’% 6) X" = Y.

729 1000
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755.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét, felhasznalva a kobok
Osszegének, vagy a kiilonbségének képletét:
9 +7°
1) ;
32
16°-10°
) ———.
24
756.° Irjatok fel polinom alakban:
1) (x —2) (x* + 2x + 4);
2) 2a—1) (4a* + 2a + 1);
3) (@ + 1) (@ —a+ 1);
4) (0,5xy + 2) (0,25x%* — xy + 4).
757.° Végezzétek el a szorzast:
1) (b —4) (b*+4b + 16),
2) (2a + 3b) (4a> — 6ab + 9b?),
3) (¢ + 6y7) (x* — 6x3y? + 36)%);
1 1 1 1 1
4) (—a ——b)(—az +—ab+—b2).
4 5 16 20 25
758.° Egyszeriisitsétek a kifejezést és hatarozzatok meg az értékét:

1
1) Oa*+3a+1)QBa—1),haa :g;

1
2) 5y—2)(25+10y+4)+8 hay= _g-

759.° Egyszertsitsétek a kifejezést és hatdrozzatok meg az értékét:
) (1 -1 +b+b*, hab=-2;
2) 2@+ 7—-(x+1)(x*—x+1),hax=-1.
760.° Bontsatok tényezokre:
1) (a + 6)° — 27,
2) (2x — 1) + 64,
3) 8a® — (4a — 3)%
4) 1000 + (y — 10)%;
5) (x+y) — (=)
6) (@ —2) + (a +2).
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761." Irjatok fel szorzat alakjaban a kifejezést:
1) (b—5)y +125;
2) (4 — 3x)* — 8x%;
3) (a— by +(a+b);
4) (c +3) = (c — 3).
762." Egyszerisitsétek a kifejezést:
Dx+D)e*—x+1)+2—x) 4+ 2x+x?),
2) (x —4) (x* +4x + 16) — x(x =5) (x + 5);
3)ala—3Y—(a+3)(@—3a+9)
Ha— @+t )@—a+)(@+ta+1)@+1)(@@?+1).
763." Egyszertsitsétek a kifejezést:
D@=5@+5+25—(a—1)(@+a+1l),
) =3) 0Pty +) -y -3 +3)-@+3)3
3) (a — b) (a + b) (a* + a’b* + b*).
764.° A csillagot olyan egytagu algebrai kifejezéssel helyettesitsé-
tek, hogy azonossagot kapjunk:
1) (Tk = p) (* + * + %) =343k — p’;
2) (¥ + %) (25a* — * + 36b%) =125a° + 216b°,
3) (mn+*) (¥ —*+ k) =mn® + K.
765.° Oldjatok meg az egyenletet:
D)Bx—1)(Ox*+3x+ 1) — 9x(3x* — 4) =17,
) (x+4)(*—4x+16) —x(x—7) (x +7) =15;
3) (x + 6) (x* — 6x + 36) — x(x — 9)* = 4x(4,5x —13.5).
766." Oldjatok meg az egyenletet:
1) (7 — 2x) (49 + 14x + 4x?) + 2x(2x — 5) (2x + 5) = 43;
2) 100(0,2x + 1) (0,04x* — 0,2x + 1) = 5x(0,16x* — 4).
767.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) 456 — 156° oszthato 300-zal;
2) 2543 + 2383 oszthato 123-mal;
3) 17° — 1 maradék nélkiil oszthato 36-tal!
768.” Bizonyitsatok be, hogy:
1) 3413 + 109° oszthato 90-nel;
2) 215 + 3% maradék nélkiil oszthato 35-tel!
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769.”° Hatarozzatok meg azt a legkisebb n természetes szamot,
amellyel az x*" — y*" kifejezés szorzotényezdkre bonthaté mind a
négyzetek, mind a kobok kiilonbségének képlete alapjan! Bontsa-
tok tényezokre mindkét képlet segitségével.

770.” Gondoljatok ki olyan tobbtagot, amelyet szorzétényezokre
bonthattok a négyzetek és a kobok kiilonbségének a képletével is!
A gondolt tobbtagot bontsatok tényezdkre a fenti képletek alapjan!

771.* Igaz-e az allitas, miszerint ha két természetes szam Osszege
maradék nélkiil oszthatdé egy harmadikkal, akkor ezzel a szammal
maradék nélkiil oszthato:

1) négyzeteik kiilonbsége;

2) négyzeteik 0sszege;

3) kobeik Osszege?
772.”° Bizonyitsatok be, hogy két egymadst kovetd paratlan szam
kobeinek 0sszege oszthatd 4-gyel!

773.” Bizonyitsatok be, hogy két egymast kdvetd természetes szam
kobeinek Osszege, melyek koziil egyik sem a 3 tobbszordse, oszt-
hat6 9-cel!

774." Ismeretes, hogy x* + y* = 1. Hatarozzatok meg az x° + 3x?
2 + )0 kifejezés értékét!

775.” Ismeretes, hogy x* — y* = 2. Hatarozzatok meg az x° — 6x°
y* —)° kifejezés értékét!

776.” Bizonyitsatok be, hogyha 2a — b = 1, akkor 8a* — b* = 6ab + 1!
777. Bizonyitsatok be, hogyha a + 3b = 2, akkor a@* + 27h* = 8 —
18ab!

I ISMETLO GYAKORLATOK

778. Akciokat két iizletben tartanak. A Divatos ruhdk iizletben egy
bizonyos cég barmely ingje 600 hrivnyadba keriil, és ha két inget
vasarol, akkor a masodik ingre 60 %-os kedvezmény. A Modern ru-
hak tizletben ugyanennek a cégnek az inge 550 hrivnyaba kertil, két
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ing vasarlasakor pedig a masodik ing ardbol 40% a kedvezmény.
Melyik tizletben jovedelmezobb két inget venni?

779. Az egyik ladaban 12 kg-mal tobb alma volt, mint a masikban.
Amikor 4 kg almat atraktak az els6 14dabol a masodikba, kideriilt,
hogy a masodik lddaban 1évé almék tomege az elsében 1évo almak

tomegének 7. Hany kilogramm alma volt eredetileg mindkét 1a-

daban?
780. Milyen lesz az utolsé szamjegye a 3'¢ + 76 kifejezés értéké-
nek!
781. Hatarozzatok meg az adott kifejezések értékeit, haa =1 és a
=—1:
Da+ta*+a+a*+..+a”+a"% 3) ad*a’a’ ... a”a'";
Na+a*+a+a*+ ... +a®+a” 4) ad’a’a® ... a®a®.

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

782. Bontsatok tényezdkre:

1) 3x2 + 12xy; 5) 49b* — ¢
2) 10m® — 5m; 6) p* + 12pk + 36/
1
3)ab—ac+7b-"Tc; 7) 100614—5192;
4) 6x —xy — 6y + % 8) 25a* — (a — 3)%.
783. Oldjatok meg az egyenletet:
Dx-4)(x+3)=0; Hox>—6x+1=0;
2)x2— 81 =0; S)x (x+7) (3x —2) = 0;
3) 7x* + 21x = 0; 6) 12x* — 2x* = 0.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

784. 100 kupac érme van, egyenként 100 érmével. Az egyik kupac
hamis pénzérmékbdl all, amelyek mindegyike 1 grammal kony-
nyebb, mint az igazi. Egy valodi érme tomege 10 g. Mennyi a leg-
kisebb mérlegelési szam egy nyillal ellatott rugdés mérlegen, hogy
megtalaljuk a csomd hamis érmét?
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a Polinomok tényezokre bontasanak
kiilonb6z6 moédszerei

Az elézékben a polinomok tényezdkre bontasanak harom mod-
szerével ismerkedtiink meg:

e kozos tényezd kiemelésével;

e csoportositasi modszerrel;

e roviditett szorzas képleteinek felhasznalasaval.

Tobb matematikai feladat megoldasa sordn gyakran tobbféle
modszer bizonyos sorrendben torténd egylittes hasznalatdra van
sziikkség. Egyebek kozott szamtalan olyan polinom 1étezik, me-
lyeknek tényezokre bontasdhoz egyszerre tobbféle modszert kell
alkalmazni.

Felmeriil a jogos kérdés: milyen modszereket, és milyen sor-
rendben kell alkalmaznunk a polinomok tényezdkre vald felbon-
tasakor? Mindent figyelembe vevo eljaras nem létezik, minden a
konkrét tobbtagtol fiigg. Mégis megfogalmazunk néhany altalanos
utmutatast:

1) ha lehetséges, a felbontast a k6zos tényezd kiemelésével
kezdjiik;

2) a tovabbiakban megvizsgaljuk a roviditett szorzas képletei
felhasznalasanak lehetOségét;

3) ha nem hasznalhatok a roviditett szorzas képletei, meg kell
probalni a csoportositasi modszert.

PELDA |1 Bontsatok tényezSkre a tobbtagu kifejezést:

1) 3a°b — 12b; 3) 24m* + 3m;

2) —5x* + 30xy — 45y% 4) 3a® + 21a* — 6a*b — 42ab.

Megoldas: 1) El6bb kiemeljiik a zarojel elé a kdzos tényezot,
majd felhasznalva a négyzetek kiilonbségének a képletét, a kovet-
kezdt kapjuk:

3a2h— 12b=3b (@ —4)=3b (a—2) (a +2).
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2) El6bb kiemeljiik a zarojel elé a kdzos tényezot, majd felhasz-
nalva a kiilonbségek négyzetének a képletét, a kovetkezdt kapjuk:
—5x* 4+ 30xy — 45y =-5 (x> — 6xy + 9?) =5 (x — 3y)~.

3) Eldbb kiemeljiik a tényezot a zarojel elé, és felhasznaljuk a
kobok Osszegének képletét:
24m* +3m=3m (8m* + 1) =3m 2m + 1) (4m*> - 2m + 1).
4) Kombinalva a k6zos tényezd kiemelését a csoportositas
modszerével, a kovetkezdt kapjuk:
3@+ 21a® — 6a°b — 42ab = 3a (a* + Ta — 2ab — 14b) =
=3a ((a* + 7a) + (2ab — 14b)) =
=3a(a(a+7)-2b(a+7)=3a(a+7) (a—2b). 4

PELDA |2 frjatok fel a polinomok szorzataként:
1) xto—1; 2) a? - b

Megoldas:
Dx—1=*-1DE+D)=x"-D*+1)*+1)=
=-DEP+DHE*+1D) 3+ 1)=
=x—-DE+DHE*+D)E*+1D) E+1).
2) a - b =(a® - b°) (a® + b®) = (@’ — b*) (a® + b?) (a® + b°).
Harom szorzotényezot kaptunk, melyek kozil az egyik kobok
kiilonbsége, a masik kettd pedig kobok dsszege. A megfeleld kép-
letek segitségével a kovetkezot kapjuk:
a?—-b2=(a->b)(a*>+ab+b*) (a+b)x
x (a>—ab + b*) (@* + b?) (a* — a*b* + b*). 4
PELDA '3 Bontsatok fel tényez8kre.
1) m*—16n* + 2m —8n; 2) x* + 4xy + 4* — 16.
Megoldads: 1) m*>—16n> +2m — 8n =
=(m?—16n*) + 2m — 8n) = (m — 4n) (m + 4n) +
+2(m—4n)=(m—4n) (m +4n+2).
D) x*+4dxy+42—-16=(x*+4xy+4H*) - 16 =
=(x+29)P-4=(x+2y-4H) (x+2y+4). 4

PELDA 4 Oldjatok meg az
X} +x? — 4x — 4 = 0 egyenletet.
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Megoldas:
X¥x+1)—4(x+1)=0;
x+1)(x*-4)=0;
x+1)(x=2)(x+2)=0;
x+1=0,a00x—-2=0, abo x + 2 =0;
x=-1,a60 x =2, abo x = 2.

Felelet: —1;2; 2. 4

PELDA |5 Bontsatok tényezokre az x? + 8x — 9 polinomot, kiemel-
ve eldszor a kéttag négyzetét!

Megoldas: Ha az x* + 8x dsszeghez hozzaadunk 16-ot, akkor
a kapott x* + 8x + 16 kifejezést felirhatjuk az 6sszeg négyzetének
a képlete alapjan. Hozzdadva és kivonva a haromtagbdl 16-ot, a
kovetkezo kifejezést kapjuk:

X+8x—-9=x*+8x+16-16-9=(x+4)>-25=
=(x+4 -5 x+4+5=(x-1)(x+9). 4

PELDA 6 Bontsatok tényezdkre az x* + 4y* polinomot.
Megoldas: Mivel x* = (x* ), 4y* = (2)%)?, ezért a polinomhoz
hozzaadva, majd kivonva bel6le a 4x* y* egytagot (az x* és 2)* egy-
tagok kétszeres szorzatat), a kovetkezot kapjuk:
X+ 4yt =xt + AxH? + 4yt — dxD? = (0 + 2)2)F — 4y =
= (¥ +2)” - 2xp) (x> + 2y* + 2xy). 4

I GYAKORLATOK

785.° Fejezzétek be a tényezére bontat:
1) 7a>*—-70*=7 (> - b*) = ...;
2)3y =-27y=3y (*-9)=..;
mP—mP=m®* (m*—1)=..;

49 49
4) —x%*’z°—-0,04yz" = zé[—x2 2—0,0422)2....
)64 v Yz =z X
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786.° Bontsatok tényezokre a polinomot:

1) 2a*> — 2b% 4) 3ab* — 27a; 7) x* — x%;
2) ex? — ¢y 5) x* — 4x; 8) 0,09¢* — 5
16
3) 3x2 — 3; 6) 2)° — 18y; 9) Eazb“ S —bc.

787.° Irjatok fel polinomok szorzataként:
1) 126 — 12¢% 4) 3mn® — 48m;
2) 2a*c — 2b’c; 5) 7y} = Ty;
3) 5a* — 20; 6) a® — a’.
788.° Fejezzétek be a tényezdérebontast:
1) 9a*b* — 6ab* + b* =b* (9a*—6a+ 1) = ...;
2) 4b*c — 20abc + 25a%c = ¢ (4b> — 20ab + 25a%) = ...;
3) 3m? + 6m’n — 3mn* = -3m (m> - 2mn +n*) = ... .

789.° Bontsatok tényezdkre:

1) 3a*> + 6ab + 3b? 4) =7b* — 14bc — 7%
2) 5m? + 5n* — 10mn; 5) X’y + 14x)? + 49)%;
3) 3x*+ 12x — 12 6) —8a’b + 56a*b*> — 98ab’.

790.° Bontsatok tényezdkre:
1) 8x2 + 16xy + 8%
2) —2a* + 24ab — 72b%
3) —126° — 1262 — 3b;
4) 48m’n — 72m*n + 27mn.
791.° Fejezzétek be a tényezOrebontast:
1) a*— 10 000 = (@) — 1002 = (a> — 100) (a> + 100) = ...;
2) m®—n*=(m*>? — (n*)? = (m* —n*) (m* +n?) = ...

792.° irjatok fel polinomok szorzataként:

1) a* — b* 2) ¢t —81.
793.° Bontsatok tényezdkre:
1) x* = 16; 2)y - 1.

794.° Fejezzétek be a tényezdrebontast:
1) 16x—2x*=2x (8 —x*)=...;
2) 3a® +375a*=3a (a® + 125) = ... .
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795.° Bontsatok tényezokre:

1) 4a° — 4b%; 3) 7+ 7b% 5) 2a* — 250a;

2) 2m? — 16; 4) —x* + 27x; 6) 9a° — 9a°.
796." rjatok fel polinomok szorzataként:

1) 3x°* + 3y% 2) S5m* — 320mn?, 3) 6¢° — 6¢t.
797.° Bontsatok tényezdkre:

1) d’ + ab® 2) x® =% 3) - 1.
798.° Bontsatok tényezokre:

1) ¢+ ¢ 2) m° — n’; 3) a® — b~
799.° rjatok fel polinomok szorzataként:

1) 3ab + 15b —3a — 15; Sya@d+a*—a—1;

2) 84 — 42y — Txy + 14x; 6) 2x* — 2x)? — 8x2 + 87,

3) abc + 6ac + 8ab + 48a; 7) 5a> — 5b* — 15a°b + 15ab’;

4) m* — m*n + m* — mn, &) a’b* — 1 — b* + a°.

800." Bontsatok tényezokre:
1) 15¢x + 2¢y — exy — 30c;
2) 35a* — 42ab + 10a°b — 12ab?
3) X+ X%y 4+ x* + xy;
4) mn* — n* + mn® — n’.
801.° Bontsatok tényezokre:
1) (@* + b»)?* — 4a*b%;
2) 81 — (x* + 6x)%
802." Irjatok fel szorzatként a kifejezést:
1) (m*> —2m)* — 1;
2) 16 — (m? + 4m)>.
803.° Bontsatok tényezokre:
1) x*(x —2) — 18x(x — 2) + 81(x —2);
2)4x(y* —9) +4x* (0 —9) — 9 + %
3)b(a+1)—a*(b+ 1)
4y (a@a—b)(b*—c*)—(b—c)(@—b.
804." Irjatok fel szorzatként a kifejezést:
1) x* (x +4) — 20x(x + 4) + 100(x + 4);
2) a®> — 36 — 2a(36 — a®) — a*(36 — &%),
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3)a®(b—1) — b*a — 1),
4) (m —n) (0* = p*) = (n — p) (m* — ).
805.° Oldjatok meg az egyenletet:

1) x*—4x=0; 5)x* — 10x* + 25x = 0;
2)x*—x?=0; 6) x> +2x* - 9x — 18 = 0;
3)x° = 36x° =0; 7) x* — 5x* + 4x — 20 = 0;
4)9x3 —x=0; X’ —xd—x+1=0.
806." Oldjatok meg az egyenletet:

Dx*—x=0; 4) 49x° + 14x* + x = 0;
2)x*+x2=0; 5 ¥ +x2—x—-1=0;
3)x* —8x*=0; 6) x> — 4x? —25x + 100 = 0.

807.” Azonossag -¢ az egyenldség:
D@—1P—-9 a-1)=(@(@—1)(a—4) (a+2),
)+ 1)y —4x*=(x—1)*(x+1)?

808." Bizonyitsatok be az azonossagot:
D(@+2y—25a+2)=(@+2)(a+7)(a—23)
) a®+2ab+b*—c*+2cd-d?=(a+b+c—d)(a+b—c+d).
809.° Bontsatok tényezokre a kifejezéseket kétféleképpen:
a) hasznaljatok a négyzetek kiilonbségének képletét;
b) bontsatok fel a zarojeleket, majd csoportositsatok a kifejezé-
seket:
1) (ab + 1) — (a + b)%
2) (a + 2b)* — (ab + 2)~.
810.” Bontsatok tényezdkre:

1) a®> + 2ab + b* — ¢ 4) a®> — b* — 10b — 25;
2)ctt+4c+4 -k 5) 49 —y* + x* — 14x;
3) 9a* + ¢ + 6ac — 9, 6) mn* — m* — 12m? — 36m.

811." Irjatok fel szorzatként a kifejezést:
1) x> — 18xy + 81)* — 2%
2) 64x> + 48xy + 9y* — 144;
3) 2 —a*+22a — 121;
4) 100 — 25y* — 60x*y — 36x*.
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812.” Bontsatok tényezokre:
1)a*—b*—a— b
) x -y - x )y
3) 4m* — 9n* + 2m + 3n;
4) ? — d* + 4c — 4d,
5) 5x*y — 5xp* — x* + )%
6) a*> — 10a + 25 — ab +5b;
7) 8mp + 8np — m* — 2mn — n?;
8) @ + b* — a’b — ab%;
9) m* — 8n* — m* + 4mn — 4n?;
10) @ — 4a*> + 4a — 1.

813.” Bontsatok tényezokre:
1)ym>—n*—m+n,
QDc+d-c+d%

3) 16x? — 25)* — 4x — 5y;

4) 12a*b® + 3a’°b* + 16b* — a?;
5)49¢*> — 14¢ + 1 — 2lac + 3a;
6) ax* + ay? + x* + 2xH?% + 4
7)27¢* — & + 9¢* + 3ed + &
8) b* —2b* —2b + 1.

814." Irjatok fel a kifejezést kéttag kobeként:
1)@+ 3a*>+3a+1;
2) b — 6b* + 12b — 8.

815.* Bizonyitsatok be az azonossagot:
D@tb+tceP—-a—b—3=3@+b)(b+c)(atc)
D@—-byPt+b-—cP—(a—c)P=-3@@—b)(b—c)(a—o).

816.” Bontsatok tényezokre:

D (x=y) c+y)+2 (x+3y) - 8;
2) 2a—3b) 2a+3b)—4 (a+3b)-3.
817." Irjatok fel szorzatként:
1) (5x =) (5x +y*) — 2 (15x — Ty*) — 40;
2) Bm — 2n) (12m + 5n) + 3m(3n + 4) — 2(3n* — 20n + 12).
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818.” Bontsatok tényezdokre a polinomot, el6zéleg kiemelve a két-
tag négyzetét:

1) x> — 10x + 24, 4) 4a*> — 12a + 5;

2) a®> + 4a — 32; 5) 9x* — 24xy + Ty,

3) > —3b — 4, 6) 36m*> — 60mn + 21n’.
819.” Bontsatok tényezdkre a polinomot:

1) x* — 10x + 24; 4) 4a®> — 12a + 5;

2) a® + 4a — 32; 5) 9x* — 24xy + Ty,

3) b*—3b—4; 6) 36m*> — 60mn + 21n%.

820." Az x| ¢és x, értékeire €érvényesek az x, —x =8 ésx, - x, =5

értékeire egyenldségek. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

D x,x2—x2x,;2) X, +%x3; 3) (X, %) HX —x;.
821." Az x és y értékei olyanok, hogy x + y = 6, xy = —3. Hatéroz-
zatok meg a kifejezés értékét:

1) Xy + X%y, 2) (x = )% 3) xt+ 4
822.% Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n értékre a (2n
—1)> — 4n* + 2n + 1 oszthato 16-tal!

823.* Bontsatok tényezdkre:

1) x* — 5x* + 4 3) 4x* — 12x* + 1, 5) x* +4;

) xt+x2+ 1, Hx +x+1; 6) X8+ x*— 2.
824." [rjatok fel szorzatként a kifejezést:

) x*+5x*+9; 2) x* — 8x* + 4.

825.” Bizonyitsatok be, hogy tetszdleges, 1-t61 eltérd n természetes
szam esetén az n* + n? + 1 kifejezés értéke Osszetett szam lesz!

I ISMETLO GYAKORLATOK

826. Fizetési termindlon keresztiil torténd szolgaltatasok fizetése
esetén 3 % dijat szamitanak fel. A termindl 10 hrivnya tobbszordsét
fogadja el. Anna legalabb 200 hrivnyaval szeretné feltélteni mobil-
telefonszamlajat. Mennyi a legkevesebb pénz, amit ezen a termina-
lon keresztiil kell fizetnie?



19. Polinomok tényezékre bontdsédnak kiilénb6z6 modszerei 179

827. Harom szam van megadva, minden kovetkezd 4-gyel tobb,
mint az el6z6. Hatarozzuk meg ezeket a szamokat, ha koziliik a
legkisebb ¢€s a legnagyobb szorzata 88-cal kisebb, mint a legna-
gyobb ¢és a kdzépso szorzata!
828. Peti 2,5 km/h-s sebességgel ment fel egy hegyre, majd 4 km/
h-s sebességgel ment le egy masik uton. Hatdrozza meg Peti altal
megtett teljes tdvolsagot, ha a hegyre felfelé vezetd ut 3 km-rel rovi-
debb, mint a hegyrdl lefelé az t, és a teljes utra forditott id6 4 ora!
829. Oldjatok meg az egyenletet:
D|7x=3|=4; 3)4x-2)+5]x|=10;
2)||x|-10]=8; 4)|x|=3x-8.
830. Bizonyitsatok be, hogy a haromjegyii szam ¢és a szamjegyei-
nek Osszegének kétszerese oszthatd 3-mal!

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

831. Szamitsatok ki az y értékét az y = 0,2x — 3 képlet segitségével,
ha:

1)x=4; 2) x=-3.
832. A 11. abra alapjan hatarozzatok meg az 4, B, C, D, E, F, K, M
¢s N pontok koordinatait.

Yy
K
A
M " B
F
0 x
E
N D
c

11. dbra
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833. Tiintessétek fel a koordinatasikon az 4 (2; 3), B (4; 5), C (-3;
7), D (-2 2), K (=2; =2), M (0; 2), N (-3; 0), P (1; -0), F' (-4; —2)
pontokat!

834. Szerkesszétek meg az AB és CD szakaszokat, majd hataroz-
zatok meg metszéspontjuk koordinatait, ha 4 (-5; -2), B (1; 4),
C (-3;2)és D (2; -3)!

835. Hogyan helyezkednek el a koordinatasikon az x tengelyhez
viszonyitva a kovetkez6 pontok:

1) 4(2; 6); 3) C (4 -5);

2) B(3; 1); 4) D (=35 0)?
836. Hatarozzatok meg a 4 egység oldali négyzet csucsainak koor-
dinatait, ha két oldala a koordinatatengelyen fekszik, az egyik cst-
csa koordinatdinak szorzata pedig pozitiv szam. Hany megoldésa
van a feladatnak?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

837. Legyen az x, , x,, ..., x,, tetszbleges természetes szamok hal-
maza, az y, , V,, ..., ¥,, az €l6z6 halmaz néhany tagja athelyezese
utdn kapott szamsor. Bizonyitsatok be, hogy az (x, =y, ) - (x,—,)

...... (x,5 — ¥,5) kifejezés értéke paros szam lesz!

5.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Adjatok meg az (x — 6) (x*> + 6x + 36) kifejezést tobbtag alakja-
ban!

A) x* - 36; C) x* —216;
B) x* + 36; T) x* +216.
2. Hatarozzatok meg az M tobbtagot, ha y* — 64 = (y — 4) - M!
A) y*— 8y + 16; C))y*—4y + 16;
B) )* + 8y + 16; D) y* + 4y + 16.

3. Egyszeriisitsétek le az (a*> + 2% ) (a* — 2a*b* + 4b°) kifejezést!
A) a + 4P C) a° — 81
B) a® —4b°%; D) a® + 8b°.
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4. Irjatok fel a 3¢* — 48 tobbtagot szorzat alakjéban!

A) 3 (c— 16); Q)3 (c—4);
B)3(c—4)(c+4); D) 3¢ (c—16).

5. frjatok fel a 7a> — 42a + 63 kifejezést szorzat alakjaban!
A)7 (a—3)(a+3); C) 7 (a+3)
B) 7 (a—3) D) 7 (a - 9).

6. Adjatok meg az a® — a° tobbtagot szorzat alakjaban!
A) a®(a—1); C) a(a+ 1)
B)da®(a—1)(a+1); D) a®(a— 1)

7. Irjatok fel az m* — n2 + m + n kifejezést szorzat alakjaban!
A)y(m+n)(m—n+1);
B)(m—n)(m—n+1);
Cym—-n)y(m+n+1);
D)y(m+n)(m+n+1).

8. Adjatok meg az x* — y* + 14y — 49 kifejezést szorzat alakjaban.
A)x=y+T)(x+y+T7);
B)(x—y-7)(x+y+7);
O (x=y+7) (x+y=T7);
D)(x—y-7(x+y-="7).

9. frjatok fel a 81a* — 1 tobbtagot szorzat alakjaban!
A)Ba-1)Ba+1)(9a*+1);
B) Ba?2—1) (3a>+ 1) (9a* + 1);
C) Ba—1y@Ba+1);

D) (3a— 1)~
10. Oldjatok meg a 49x — x> = 0 egyenletet!
A)O0;7; C) 0; 49;
B)-7;0;7; D) -7; 7.
11. Oldjatok meg az x* + 3x* — x — 3 = 0 egyenletet!
A) -1 I O 1; 3
B) -1; 3; D) -3;-1; 1.
12. Adjatok meg az (x* — 2)> — 4 (x* — 2) + 4 kifejezést szorzat
alakjaban!
A) (x—4)% C) x4

B) (x — 2)? (x + 2) D) (x*— 6).
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A mindenki szamara értheto nyelv %

Az alabbiakban harom nyelven — arabul, kinaiul és héberiil —
irtuk fel a mindenki szamara ismert tulajdonsagot: az 6sszeadandok
felcserélésétol az 6sszeg nem valtozik.

Al Y Ay oslel iad aaad)
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Ha az ember nem ismeri ezeket a nyelveket, természetesen még
ezt az egyszerii mondatot sem érti meg. Itt siet a segitséglinkre a
nemzetkdzi matematikai nyelv, amelyen a fenti tulajdonsag a ko-
vetkezdképpen irhato fel:
a+b=>b+a.

Mint minden nyelvnek, a matematikainak is megvan a sajat
abécéje — a matematikai szimbolumok. Ezek szamok, betiik, mii-
veleti jelek stb. Ezekbdl allnak 6ssze a matematikai nyelv szavai,
példaul a kifejezések. A szavak mondatokat alkotnak, példaul a
képleteket stb.

Azt gondolhatnank, nincs annal konnyebb, mint felirni a
2x = 4 linearis egyenletet. Viszont ezt még a nagy al-Harizmi® is
joval hosszabban irta fel: Két gyok 4 dirhammal* egyenld. Ennek
az az oka, hogy al-Harezmi idejében még nem léteztek matematikai
szimbolumok.

Ez nem jelenti azt, hogy a IX. szdzad el6tt €lt tudésok nem ki-
sérelték meg a matematikai nyelv 1étrehozasat.

3 A 13, 14 oldalakon olvashattatok rola
4 Dirham — 6kori arab eziistpénz
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Még az 1. szdzadban Alexandriai Héron gérég matematikus
az ismeretlent a ( (kszi) betiivel jelolte meg. A szimbolumok
létrehozasaban a kovetkezd 1épést a I1I. szazadban Alexandri-
ai Diophantosz tette meg. Az Aritmetika cimi hires mivében
nemcsak az ismeretlen jelolését vezette be, hanem annak néhany
hatvanyat is:

elsd hatvany — ©;

.. , AY (Avvout ¢ — dunamis, ami erdt,
masodik hatvany ( HLG

hatvanyt jelent);
harmadik hatvany K" (KvBog — «kubosz, azaz kib).

Egyenléségként Diophantosz az 1o jelet hasznalta — az 1ol —
1sz0sz sz6 elsO két betlijét, ami egyenlot jelent.

Diophantosz jeleinek nem egyszerli a hasznalata. Példaul az
Osszeadas €s szorzas miiveleteire nem vezetett be semmilyen kiilon
szimbolumot. Az dsszes ismeretlen egyetlen ¢ betiivel valo jelolése
megnehezitette a tobbismeretlenes egyenletek megoldasat. A kor
hanyatlasaval a Diophantosz altal bevezetett algebrai szimbolumok
is feledésbe meriiltek.

Az algebrai szimbolumok létrehozésa a tehetséges német tudos,
Jordanus Nemorarius munkainak koszonhetéen a XIII. szdzadban
Gjult meg. O élesztette 1jja az eurépai matematikaban a betliszim-
bolum otletét.

A XV. szazadban a neves olasz matematikus, Luca Pacioli altal
hasznalt szimbolumok terjedtek el széles korben.

Sokat tettek a matematikai szimbdlumok tokéletesitésében a
XVI. szdzadban élt Johannes Widman és Adam Riese német mate-
matikusok is.

A betliszimbolumok megalkotdjanak joggal tekinthetd az egyik
leghiresebb francia matematikus, a XVI. szdzadban ¢éIt Francois
Viéte. O elséként nemcsak a véltozokat, hanem a mennyiségek
értekét is betlikkel jeldlte meg. Viéte a kovetkezOt ajanlotta:
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A keresett mennyiségeket 4 vagy masik ma-
ganhangzoval (E, I, O, U) jeloljik, az adott
mennyiségeket pedig B, D, G vagy tovabbi
massalhangzokkal. Ezek a jelolések nemcsak
egyes egyenletek megoldasahoz nyujtot-
tak lehetdséget Viétenek, hanem egy teljes
csoport egyenlet megoldasi folyamatanak
a vizsgalatdhoz is. Példaul Viéte szimbolu-
mainak kdszonhetden irhatjuk fel a linearis
egyenletet (ax = b) a 2. pontban bemutatott

Francois Viite
(1540-1603) alakban.

A népek nyelve folyamatosan fejlédik.
Nincs ez masként a matematikaban sem. Az 0j felfedezések Uj
szakkifejezések és szimbolumok bevezetésével jarnak.

Az ukran matematikai szaknyelv fejlesztésében €s rendszerezé-
sében nagy szerepe volt Volodimir Levickijnek, a Ivivi (lembergi)
egyetem fizika-matematika szakos professzoranak. Tudomanyos
munkai nagy mértékben eldsegitették az ukran matematikai iskola
1étrejottét €s fejlodését.

Az ukran matematikai terminologia fejlesztéséhez és rendszere-
zéséhez Volodimir Josipovics Levitszkij, a Lvivi Egyetem Fizikai
¢s Matematikai Karanak munkatéarsa nagyban hozzajarult. Tudoma-

V. Levickij M. Zarickij
(1872-1956) (1889-1961)
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nyos és modszertani munkai nagymértékben hozzajarultak az ukran
matematikai iskola kialakuldsadhoz ¢és fejlodéséhez.

Az ukran matematikai kultira megalapitojanak egyértelmiien
az eurdpai hirli tudost, a filozofia doktorat, Miron Zarickij profesz-
szort tekintik. Tudomanyos és modszertani munkai nagymértékben
hozzajarultak az ukran matematikai iskola kialakuldsahoz és fejlo-
déséhez.

A 1. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Valtozot tartalmazoé kifejezés
Az olyan kifejezést, amely szamokat, betiiket, matematikai mu-
veleteket, zardjeleket tartalmaz, betiikifejezésnek vagy valtozot
tartalmazo kifejezésnek nevezzik.

Algebrai kifejezések
Szamkifejezések €s valtozokat tartalmazoé kifejezések (betiikife-
jezések) alkotjak az algebrai kifejezéseket.

Egész algebrai kifejezés
Az olyan kifejezést, amelyikben nem szerepel valtozoval vald

osztas, egész algebrai kifejezésnek nevezziik.

Egyvaltozos linearis egyenlet

Az ax = b alaka egyenletet, ahol x valtozo, az a és b tetszéleges
szamok, egyvaltozods linearis egyenletnek nevezziik.

Az egyvaltozos linearis egyenlet megoldasa

Az a és b értékei a#+0 a=0,b=0 a=0,b#0

Az ax = b egyenlet b x — barmely | Az egyenletnek
gyokei a szam nincs gyoke
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A szoveges feladatok megoldasianak algoritmusa
1) A feladat feltétele alapjan felallitani az egyenletet (a feladat
matematikai modelljét).
2) Megoldani a kapott egyenletet.
3) Leellendrizni, hogy a kapott eredmény megfelel-e az adott
feladat feltételének, és felirni a feleletet.

Azonosan egyenlé Kifejezések
Azokat a kifejezéseket, melyeknek az értéke a valtozok meg-
feleld értékeinél egyenldk, azonosan egyenld kifejezéseknek
nevezziik.

Azonossag
Azonossagnak nevezziik a valtoz6 barmilyen értékénél azonos
egyenldségeket.

Az azonossag bizonyitasanak modja
* Az egyenldség egyik oldalat atalakitva megkapjuk a masik
oldalt,
e Az egyenl6ség mindkét oldalat atalakitva ugyanazt a kifeje-
z¢ést kapjuk;
e Igazoljuk, hogy az egyenldség bal és jobb oldalanak a kii-
16nbsége nulla.

Természetes kitevoji hatvany
Az a szam n (n > 1) természetes kitevdjii hatvanyanak az n da-
rab a szam szorzatat nevezziik. Az a szam 1 kitevéji hatvanya
maga az a szam.

A hatvany eldjele
Nem negativ szdm hatvanyra emelésekor az eredmény szintén
nem negativ szam. Negativ szam paros hatvanyra emelésekor
pozitiv, mig paratlan hatvanyra emelésekor negativ szamot ka-
punk.

A természetes kitevajii hatvany tulajdonsaga
a"a" = a™" (a hatvany alaptulajdonsaga)
am s a' = g™
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(am)n = gm
(ab)" = a"b"

Egytagu algebrai kifejezéskifejezés
A szamokat, valtozokat és azok hatvanyait tartalmazé kifejezést
egytagu algebrai kifejezéskifejezésnek nevezziik.

Az egytagu algebrai kifejezéskifejezés normalalakja
Az egytagl algebrai kifejezés normalalakunak nevezziik, ha
az egytagu algebrai kifejezéskifejezésben az elsé helyen csak
egy, nullatol eltérd szamtényezd taldlhatd, a tobbi tényezo
pedig kiilonb6zd alapu hatvanyok szorzata. Az egytagu al-
gebrai kifejezés egyiitthatoja A normalalakt egytagu algebrai
kifejezés szamtényezdjét az egytagu kifejezés egylitthatojanak
nevezzik.

Az egytagu algebrai kifejezés egyiitthatoja
A normalalakt egytagl algebrai kifejezés szamtényezdjét az
egytagu kifejezés egylitthatojanak nevezzik.

Az egytagu algebrai kifejezés fokszama
Az egytagu algebrai kifejezésben 1évd valtozok hatvanykite-
voéinek Osszegét az egytagl algebrai kifejezés fokszdmanak
nevezzilk. A csak nullatél eltéré szdmbol allo egytagt kifejezés
fokszama nulla.

Polinom
Néhany egytagu algebrai kifejezés 6sszegét polinomnak nevez-
zik.

A polinom normalalakja
A normalalaka egytagu algebrai kifejezésekbdl allé polinom, ha
azok kozott nincs egynemtl, a polinom normalalakjanak nevez-
zik.

A polinom fokszama

A polinom fokszdmanak a benne 1évd legnagyobb fokszamu
egytagu algebrai kifejezés hatvanykitevdjét nevezziik.
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Egytagu kifejezés szorzasa polinommal.
Egytagt kifejezés polinommal szorzasa vald szorzdsakor az
egytagu algebrai kifejezést beszorozzuk a polinom minden tag-
javal, majd a kapott szorzatokat 6sszeadjuk.

Polinomok szorzasa
Polinomok szorzasakor az elsé polinom minden egyes tagjat
beszorozzuk a masodik polinom minden tagjaval, majd a kapott
szorzatokat dsszeadjuk.

Két kifejezés kiilonbségének és o6sszegének szorzata
(a-b)(atbh)=a>-b

Két kifejezés négyzetének kiilonbsége
a—b*=(a—->b)(a+b)

Két kifejezés osszegének négyzete
(a + b)*=a*+ 2ab + b?

Két kifejezés kiillonbségének négyzete
(a —b)*=a*—2ab + b*

Két kifejezés kobének osszege
a@+b=(a+b)(a>—ab+ b

Két kifejezés kobének kiilonbsége
a—b*=(a->b)(a®+ab+b?



FUGGVENYEK

e Ebben a paragrafusban a mennyiségek kdzotti 0sszefliggéseket
fogjatok tanulmanyozni.

o Megismerkedtek ezen 6sszefliggéseket szabalyozé fogalommal —

a figgvényekkel.
o Elsajatitjatok a fliggvények megadasanak maodjait.

E A mennyiségek kozotti 6sszefliggések.
Fliggvények

A tanar a tablara ir. Ez alatt valtozik a kréta hossza, tomege,
térfogata, s6t a hdmérséklete is.

Uzemel az iskolai étkezde. A nap leforgdsa alatt valtozik az
étkez0 tanulok szdma, az elektromos energia €s a viz felhasznalésa,
a bevétel.

A koriilottiink végbemend folyamatokban szamtalan mennyiség
érteke valtozik. Egyesek Osszefiiggenek egymassal, azaz az egyik
mennyiség valtozasa a masik valtozasat eredményezi.

A fizika, kémia, biologia és sok mas tudomanyag is foglalko-
zik a mennyiségek kozotti osszefliggések vizsgalataval. A redlis
folyamatok matematikai modelljeinek a feldllitasaval a matemati-
ka szintén kiveszi a részét az Osszefiiggések tanulmanyozasabol.
A matematikai modell fogalmaval a 3. pontban mar taldlkozhat-
tatok.

Megvizsgalunk néhany példat.

PELDA | 1 Valtozik a négyzet oldala. Erhetd, hogy ekozben a
keriilete is megvaltozik. Ha a négyzet oldalat a betiivel jeloljiik, a
keriiletét P-vel, akkor a P valtozénak az a valtozd értékeitol valo
fliggését a kovetkezo képlet segitségével adhatjuk meg:

P =4a.
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Ez a képlet a négyzet keriilete ¢s oldalhossza kozotti Ossze-
fliggés matematikai modellje. Megadva az oldalhossz barmilyen
értékét, a képlet segitségével meghatarozhatd a négyzet megfeleld
keriilete.

Ezért ebben a modellben az a fiiggetlen valtozo, a P pedig fiig-
g6 valtozé vagy fiiggvény.

Kihangstlyozzuk, hogy az adott képlet azt a szabalyt adja meg,
melynek segitségével a valtozé értéke alapjan egyértelmiien meg-
hatérozhat6 a fiiggvény értéke. €

PELDA |2 A csalad 10 000 hrivnyat tett be a bankba 10 %-os
kamatra. Egy év mulva a szamlan 1évé M 6sszeg a kovetkezd lesz:

10 000 -10
M=10000+——=11000
100 (hrn).

Két év mulva ez az 6sszeg igy valtozott meg:

11000 -10
M=11000+———=12100
100 (hrn).

Hasonloképpen szamithato ki, hogy harom év mulva M =
13310 hrn, négy év mulva M = 14 641 hrn, 6t év mulva M =
16105,1 hrn.

A kovetkez6 tdblazatban lathato a szamlan 1€v6 pénzosszeg és a
szamlanyitas ota eltelt évek kozotti sszefiiggés:

Evek szama n 1 2 3 4 5

A szamlan 1év6

A 11000 | 12100 | 13310 | 14641 |16 105,1
pénzodsszeg M, hr

A létrehozott tablazat az M és n mennyiségek kozotti dsszefiig-
gés matematikai modellje. Ebben az esetben az n fiiggetlen valtozo,
az M pedig a fliggvény.

Kihangstlyozzuk, hogy a tablazat azt a szabalyt adja meg,
amelynek segitségével a fliggetlen valtozo értéke alapjan egyértel-
milen meghatarozhato6 a fliiggvény értéke. «
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PELDA |3 A9. dbran a hémérséklet és az idé kozotti osszefiig-
gés grafikonja lathato.
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12. dbra

A grafikon segitségével barmely t iddpontban meghatarozhat6 a
levegd T homérséklete (°C-ban). Ebben az esetben a ¢ a fiiggetlen
valtozo, a T pedig a fliggvény.

A grafikonra a T (hémérséklet) és ¢ (id6) mennyiségek kozotti
Osszefiiggés matematikai modelljeként tekinthetiink.

Megjegyezziik, hogy az adott grafikon megadja a fiiggetlen
valtozo alapjan a fliggvény egyértelmii hozzarendelési szaba-
lyat. <

Az el6z6 példak eltérd jellege ellenére, mindharom esetben a
fliggvény hozzarendelési szabalyat adtuk meg a fliggetlen valtozo
alapjan. Ezt a szabalyt fiiggvénynek, a valtozok egymastol valo
fiiggését pedig fiiggvénykapcsolatnak nevezzik.

Tehat az 1-3. példakban leirt szabalyok — fiiggvények.

Az egyik valtozé masiktol vald fliggése nem minden esetben
figgvénykapcsolat. Legyen példaul az autdbusz Gtvonaldnak hosz-
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sza 15 km. A menetjegy ara a kovetkezo tablazat szerint hataroz-
hat6 meg:

Menetjegy ara, hrn 12 14 16
, . 5-t61 10-t61
Az Gtvonalszakasz hossza, km 5-ig 10-ig 15-ig

Erthetd, hogy a menetjegy ara és az tvonalszakasz hossza val-
tozok kapcsolatban vannak egymadssal. Amennyiben a menetjegy
arat vessziik fiiggetlen valtozonak, a leirt dsszefiiggés nem fiigg-
vény. Valoban, ha az utas 12 hrivnyat fizet, nem allapithatdé meg
egyertelmiien, hany kilométert utazott.

Ha a 3. példdban a 7 homérsékletet tekintjiik fliggetlen valto-
zonak, akkor nem minden esetben hatdrozhat6 meg a 7" mennyiség
értéke alapjan egyértelmiien a f mennyiség érteke. Ezért a 1 1d6 és a
T hémérséklet kozotti Osszefiiggés nem fliggvény.

Altalaban a fiiggetlen valtozot x bettivel jeldlik, a fiiggd val-
tozot — y-nal, a fliggvényt — f-fel. Ha az y és az x valtozok kozott
figgvénykapcsolat van, akkor ezt igy jelolik: y = f (x) (olvasd:
ipszilon egyenld ef iksz). Az x valtozot a fiiggvény argumentu-
manak nevezik.

Az argumentum altal felvett 6sszes érték képezi a fiiggvény
értelmezési tartomanyat. Az 1. példaban a fliggvény értelmezési
tartomanya az 0sszes pozitiv szam; a 2. példdban az 1, 2, 3, 4, 5
természetes szamok; a 3. példaban a 24-nél nem nagyobb negativ
szamok.

Az f fiiggvény esetében az x argumentum minden értékének az
y fiiggvény valamely értéke felel meg. Az y fiiggd valtozot a fiigg-
vény értékének is nevezik.

A figgvénynek az x valtozo x, értékének megfeleld értékét f
(x,)-val jeloljik. Példaul a fiiggvény értéke x = 7 esetén egyenld f
(7.
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Ha az el6z6 harom példaban leirt szabalyt f betlivel jeloljiik,
akkor az els¢ példaban f(2) = 8, a masodikban f(2) = 12100, a
harmadikban pedig f2) = 0. Altalanositva tehat elmondhatjuk: az
fla) = b kifejezés azt jelenti, hogy az argumentum a értékének a
fliggvény b értéke felel meg.

A fliggvény altal felvehetd értékeket a fiiggvény értékkészle-
tének nevezziik.

Az 1. példaban a fiiggvény értékkészlete az Osszes pozitiv
szam; a 2. példaban a tablazat masodik soraban taldlhatd szamok; a
3. példéban az 5 és 7 kozotti szamok.

?

. Milyen szabdlyt neveznek fliggvénynek?

. A véltozok milyen 0sszefliggését nevezik fliggvénykapcsolatnak?
. Hogyan olvassuk az y = f (x) kifejezést?

. Mit neveziink a fliggvény argumentumanak?

. Mit neveziink a fliggvény értelmezési tartomanyanak?

. Mit neveziink a fliggvény értékének?

. Mit jelent az f (a) = b kifejezés?

. Mit neveziink a fliggvény értékkészletének?

ONOGOUDWN=

I GYAKORLATOK

838.° Van-e dsszefiiggés az egyenld oldalu haromszodg keriilete és
oldalai koz6tt? Ha a haromszog oldala a, a keriilete pedig P, akkor
milyen képlettel adhatdé meg a kozottiik 1évd Osszefiiggés? Van-e
figgvénykapcsolat a valtozok kozott?

839.° Fiigg-e a négyzet teriilete az oldala hosszatol? Ha a négyzet
oldala a, a teriilete S, milyen képlettel adhatdo meg a kozottiik 1évo
Osszefiiggés? Van-e fliggvénykapcsolat a valtozok kozott?

840.° A gépkocsi sebessége 60 km/h. Hogyan fiigg az s megtett ut
a t menetidotol? Adjatok meg az Osszefliggést képlet segitségével.
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Van-e fliggvénykapcsolat a valtozok kozott? Ha igen, nevezzétek
meg a fliggvény argumentumat!

= 841.° A tartalyban 300 / viz volt. A nyitott csapon percenként
2 | viz folyt ki. Adjatok meg képlet segitségével a tartdlyban
maradt viz V térfogata és a kifolyas ¢ ideje kozotti Osszefiiggést.
Fiiggvény-e a t és a V valtozok kozotti hozzarendelés? Ha igen,
hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és érték-
készletét!

842.° Legyen az a — a kocka élhossza, V — a térfogata. Adjatok meg
az a és V valtozok kozotti 0sszefiiggés képletét. Van-e fiiggvény-
kapcsolat a valtozok kozott?

843.° A gépkocsi v sebességgel 120 km-t tett meg. Milyen képlet-
tel adhatdo meg az Ut megtételéhez sziikséges ¢ 1d6 €s a v sebesség
kozotti kapcsolat? Van-e fiiggvénykapcsolat a valtozok kozott? Ha
igen, akkor mutassatok ra a fliggvény argumentumara!

844.° Két mellékszdg értéke a és B. Adjatok meg a P szdg o-tdl
val6 fliggdségének a képletét. Fiiggvény-e a kozottiik 1€vo hoz-
zarendelés? Amennyiben igen, ugy nevezzétek meg a fliggvény
argumentumat, €s hatarozzatok meg az értelmezési tartomanyat
valamint értékkészletét.
845.° Az osztalyotokban matematikai dolgozatot irtak.
1) Minden tanuléhoz hozzarendelték az altala kapott osztaly-
zatot.
2) Minden osztalyzathoz hozzarendelték a tanuldt, amelyik az
adott osztalyzatot kapta.

A két eset koziil melyik lesz fiiggvény?

846.° Megvizsgaljuk azt a szabalyt, amely szerint minden termé-
szetes szamnak a vele ellentétes eldjelti szam felel meg. Fiigg-
vény-e az adott hozzarendelés?

847.° Minden nemnegativ szamhoz hozzarendelték magat a szamot,
minden negativ szamhoz az ellentétes eldjelll értékét. Fliggvény-e
az adott hozzarendelés?
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848.° Minden nullatol eltérd racionalis szamhoz hozzarendelték a
reciprokat. Fiiggvény-e az adott hozzarendelés?

849.° A napi hémérséklet és az eltelt id6 kozotti dsszefiiggés grafi-
konja alapjan (9. dbra) hatarozzatok meg:
1) hany fok volt 4 6rakor; 6 o6rakor; 10 o6rakor; 18 drakor; 22
orakor;
2) hany orakor volt a hdmérséklet 5°C; -2 °C;
3) hany orakor volt a homérséklet értéke nulla fok;
4) hany orakor volt legalacsonyabb a homérséklet; mennyi volt
az értéke;
5) hany orakor volt legmagasabb a homérséklet; mennyi volt
az értéke;
6) milyen id6kozben volt a hodmérséklet értéke alacsonyabb
0°C-nal; magasabb 0°C-nal;
7) milyen id6kozben emelkedett a levegd homérséklete; milyen
1dékozben csokkent!
A grafikon alapjan allitsatok 0ssze tablazatot a levegd napi ho-
mérsékletének 2 orankénti valtozasarol.

850.° A 13. abran egy oldat hdmérséklete és a kisérlet idétartama
kozotti osszefiiggés grafikonja lathato:
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1) Mennyi volt az oldat kezdeti hémérséklete?

2) Mennyi volt az oldat hémérséklete a kisérlet kezdete utan 30
perccel? Masfél oraval?

3) Mennyi volt az oldat legmagasabb homérséklete, és mennyi
iddvel a kisérlet elkezdése utan?

4) Hany perccel a kisérlet kezdete utan lett az oldat hémérsék-
lete 35°C?

A grafikon alapjan allitsatok O0ssze tablazatot az oldat hémér-

sékletének 10 percenkénti valtozasarol a kisérlet els6 két orajaban.

851.° A 11. 4bran a napi hémérséklet és az eltelt id6 kdzotti
Osszefliggés grafikonja lathat6. A grafikon alapjan allapitsatok meg:

1) mennyi volt a levegd homérséklete 2 orakor; 8 orakor; 12
orakor; 16 orakor; 22 6rakor;

2) hany orakor volt a hémérséklet -3 °C; —4°C; 0°C;

3) hany orakor volt legalacsonyabb a hdmérséklet; mennyi volt
az értéke;

4) hany o6rakor volt legmagasabb a hdmérséklet; mennyi volt
az értéke;

5) milyen id6kozben volt a homérséklet értéke alacsonyabb
0 °C-tol; magasabb 0°C-nal;

6) milyen idokdzben emelkedett, és milyenben csokkent a ho-
mérséklet.
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A grafikon alapjan allitsatok 0ssze tablazatot a levegd napi ho-
mérsékletének 2 drankénti valtozasarol.

852." A motorkerékparos elment otthonro6l, majd bizonyos 1d6 eltel-
tével hazajott. A 15. abran a motorkerékparos és az otthona kdzotti
tavolsag valtozasa, valamint az eltelt id6 kozotti Osszefiiggés grafi-
konja lathato (a kerékpdaros mozgasgrafikonja). A grafikon segitsé-
gével allapitsatok meg:
1) mekkora tavolsagot tett meg a motorkerékparos az elsé oOra
alatt;
2) a mozgas kezddpontjatol mekkora tavolsagra allt meg pihen-
ni els6 alkalommal; masodik alkalommal;
3) mennyi ideig tartott az els6 pihend; a masodik pihend;
4) mekkora tavolsagra volt az otthonatdl a motorkerékpéros az
indulas utan 5 oéraval;
5) milyen sebességgel haladt az utolsé fél draban.

: 5

e=)

0 1 2 3 4 b) 6 4, ron

15. abra

853." A turista tirazni indult a tdborbol, majd néhany ora elteltével
visszatért oda. A 16. dbran a mozgésgrafikonja lathato.
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16. abra

1) Milyen tavolsagra volt a turista a tdbortdl az elindulds utan
10 oraval?

2) Mennyi 1d6t toltott pihenéssel?

3) Az elindulasa utan mennyi id6é mulva volt 8 km-re a tabortol?

4) Mekkora volt a turista sebessége a pihendig?

5) Milyen sebességgel tette meg az utolso két orat?

854. Minden szdmhoz hozzarendelték a szamot jeldld pont és az
origd (koordinatatengely kezddpontja) kozotti tavolsagot. Magya-
razzatok meg, hogy a fent leirt szabaly miért fliggvény! Hataroz-
zatok meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
A fliggvényt f betiivel jelolve, hatdrozzatok meg az f(2), fi-5), f(0)
fiiggvényértékeket!

855." Megvizsgaljuk a kovetkezd szabaly szerint megadott g fiigg-
vényt: minden egyjegyl természetes szamhoz hozzarendelték a
négyzete értékének utolsd szamjegyét.
1) Irjatok le, mivel egyenld g(7); g(3); g(1); g(9); g(4)!
2) Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és
értékkészletét!

856." Megvizsgaljuk azt a szabalyt, melynek alapjan az Gsszes pa-
ros szamot a 0-hoz rendelik, a paratlanokat pedig az 1-hez. Fiigg-
vény-e az ilyen hozzarendelés?
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857.° Mondjatok példat olyan f fiiggvényre, melynek az értelmezési
tartomanya a természetes szamok halmaza, az értékkészlete pedig
harom szam: 0; 1; 2! Hatarozzatok meg az f(7); f(15); f(101) fligg-
vényértékeket!

858." Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor minden természetes
szdmhoz a szam 7-tel vald osztasdnak maradékat rendelik. Fiigg-
vény-e az ilyen hozzarendelés? Amennyiben igen, hatarozzatok
meg az értelmezési tartomanyat és értékkészletét!

859.° A téblazatban a napi hdmérséklet orankénti értékeit lathatja-
tok!. Az adatok alapjan rajzoljatok grafikont!

1d6, h Oj1{2(3|4|5|6|7|8|9(10/11|12

Hoémérséklet, °C | 2 | 3 |1 |0 |-2|-3|-5/4|-2|0(|1]|4]|7

Id6, h 13{14(15(16|17|18|1920|21|22|23 |24

Hémérseklet,°C | 8 |9 |7 | 5|4 |32 |1|0|=2|-3|-6

A grafikon segitségével hatarozzatok meg, mennyi ideig emel-
kedett, illetve mennyi ideig csokkent a hdmérséklet.

860." A kozgazdasagi tanulményokban gyakran hasznéljdk a keres-
leti gorbét. A keresleti gorbe egy grafikon, amely megmutatja, hogy
egy aru kereslete hogyan fligg az aratol. A tadblazat egy adott régi-
Oban a burgonya iranti kereslet 1 kg burgonya aratol valo fliggését
mutatja (ezer tonndban).

1 kg burgonya ara, hr 8 9 10 11 12 13

Kereslete, ezer t 15 12 10 6 4 1

! A tablazatban az argumentum értéke minden egyes oszlopban az el6z6 értéktél

1-gyel nagyobb. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a tablazat 1 1épésenként van
Osszeallitva.
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Abrazoljatok grafikusan a tablazatban megadott adatokat! A
kapott pontok szakaszokkal vald &sszekapcsolasa utan készitsétek
el a burgonya keresleti gorbéjét!

861." A tablazat a folyd vizallasanak adatait mutatja a szokasoshoz
(atlagos vizallashoz) képest majus 1-tdl 15-ig.

IDX i Vizéf?égi cm LD Vizéf?;zi cm LD Vizé{gz&i cm
1 8 6 20 11 4
2 10 7 18 12 0
3 12 8 14 13 -3
4 15 9 10 14 =5
5 16 10 8 15 -6

Rajzoljatok grafikont a foly6 vizszintjének valtozasarol az adott
1id6 alatt!

862.* A kerékparos kiranduléasra indult. Az elsé 2 6rat 12 km/h
sebességgel tette meg, majd miutdn egy orat pihent, 8 km/h se-
bességgel ért haza. Rajzoljatok meg a kerékparos mozgéasgrafi-
konjat!

863. A melegités kezdete eldtt a viz hdmérséklete 6 °C-os volt. A
melegités folyaman a viz hdmérséklete percenként 2 °C-al noveke-
dett.
1) irjatok fel a T hémérséklet és a melegités ¢ ideje kozotti osz-
szefiiggés képletet!
2) Allitsatok 6ssze a T percenkénti véltozasanak tablazatat 0 és
10 perc idékdzben!
3) Abréazoljatok a viz hémérsékletvéltozasa és az eltelt id6 ko-
zOtti Osszefliggés grafikonjat az elsé 10 percben!
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864.” A turistatabor egy egyenes ut mellett teriil el. A tabortol
5 km-re 1év0 turista 4 km/h sebességgel indult el az ellenkez6
iranyba.
1) Hatarozzatok meg a turista és a tdbor kozotti s tavolsagot az
indulastol szamitott # id6 mulva!
2) Toltsétek ki a tablazatot!

t,h 0 0,25 | 0,5 | 0,75 1 1,25 | 1,5 | 1,75 2

s, km

3) A tablazat alapjan abrazoljatok a tdbor tdvolsaga és a menet-
1d6 kozotti Osszefiiggés grafikonjat.

865." Aprajafalva hiisz tagl tandcsaban két part képviseldi kaptak
helyet: a torpok és Hokuszpok hivei. A képviseldi testiilet 20 tagt.
A tablazatban a torpok altal az elmult 8 valasztas sordn szerzett
képviseldi helyek szama talalhato.

Valasztas 1 2 3 4 5 6 7 8

A torpok altal szerzett

képvisel6i helyek szama 14112 (10 f 16 | 18 | 15| 14| 10

1) Allitsatok &ssze hasonld tablazatot Hokuszpok partja esetére
is!

2) Abrazoljatok kozos koordinata-rendszerben a két tablazat
adatait, ¢és rajzoljatok meg a partok népszerliségi gorbéjét!

866.” A tartalyba, melyben eredetileg 8 1 petroleum volt, percen-
ként 4 1 petroleumot Ontenek.

1) irjatok fel a tartalyban 1év6 petroleum y literje és az x id6
kozotti Gsszefiiggést, amely alatt a petroleumot a tartalyba
ontottek!

2) Abrazoljatok az y valtozasanak grafikonjat az x 0-t6l 10-ig
felvett értékei esetében!
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3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg:
a) hany liter petroleum lesz a tartalyban 3 perc mulva; 5 perc
mulva?;
b) hany perc mulva lesz a tartalyban 40 | petroleum?
4) Hany perc alatt telik meg a 80 literes tartaly?
867.” A telepre, ahol 100 t szén volt, mindennap még 20 t-t szalli-
tottak.
1) Keplet segitsegével fejezzétek ki a szén m mennyisége €s a ¢
1d6 kozotti Osszefiiggést!
2) Abrazoljatok az sszefiiggés grafikonjat!

YA yAa Yy
[ e ©)
—o
=’
0 x 0 x |0 x
a b c
17. abra

868." A 17. abran lathat6 grafikonok koziil melyik fejezi ki alabbi
x és y valtozok kozotti Gsszefiiggést:

1) az autébusz menetjegyének ara 10 km-ként 1 hrivnyaval
emelkedik (x — az 0t hossza kilométerben, y — a jegy ara
hrivnyéaban);

2) a fém rugdt megnyujtottak, majd elengedték (x — az eltelt id6
szekundumban (s), y — a rugd hossza centiméterben;

3) a szamoca ara a piacon majus—jinius folyaman (x — az id6
napokban, y — a szamoéca ara hrivnyéban)?

I ISMETLO GYAKORLATOK

869. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) -12x+72=0; 3)3x+ 1,5=-2,5;
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1
2) —gx —6=0; 4) 6 - 0,5x = 16.

870. Bontsatok tényezokre a kifejezést:
1 6141)" +16m?n’; 3)0,027a" + 1.

2) 20z* + 3xy — 15xz — 4yz;
871. Bizonyitsatok be, hogy az n barmely természetes értékére a:
1) (n+25)(n+3)—(n+6)(n+4)—6kifejezés oszthatd 9-cel;
2) (13n—24) (13n+24) — (12n - 26) (12n + 26) kifejezés
oszthato 25-tel;
3) (9n +2)*— (3n —2)* kifejezés oszthatd 24-gyel!
872. Ismert, hogy a 2x? — 3x + 1 kifejezés az x valamely értékénél
2 értéket vesz fel. Hatarozzatok meg a 10x> — 15x — 20 kifejezés
értékét ugyanennél az x értéknél!
873. Hatarozzatok meg az a legkisebb természetes értékét, melynél
az x> — 4x + 2a kifejezés az a barmilyen értékénél pozitiv lesz!
874. A szallodaban csak egy- és kétagyas szobak talalhatodk.
Minden 3 egyagyas szobahoz 2 kétdgyas szoba tartozik. 1) Hany
szazaléka az egyadgyas szobdk szdma az Osszes szoba szaméhoz
képest? 2) Hany férdhely van a szalloddban, ha 34 kétagyas szoba
van?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

875. Az x és y természetes szamokra érvényes a 34x = 43y egyen-
16ség. Bizonyitsatok be, hogy az x + y Gsszetett szam!

A fliggvény megadasanak médjai

Az el6z6 pontban megvizsgalt feladatok arrél tantiskodnak,
hogy a fliggvények kiilonb6z6é modon adhatok meg.
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A fiiggvényt megadottnak tekintjiik, ha ismert az értelmezési
tartomanya, valamint a szabaly, amely szerint a fiiggetlen valtozo
értéke alapjan meghatarozhato a fiiggvény értéke.

Bizonyéra sok alkalommal fogalmaztatok meg kiilonféle szaba-
lyokat. Mivel a fliggvény egy szabdly, tehat kifejezhetd szavakkal
is, vagyis a fiiggvény leirassal is megadhaté.

Megvizsgalunk néhany példat.

PELDA 1 figgetlen valtozé barmilyen értéket felvehet. A fiigg-
vény meghatarozasanak szabalya a kovetkezd: a fliggetlen valtozo
2-szeres szorzatabol kivonunk 1-et. Ez a mod lehetdséget ad egyér-
telmilen meghatarozni a fiiggvény értékét. Tehat megadtuk az f

fliggvényt, melynek értelmezési tartomanya az 6sszes szam. Példa-
1 1

ul: [2)=2-2-1=3; f(g) =5 2—-1=0; f(-13,4) = (-13,4) -

2—-1=-27,8 stb. 4

PELDA 2 A fiiggetlen valtozo 0 kivételével barmilyen értéket
felvehet. A fliggetlen valtozo és a fiiggvény megfeleld értékei —
kolcsondsen forditott (reciprok) értékek. Ebben az esetben adott az
[ figgvény, melynek értelmezési tartomanya 0 kivételével az 6sszes
szam. Példaul:

A =1, f(3)=§; f(—%) =—2 stb. 4

A fiiggvényeket leggyakrabban képletek segitségével adjak
meg.

Ha az 1. példaban a fiiggetlen valtozot x-szel, a fliggvényt pedig
y-nal jeldljiik, megadjuk az értelmezési tartomanyt, ami az Osszes
szam, akkor az emlitett fliggvény az y = 2x — 1 képlet segitségével
irhato fel.

, 1
Erthetd, hogy a 2. példa fliggvénye az y =V = —, képlettel ad-
X

haté meg, ahol x — barmely szdm, a 0 kivételével.
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Ha a fiiggvény egy olyan képlettel van megadva, amelynek
jobb oldala egész kifejezés és ekdzben nincs megadva az értelme-
z¢si tartomanya, akkor gy tekintjiik, hogy a fiiggvény értelmezési

x—3
5

tartomanya barmilyen szam. Példaul az y = x* ¥ = Y =

x*— x + 2 olyan fliggvényeket adnak meg, melyen értelmezési tar-
tomanya az 0sszes szam.

Ha a fliggvény az y = x* képlettel van megadva, akkor azt
mondjuk, hogy adott az y = x* fiiggvény. .
Ha ki szeretnénk hangstlyozni példaul, hogy az ¥ =5~ g kép-

x
let egy f fiiggvényt ad meg, akkor azt igy irjuk fel: f(x ) =5— 3

Ha azt szeretnék kiemelni példaul, hogy az s = 10z + 2 képlet a
¢t argumentumu fliggvényt adja meg, ennek a kovetkezo a jelolése:
s (f) =10t + 2.

Megvizsgaljuk a —1; 0; fix) = x — 2x?, 1; 3 értelmezési tartoma-
nyu f(x) = x — 2x? fliggvényt.

A1) = =3: 0) = 0; f@ =0, (1) = ~13 A3) = —15.

A kapott eredményeket tablazatba foglaljuk.

1
X -1 0 —
2

fy | -3 0 0 -1 15

A tablazat elsd soraban 1évo értékek alkotjak az f fiiggvény
értelmezéEsi tartomanyat. A tablazat segitségével meghatirozhat6 az
argumentum értékeinek megfeleld fliggvényérték. Tehat az f fiigg-
vény megadasanak még egy mddja a tablazat.
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Ezt a mddot abban az esetben célszerti hasznalni, ha a fiigg-
vény értelmezési tartomadnya csupan néhany szambol all.

PELDA 3 A fiiggvény az y = 5x + 2 képlettel van megadva. Ha-
tarozzatok meg az argumentum azon értékét, melynél a fliggvény
érteke 12.

Megoldas: Behelyettesitve az y = 5x + 2 képletbe az y helyett
a 12-t, az 5x + 2 = 12 egyenletet kapjuk, ahonnan x = 2.

Felelet: 2. 4

PELDA |4 Az ffiiggvényt a kovetkezd képlettel adtak meg:
f(x)=x+7, hax—1ésf(x)=2, hax<-1. Hatirozzatok meg az f fligg-
vény értékét az argumentum kdvetkezo értékei esetén: 1) —2; 2) —1; 3) 1.

Megoldas:

1) Mivel -2 < —1, ezért a fliggvény értékét az f'(x) = x + 7 kép-

lettel szamitjuk ki. Tehat: /' (-2)=-2+ 7 =5.

2) Mivel -1 < -1, ezértf(-1)=-1+7=6.

3) Mivel 1 > -1, ezért f (1) = 2.

Az adott fliggvény felirhat6 kapcsos zarojel segitségével:

x+7, hax<-1,

f(x):{z; hax>—1

PELDA 5 A fiiggvények az y =4x + 1 és y = 2x — 7 képletekkel
vannak megadva. Az argumentum mely értékénél lesz egyenld a
két fliggvény értéke?

Megoldas: Hogy megtalalhassuk az argumentum keresett ér-
tékét, megoldjuk a 4x + 1 = 2x — 7 egyenletet:

4dx —2x=-T7-1;
x=-4.
Felelet: x = —4 esetén. 4

‘?
I 1. Mikor mondhatjuk, hogy a figgvény meg van adva?
2. A fliggvény megadéasanak milyen maédjait ismeritek?
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I GYAKORLATOK

876.° Jeloljétek meg a fliggvények argumentumat és a fiiggd val-
tozot:

1) s(r) =70t

2) y(x) =-2x+4;

3) M(a) = a’

4) fix) =x* — 4.
877.° A fiiggvény az y = 10x + 1 képlettel van megadva. Hataroz-
zatok meg az y értékét, ha:

1) x=-1;

2)x=3;

— 1 .

3)x 5’

4)yx="17.
878.° A fiiggvény az f (x) = 3 — 4x képlettel van megadva. Igazak-e
a kovetkezd egyenldségek:

D A=2)=-5;

D)

3) 0) =-1;

4) fi-1)=17?
879.° A fiiggvényt az flx) = 7x — 5 képlettel adtdk meg. Szamitsatok
ki az

1) A2);

2) f0);

3) =3);

4) £(200).
880.° A fiiggvény az f (x) = 2x> — 1 képlettel van megadva. Igazak
e a kovetkezd egyenldségek:

DAD=1; 3)A-2)=-9; S =1;

2) f(4)=15; 4) f10)=0; 6) f(-5)=19?
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881.° A fiiggvény az f (x) = x> — 3 képlettel van megadva. Hataroz-
zatok meg az y értékét, ha:

I)x=25;

2) x=-4;

3)x=0,1;

4)x=0.
882.° A fiiggvény az f'(x) = 3 + 4x képlettel van megadva. Hataroz-
zatok meg az x értékét, ha:

D fx)=19;

2) flx) =-3;

3) Ax) = 0;

4) fix) = 323.
883.° A fiiggvény az fix) = —0,1x — 2 képlettel van megadva. Hata-
rozzatok meg az x értékét, ha:

D fx)=1;
2) fix) =-100;
3) fix) = —43.6.

884.° A fiiggvényt az y = Ly képlettel adtdk meg. Szamit-
sétok ki: 6
1) a fiiggvény értekét a kovetkezd argumentumok esetén: 12; 6;
—6; 05 1; 25 —4; =3;
2) az argumentum értékét, ha a fliggvény értéke 4; 3; 0; —1.
885.° A fiiggvényt az f{x) = 2x — 1 képlettel adtak meg.
1) Szamitsatok ki az f(3); f(-4); f(0); fi=0,5); f(3,2).
2) Hatarozzatok meg az x értékét, amelynél /' (x) = 7; f (x) = —9;
fx) =0; fix) =-2,4.
3) Igazak-e az egyenldségek: f(5) = 9; f0,3) = 0,4; f(-3) =-7?
886.° A fiiggvény az y = x(x + 8) képlettel van megadva. Téltsétek
ki a tablazatot!

X -3 -2 -1 0 1 2 3

Y




21. Afliggvény megadasanak modjai 209

o 2
887." A fiiggvény az y = y = ——x. képlettel van megadva. Toltsé-
tek ki a tablazatot! 3

X 91 6| 3| 2/|- 0 1 2 3 6

Y

888.° A fliggvény az y = x? + x + 1 képlettel van megadva. Toltsé-
tek ki a tablazatot!

X -3 -2 -1 0 1 2 4 7

y

889.° Minden 10-nél nagyobb, de 20-nal kisebb természetes szam-
hoz a 6-tal valo osztasdnak maradékat rendelték.

1) Milyen médon adtak meg a fliggvényt?

2) Milyen a fliggvény értékkészlete?

3) Adjatok meg a fliggvényt tablazat segitségével!

890.° A fliggvény értelmezési tartoménya — a kétjegyll természetes
szamok, melyek a 10 tobbszorosei, a fliggvény értékkészlete pedig
az argumentum értékeinél 5-szor kisebb szamok. Adjatok meg a
fliggvényt tablazat és képlet segitségével!

891.° A fiiggvény értelmezési tartoménya — az egyjegyll természe-
tes szamok, a fliggvény értékkészlete pedig az argumentum értéke-
inél 2-szer nagyobb szdmok.

1) Milyen médon adtak meg a fliggvényt?

2) Adjatok meg a fiiggvényt tablazat és képlet segitségével!

892.° Adjatok meg a fliggvényt képlet segitségével, ha értéke:
1) ellentétes eldjelli az argumentum megfelelo értékével;
2) ha egyenld az argumentum megfeleld értékének haromszo-
rosaval;
3) ha 4-gyel nagyobb az argumentum megfelelé értékének
négyzeténél!



210 § 2. Fliggvények

893." Adjatok meg a fliggvényt képlet segitségével, ha a fiiggvény
értéke:
1) 3-mal kisebb az argumentum megfeleld értékénél;

2) 5-tel tobb az argumentum megfeleld értékének kétszeresénél!

894.° Allitsatok 6ssze 0,5 1épésenként tablazatot az y = x? + 2x kép-
lettel megadott fliggvény értékeibdl, ha —1 < x <3.

895." Allitsatok Ossze tablazatot 1 1épésenként az y = x* — 1 képlet-
tel megadott fliggvény értékeibdl, ha -3 <x < 2.

896.° A fiiggvényt az y = 0,2x — 5 képlet adja meg. Toltsétek ki a
tablazatot!

x 4 1,5 -3
y 2 1,4

1
897.° A fliiggvényt az y = y =8 ——x. képlet adja meg. Toltsétek
ki a tablazatot! /

X 14 -1,4
y 0 9

898.° Adott a g(x )= 2—0 —3 és a h(x) = 8 — 3x fiiggvény. Hasonlit-
satok Ossze: x
D g (@)eésh(l);
2) g (5) & h (2);
3) g (-2) és h (6).
—2x + 1,hax<-2,
899.° Adott a kovetkezd fliggvény f(x) =1 —x? ha-2<x<3,
6, ha x > 3.

Szamitsd ki: 1) AA=3); 2) A-2); 3) A2); 4) f3); 5) f2,9); 6) fi8,1).
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-2y +4,hax>0, fiigovény értékeit
O,ly—S,haxSO,HUggvenye ¢keit,

ha a megfeleld argumentumok a kdvetkezok:
1) 3; 2) 0,001; 3) 0; 4) -8.

901.° A fiiggvény a kovetkezd tablazattal van megadva:

900." Hatarozd meg az y ={

X 2 4 6 8
y 5 7 9 11

1) Milyen szdmokbdl 4ll a fliggvény értelmezési tartoméanya?
2) Adjatok meg a fiiggvényt leirdssal és képlet segitségével is!

902." A fliggvényt a kovetkezo tablazat adja meg

x 1 3 5 7 9
y |05 | 15| 25| 35| 45

1) Milyen szamokbdl all a fliggvény értelmezési tartomanya?
2) Adjatok meg a fliggvényt leirdssal és képlettel!

903.° Két fiiggvényt az y = x* — 8x és y = 4 — 8x képletek adjak meg.
Az x mely értékeinél lesz egyenld a két fiiggvény értéke?

904.° A fiiggvény az f (x) = 3x + 5 képlettel van megadva. Az x
milyen értékénél egyenld a fiiggvény értéke az argumentumaval?

905.” A fiiggvény az y = x> + 2x — 1 képlettel van megadva. Az x
milyen értékeinél lesz egyenld a fliggvény az argumentum kétsze-
resével?

906.* Az f fiiggvényt leirassal adtak meg: a fiiggvény értéke egyen-
16 a legnagyobb egész szdmmal, amelyik nem nagyobb az argu-
mentum megfeleld értékénél’. Szamitsatok ki: £(3,7); f0,64); f(2);
A0); f=0,35); f-=2.8)!

2 Az emlitett fiiggvénynek egyedi jelolése van: y = [x] (olvasd: y egyenld az x
egész részével).
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I ISMETLO GYAKORLATOK

907. A gazda idén 10 %-kal csokkentette a kaposzta termoteriiletét.
A kaposztatermés idén 12 %-kal nétt a tavalyihoz képest. Nott vagy
csokkent a kaposztatermés mennyisége a tavalyi évhez képest, €s
hany széazalékkal?
908. Az adott egyenletek koziil melyiknek van a) egy gyoke; b) két
gyoke; c) végteles sok gydke; d) nincs gyoke:

1)3,4(1+3x)—1,2=2(1,1 +5,1x);

2)[2x—1]=17.3;

3)3(x—1]-6)+21=0;

4)02 (7-2x)=2,3-0,3 (x - 6)?
909. Adott harom szam, melyek koziil minden kovetkezd 10-szer
nagyobb, mint az el6z6. Hatarozzatok meg ezeket a szamokat, ha a
legnagyobb ¢és a kozépsO szorzata 320-szal nagyobb, a legnagyobb
¢s a legkisebb szorzatanal!

910. Bizonyitsatok be: ha a + ¢ = 2b, akkor &> + 8bc = (2b + ¢)*!

2

911. Adott, hogy x + y =x +y =%,y+z=—a;x+z= 1. Bizonyit-

satok be, hogy a az x + y + z kifejezés a csak nem negativ értékeket
vesz fel!

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

912. Rajzoljatok az A(-2; 3) és B(4; 3) pontokon athaladé egyenest.
Mivel egyenldk az egyenes pontjainak ordinatdi?

913. Rajzoljatok a C(3; 0) és D(3; —4) pontokon athaladd egyenest.
Mivel egyenldk az egyenes pontjainak abszcisszai?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

914. Bizonyitsatok be, hogy barmely 60-jegyli szam esetében,
melynek a normalalakja nem tartalmaz nulldkat, athtizhat6é néhany
szamjegy ¢s az igy kapott szam oszthat6 lesz 1001-gyel!



22, Afliggvény grafikonja 213

A fliggvény grafikonja

Megvizsgaljuk az y = x> — 4x fliggvényt, ahol —1 < x < 4. Elké-
szitjiik a fliggvény értéktablazatat az argumentum egész értékeire.

X -1 0 1 2 3 4

y 5 o | 3| 4] 3]0

Az oszlopokban taldlhatd szampérokat a koordinatasikon talal-
haté pontok (x; y) koordinatajaként vizsgaljuk meg. Az argumen-
tum értéke a pont abszcisszaja, a fliggvény
megfeleld értéke pedig a pont ordinatéja. y

A pontokat a 18 abran lathatjatok.

Nyilvanval6é, hogy amennyiben az ar-
gumentumnak az értelmezési tartomanybol
mas (az egésztdl eltérd) értékeket adunk,

Ry

a fliggvény értékeinek a meghatarozasaval o1 z
egyre tobb pontot tlintethetiink fel a koordi-
natasikon (19, 20 4bra).
Az igy felvett pontok alkotjak a fiigg-
vény grafikonjat. 18. sbra
Y4 Y Y
s \
. . \
1 sit \lx
o 1 x of 1 x op1 x
° [ ] .' [ ] \ /

19. abra 20. dbra 21. abra
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Meghatarozas. Az f fiiggvény grafikonjanak azt a mér-
tani alakzatot nevezziik, amely azokbdl és csakis azokbol a
pontokbdl all, melyek abszcisszaja az f fiiggvény argumen-
tumaval, ordinataja pedig az f fiiggvény megfelelo értékeivel
egyenld.

Nyilvanvalo, hogy az y = x* — 4x fiiggvény grafikonjat a leirt
modon gyakorlatilag lehetetlen megrajzolni, mivel a felvehet6 pon-
tok szadma végtelen. Viszont ha elegendd pontot hatdrozunk meg,
majd folytonos vonallal kotjiik azokat 6ssze (21. abra), a kapott
gorbe annal kevésbé fog eltérni a keresett grafikontol, minél tobb
pontot tiintetiink fel.

Mivel a leirt szerkesztési modszer sok aprélékos munkéval jar,
annak jelentés része szamitogép segitségével is elvégezhetd. Ma-
napsag szamtalan grafikonszerkesztd program létezik. A 18. dbran
az y = x° fuggvény grafikonja lathato, ahol -2 < x < 2.

C— =
e o

—

22. abra

Ha valamely alakzat az f fiiggvény grafikonja, akkor érvényes a
kovetkezo ket feltétel:

1) ha x, az argumentum valamely értéke, az f (x,) pedig a
megfeleld fiiggvényérték, akkor az (x,; f (x,)) koordinataji pont a
grafikonhoz tartozik;
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2) ha (x;; y,) a grafikon tetszéleges pontjanak koordindtdja,
akkor az x, €s 'y az argumentum és az f fiiggvény megfeleld értékei,
azaz y, = flx,).

A fliggvény grafikonja nem minden esetben vonal. A 23. dbran
a kovetkezo tablazattal megadott fiiggvény grafikonja lathato:

X 1 -2

y 3 0

Mindossze két pontbol all.

Elkészitjiik az leirassal megadott fiiggvény yA
grafikonjat.

Legyen a fliggvény értelmezési tartomanya
az Osszes szam. Minden pozitiv argumentum
esetén a fliggvény értéke 1; minden negativ ar- of 1
gumentum esetén pedig —1; ha az argumentum

-

Ry

nulla, akkor a fiiggvény értéke is nulla. 23. abra
YA
] V2T TN
1 [ \
OT—i x Yy -_\_ ,/}
o T ETT
24, abra 25. abra

A fliggvény grafikonja a 24. abran lathatd. A grafikon harom
részbdl all: az O (0; 0) pontbdl és két félegyenesbdl, melyeknek
,ures” a kezdOpontja.

A koordinatasikon abrazolt alakzatok nem mindegyike felel
meg a grafikon kovetelményének. Vegyiik példaul a korvonalat,
amely nem lehet valamely fiiggvény grafikonja, mivel az x valtozé
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megadott értékeinek nem minden esetben felel meg egyértelmiien
az y valtozoé értéke (25. abra).
A koordinatasikon abrazolt alakzat abban az esetben lesz va-
lamely fiiggvény grafikonja, ha az abszcisszatengelyre merdleges
barmely egyenesnek az alakzattal nem tobb mint egy kdzos pontja
van. Azt mondhatjuk, hogy ez az alakzat egy bizonyos fliggvényt
hatdroz meg. A fliggvények megadéasanak ezt a modjat grafikus
médnak nevezziik. Az alakzat pontjainak abszcisszai és ordinatai
alkotjak a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
Ha a fliggvény grafikusan van megadva, akkor az argumentum
megadott x, értékei alapjan a fliggvény értékeit a kovetkezd szabaly
szerint hatdrozhatjuk meg: az (x; 0) ponton keresztiil az abszcisszaten-
gelyre merdlegest szerkesztiink, majd megkeressiik a merdleges és a
graﬁkon metszéspontjat. Az igy kapott ordinata érteke f(x,) (26. abra).
Abra, séma vagy fénykép segitségével modunk van vizudlisan
elképzelni valamely objektumot, illetve folyamatot. Hasonld sze-
repe van a fliggvény esetében a grafikonnak. Példaul a 27. abran
lathaté grafikont tanulméanyozva, a kovetkezoket allapithatjuk meg:
1) a fiiggvény értelmezési tartomanya: —3 < x < 6;
2) a fiiggvény értékkészlete: -2 <y < 4;
3) az argumentum azon értékei, melyeknél a fliggvény értéke
nulla: x = -3 vagy x = 1;

4) az argumentum azon értékei, melyeknél a fliggvény értéke
pozitiv: 1 <x < 6;

5) az argumentum azon értékei, melyeknél a fliggvény negativ

értékeket
yp | 7 S

1 /

f(x)p-f---2 /

: A/

: 3

! o /1 6 |x
0 xo: X ‘\ /

26. abra 27. abra
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Az adott pont anyaganak elsajatitdsa utan érthetové valik sza-
motokra, miért terjedtek el olyan széles korben a technikdban,
orvostudomanyban, kdzgazdasagtanban és egyéb tudomanyagban
a kiilonféle grafikonok elkészitésére szolgald szamitogépes prog-
ramok.

PELDA 1 Allapitsatok meg, hozzatartoznak-¢ az y = x — 6 fiigg-
vény grafikonjdhoz a kovetkezd pontok: 1) A(8; 2); 2) B(2; 4).

Megoldas: Hogy megallapithassuk, hozzatartoznak-e a pon-
tok a grafikonhoz, meghatarozzuk a fiiggvény értékét, ha az argu-
mentum értéke egyben az adott pont abszcisszdja is.

Ha ekozben a fiiggvény értéke megegyezik a pont ordinataja-
val, akkor a pont a grafikonhoz tartozik, ellenkezd esetben nem
tartozik a fliggvényhez.

1) Ha x = 8, akkor y = 8 — 6 = 2. Tehat az 4 pont a grafikonhoz
tartozik.

2) Ha x = 2, akkor y =2 — 6 = 4 # 4, vagyis a B pont nem
tartozik az y = x — 6 fliggvény grafikonjahoz. €

PELDA |2 Szerkesztés nélkiil hatdrozzatok meg az y = x> — 4
fliggvény grafikonja és a koordinatatengelyek metszéspontjait!

Megoldas: Egy pont abban és csakis abban az esetben fekszik
az abszcisszatengelyen, ha az ordinatdja 0. Tehat a grafikonnak az
abszcisszatengellyel valdé metszéspontjanak koordinatait megtalal-
hatjuk, ha megoldjuk az x* — 4 = 0 egyenletet.

Innen x = 2 vagy x = 2.

Tehat az adott fiiggvény két pontban metszi az abszcisszaten-
gelyt: 4 (2; 0) és B (-2; 0).

A pont abban és csakis abban az esetben fekszik az ordinataten-
gelyen, ha az abszcisszdja 0. Ezért, ha x = 0, akkor y = —4.

Tehat a grafikon a C(0; —4) pontban metszi az ordinataten-
gelyt. <
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? 1. Mit neveziink a fuggvény grafikonjanak? 2. Milyen két feltétel-
nek kell teljesiilni ahhoz, hogy az adott alakzat az f fliggvény grafi-
konja legyen? 3. Allhat-e a fliggvény grafikonja egy pontbdl? 4.
Lehet-e a koordinatasikon elhelyezked6 barmely alakzat az f fligg-
vény grafikonja? 5. Mondjatok példat olyan alakzatokra, amelyek
nem lehetnek fliggvény grafikonjai! 6. Hany k6z6s pontja lehet a
fliggvény grafikonjanak és az abszcisszatengelyre meréleges egye-
nesnek?

[lonBiitHy HEepiBHICTh YMTAEMO, TMOYMHAIOUU 13 Cepel-
HBOTO YHMCIIa, y HA3UBHOMY BiIMiHKY, a JIiBY Ta MpaBy YaCTHHU — y POJIO-
BoMy BinmiHky. Hanmpukmnan: 5 <7 <9 — cim 6inbie 3a n’sims, ane meHuie
8i0 Oeg’amil.
[ToxBiiiHy HEPIBHICTb 31 3HAKAMH «<» 1 «>» TAKOXK IMOYMHAEMO YHUTA-
TH 13 CEpeIHBOTO YHCIIa Y Ha3MBHOMY BiIIMIHKY, a OT JIiBy Ta IpaBy 4ac-
THHU — Y JaBaJIbHOMY BiIMiHKY, Hanpukiam: —3 <x < 2 — «ikc» Oinbute
abo 00piBHIOE MIHYC MPbOM, ale MeHule ab0 OOPIBHIOE 0BOM.

I GYAKORLATOK

915.° Az y = f{x) fiiggvény 28. dbran lathaté grafikonja segitségével
toltsétek ki a tablazatot:

X -3 | 2 0 2 6 7
S x)
7] Yy
5| N\
/ / !
-5 0| 1 x
Y A\

28. abra 29. abra
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916.° Az y = fix) fiiggvény 25. abran lathatd grafikonja segitségével
toltsétek ki a tablazatot:

x |21 o0 | 1 |2]3 4|5/ 6
S )

917.° Hatdrozzatok meg a 30. abran lathato fiiggvények értelmezési
tartomanyat és a fliggvény értékkészletét!

yt yt yt
a > \
N A
1T~ 1 o
0 X 0 x 0 x
a b c
Yy Yy
e 5| 1
1 0 X
0 x
d e
30. dbra

918.° Hatarozzatok meg a 31. abran lathato fliggvények értelmezési
tartomanyat ¢és a fliggvény értékkészletét!

yA yA A L
\ X Vi
[N\ N
\ 1 "1
AN I 1
0 \T x 0 x 0 x
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Yy Yy
1
0 x t)
x
HHHH
d e
31.abra

919.° A 25. dbran egy y = fx) fliggvény grafikonja lathatd. A grafi-
kon segitségével hatarozzatok meg:
1) az argumentum értékét, ha y = 3;
2) az argumentum azon értékét, melynél a fliggvény értéke
nulla;
3) a fiiggvény értelmezési tartomanyat;
4) a fiiggvény értékkészletét;
5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
negativ;
6) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
pozitiv!
920.° A 29. abran egy y = f(x) fiiggvény grafikonja lathato. A grafi-
kon segitségével hatarozzatok meg:

Y

4
4|

AV

9
Z

/ AN /
[

==y

N

@D

'y

32.4bra
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1) az y értékét, ha x = -3.5; —1,5; 2; 4;

2) az x értekét, ha y = -3; —1,5; 2.

3) az argumentum azon értékét, melynél a fliggvény értéke
nulla;

4) a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét;

5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
pozitiv;

6) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
negativ!

921.° A 30. dbran egy y = fx) fliggvény grafikonja lathaté. A grafi-
kon segitségével hatarozzatok meg:

1) a fiiggvény értelmezési tartomanyat;

2) a fiiggvény értékkészletét;

3) a fiiggvény abszcisszatengellyel valé metszéspontjainak ko-
ordinatait;

4) a fliggvény ordinatatengellyel valé metszéspontjainak koor-
dinatait;

5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
negativ pozitiv;

6) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke

pozitiv!
Y
/ N
\ AN
—6 0] 1 6
\ \ 1
\/ \/
33. abra

922.° A 34. abran egy y = f(x) fliggvény grafikonja lathato. A grafi-
kon segitségével hatarozzatok meg:
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1) f(=4); f=2,5); 0,5); A2);

2) az x azon értékeit, melyeknél f(x) = 2,5; fix) = 1; f(x) = 0;
3) a fliggvény értelmezési tartomanyat €s értékkészletét;

4) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fliggvény értéke

pozitiv;
5) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke
negativ!
br 4
Q
2
1
0 >
_ _ — — D 4 X
34. abra

923.° A kdvetkezé pontok koziil melyik tartozik az y = x? + 2 fiigg-
vény grafikonjahoz:

1) 4(0; 2); 2) B(-1; 1); 3) C(=2; 6); 4) D(-3; =7)?
924.° A kdvetkezd pontok koziil melyik tartozik az y = —2x> — 1
fiiggvény grafikonjahoz:

DA %; —1,5; 2) B(-3; 17)?
925.° Nevezzetek meg néhiny olyan pontot, amelyek az alabbi
fliggvények grafikonjaihoz tartoznak:

D)y=Tx-4; )y =x*+1; y=4—|x|
926.° Az adott fiiggvények koziil melyik grafikonjara illeszkedik az
A(1; 2) pont:

2
Dy=1-2x; 2)y=x*+1;, 3)y=—34)y=0,3x+0,7?
X
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2
927.° Hozzatartoznak-e az ¥ = —; fiiggvény grafikonjahoz a kovet-
X

kez6 pontok:
1) 4(9; -3); 3) C(=1; 3);
2) B(6; 2); 4) D(-12; 4)?

928.° A 35. abran lathato alakzatok kéziil melyik lehet az x argu-
mentumu fiiggvény grafikonja?

YN
_

o
]

/
0 x 0 x 0 x \

35. abra

929.° A 36. abran lathato alakzatok kéziil melyik lehet az x argu-
mentumu fliggvény grafikonja?

Y4 Yy
0 0
a b
36. abra

930.° A fiiggvény grafikonja az A(-3; 6), B(—1; 2), C(3;-2) és D(9; 0)
csucsokkal rendelkezé ABCD toréttvonal.
1) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
2) Hatarozzatok meg a fiiggvény értékét, ha az argumentum:
-2;0; 2; 6!
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3) Hatarozzatok meg az argumentum értékét, melyeknél a fiigg-
vény értéke: 1; —1; 0!

931.° Lehet-e az ABC torottvonal valamely fliggvény grafikonja,
ha:

1) A(=4; -1), B(1; 2), C(2; 4);

2) A(-4; -1), B(1; 2), C(1; 3)?

932.° Az MKEFE torottvonal, melynek csticsai M(—4; 1), K(2; 4),
E(5; -2), valamely fiiggvény grafikonja.
1) Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
2) Hatarozzatok meg a fiiggvény értékeit, ha az argumentum:
=-2; 0; 3!
3) Hatarozzatok meg az x értékeit, melyeknél y = -2; 0; 2!

933.° A fliggvény az y = x*> — 1 képlettel van megadva, ahol -2 < x
<3.

1) Allitsatok ossze a fiiggvény értéktablazatat 1 1épésenként.

2) Az sszeallitott tablazat segitségével abrazoljatok a fliggvény
grafikonjat.

3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg, az argumentum
milyen értékeinél lesz a fliggvény értéke kisebb, illetve na-
gyobb nullanal?

4) A grafikon alapjan hatarozzatok meg a fiiggvény értékkész-
letét!

934." A fuggvény az y = 4 — x? képlettel van megadva, ahol -3 < x
<2

1) Allitsatok ossze a fliggvény értéktablazatat 1 1épésenként!

2) Az Osszeallitott tablazat segitségével dbrazoljatok a fiiggvény
grafikonjat!

3) A grafikon segitségével hatarozzatok meg, az argumentum
milyen értékeinél lesz a fiiggvény értéke kisebb, illetve na-
gyobb nullanal?

4) A grafikon alapjan hatarozzatok meg a fiiggvény értékkész-
letét!
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935." Az y = f(x) fiiggvény értéke 0, ha az argumentum értéke —5 és
4. Melyik igaz a kovetkezo allitasok koziil:
1) a fliggvény grafikonja a (0; —5) és (0; 4) koordinataja pon-
tokban metszi az ordinatatengelyt;
2) a figgvény grafikonja a (—5; 0) és (4; 0) koordinataji pon-
tokban metszi az abszcisszatengelyt?
936." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a koordinatatengelyek és

az alabbi fiiggvények grafikonjai metszéspontjainak koordinatait:
1)y =x>— 16x;

2)y=|x|-2
)y =x*—9x;
4) y =0,8x.

937." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a koordinatatengelyek
¢s az alabbi fiiggvények grafikonjai metszéspontjainak koordina-
tait:

1) y=36—9x;
Dy =2 +x;
3) y=49 — x%

938.° Adott az y = 1 — x fliggvény, melynek értelmezési tartomanya
az Osszes egyjegyll természetes szam. Abrazoljatok a fiiggvény
grafikonjat!

939." Abrazoljatok az flx) = 1,5x + 1 fiiggvény grafikonjat, melynek
értelmezési tartoméanya a —4 < x < 2 intervallumban talalhat6 egész
szamok!

940.* Abrazoljatok annak a fiiggvénynek a grafikonjat, mely-
nek az értelmezési tartomanya az Osszes természetes szam, az
értéke az argumentum paros értékeinél 1, a paratlanok esetében
pedig —1!

941.% Az f fiiggvényt leirassal adtdk meg: a fiiggvény értéke az a
legnagyobb egész szam, amely nem nagyobb az argumentum meg-
feleld értékénél. Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjat!
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I ISMETLO GYAKORLATOK

942. Az egyiitt dolgoz6 Janos és Péter traktorosok 21 ora alatt,
Péter és Sandor pedig 28 ora alatt, Janos és Sandor pedig 20 ora
alatt tudnak felszantani egy szantot. Mennyi id6 alatt tudjak Ja-
nos, Péter és Sandor felszantani ezt a mezO6t, ha harman egyiitt
dolgoznak?

943. Egyszerisitsétek a kifejezést:
D(c+2)(c=3)—(c+1)(c+3);
D@+4) @-11)+(p+6)%

3) 3(x — 5)2 — (82 — 10x);
4 T2y — 5727y — 1)

944. Bizonyitsatok be az azonossagot:
1) (4a® + 3)* + (7 — 4a2)* — 2(4a> + 3) (4a2 — 7) = 100;
2) (& — 6ab + 9?) (& + 6ab + 9b?) — (a® — 9b*)> = 0.

945. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen paratlan n esetén a (4n +
1) — (n + 4)* kifejezés értéke a 120 tobbszorose lesz!

946. Keressétek meg az x valtozé hdrom olyan pozitiv egész ér-
tékét, amelyekkel az a* — 2x kifejezés a négyzetek kiilonbségének
képlete segitségével bonthatd fel A kapott kifejezéseket bontsatok
tényezdkre!

947. (Bhaszkara® feladata.) A kadamba virag szirmara a méhraj
egyotdde szallt, a mellette virité szimendgara pedig egyharmada. A
szamuk kiilonbségét add 6ssze haromszor, annyian lltek a jazmin-
ra. Csak egy méhecske nem taldlta a helyét és ropdosott ide-oda,
szivta magaba a viragok illatat. Most pedig mondd meg, hany méh-
bdl allt az egész raj?

3 Bhaszkara (1114—1185) hind matematikus és csillagasz. 4 csillagdszat korond-

ja (kb. 1150) c. értekezés szerzdje, melyben egész sor algebrai feladat megoldasat
adta meg.
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l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

948. A tablazatban az x és y megfeleld értékei taldlhatok. Allapitsa-
tok meg, egyenesen aranyosak-e ezek a mennyiségek.

Dixl 25719 2 x/04[1,823]3,1
y| 6|15 21|27 y |0,838[4,66,2

949. Toltsétek ki a tablazatot, ha az y €s az x egyenesen aranyosak.

B 0,3 8 3,2
y 96 | 2,7 | 42

l GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

950. Az egész szaml négyzetet tartalmazd négyzet alaki négy-
zetracsos papirlapbdl, a rdcsvonalak mentén olyan négyzetet
vagtak ki, amely szintén egész szamu négyzeteket tartalmaz.
Ezutan még 71 négyzet maradt. Hany négyzet volt eredetileg a
papirlapon?

Linearis fliggvény. A linearis fliggvény
grafikonja és tulajdonsagai

Megvizsgalunk két példat.

PELDA 1 A medencében 200 I viz volt, majd ¢ percen at percen-
ként 80 I vizet szivattytiztak még bele. Mieldtt a medence megtelne,
a benne 1évo viz V térfogata a kovetkezo képlettel hatdrozhatdo meg:

V=80t + 200, ne t10.
A képlet a V valtozo ¢ valtozotol valo fliggését adja meg. «
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PELDA |2 Az egyik brigad 25 lada, mig a masik brigad min-
den tagja 2-2 lada almat szedett. Legyen a masodik brigad 1étsza-
ma x f6. A brigadok altal szedett alma mennyiségét jeloljiik y-nal.
Akkor az x és y valtozok kozotti osszefiiggést a kovetkezd képlet
fejezi ki:

y = 2x + 25 ahol x — természetes szam. 4

A fenti példakban két valos helyzetet leird fiiggvényt allitot-
tunk Ossze, melyek két kiilonb6zd valos helyezet ir le. Ezek a
figgvények egymashoz hasonlok, melyek alakja minkét esetben y
=kx +b.

Meghatarozas. Az y = kx + b képlettel megadhato fiigg-
vényt, ahol k és b — adott szamok, x — fiiggetlen valtozo, linearis
fiiggvénynek nevezziik.

Linearis fiiggvények példai:

y==—2x+1,y=1-x,
y=5xy=2.

Megjegyezziik, hogy a linedris fiiggvenyek értelmezési tartoma-
nya az osszes szdam.

Megrajzoljuk az y = —2x + 1 fiiggvény grafikonjat.

A fliggvény és az argumentumok értékeibdl tablazatot készi-
tiink.

X -3 -2 -1 0 1 2 3

y 7 5 3 1 -1 -3 -5

Az A(-3; 7), B(-2; 5), C(-1; 3), D(0; 1), E(1; —1), F(2; -3),
G (3; —5) pontok a keresett grafikonhoz tartoznak (37. abra). Min-
den pont egy egyenesen fekszik, amely az y = —2x + 1 fiiggvény
grafikonja (38. 4abra).
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37. abra 38.abra
Majd a 9. osztalyban mértandran bebizonyitjatok, hogy a lined-
ris fiiggvény grafikonja egyenes.
Megjegyezziik, hogy az egyenes nem lehet fiiggdleges, vagyis

merdleges az abszcisszatengelyre. Valoban, a fiiggdleges egyenes
nem lesz fliggvény grafikonja.

Mivel az egyenes egyértelmiien megadhatd két pont segitségé-
vel, ezért a linearis fliggvény grafikonjdnak a megszerkesztéséhez
elegendd kivalasztanunk az argumentum két értékét, majd dsszealli-
tani a fliggvény értékeinek tablazatat, amely két oszlopbdl fog allni.

PELDA '3 Abrazoljatok az y = —3x + 2 fiiggvény grafikonjat!
Megoldas: Osszeallitjuk a fiiggvény értéktablazatat az argu-
mentum barmely két értékével:

x| 0 1 \4v
Yy 2 -1 1
“T\1
Felvessziik a koordinatasikon a (0; 2) és (1; —1) 0 x
pontokat, majd egyenest htizunk rajtuk keresztiil \

(39. ébra). Ez az egyenes az y = —3x + 2 fiiggvény
grafikonja. « 39.4bra



230 § 2. Fliggvények

Ay = kx + b képlettel megadhat6 linearis fiiggvényben eléfor-
dul, hogy a k = 0 vagy/és b = 0.

Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor b = 0 és k # 0. Akkor a
képlet alakja: y = kx. Ebbdl az kovetkezik, hogy a nullatol elté-

ré6 argumentumértékekre felirhatd az %Zk. képlet. Ez a képlet

azt mutatja, hogy az y = kx fliggvény esetében, ha x # 0, a fligg-
vény ¢€s az argumentum hdnyadosa allandé marad és k-val
egyenld.

A 6. osztalyban mar megismerkedtetek a mennyiségek kozotti
hasonlo Gsszefiiggésekkel, amelyet egyenes aranyossagnak neve-
zink. Ezek alapjan az y = kx, ha k # 0 képlettel megadott fiiggvényt
egyenes aranyossagnak nevezziik.

Az y=2x;y=x;y=)Y=7X; fiiggvények az egyenes ara-

3
nyossag példai.

Mivel az egyenes ardnyossag a line-
aris fliggvények specialis esete (ahogyan
a 40. abran lathato), ezért a grafikonja
egy olyan egyenes, amely barmilyen &
esetén atmegy az O (0; 0) ponton, azaz
az origon. Valoban, ha az y = kx képlet
alapjan x = 0, akkor y = 0. Ezért aztan
az egyenes aranyossag grafikonjanak a 40. abra
megszerkesztéséhez elegendd taldlni egy, az origotol eltérd pon-
tot és meghuzni rajta és az O (0; 0) ponton keresztiil az egyenest.

Linedris fliggvény

Egyenes
aranyossag

A 41. 4bran a fent felsorolt egyenes ardnyossagok grafikonjai
lathatok.

Megvizsgaljuk a linedris fiiggvények még egy esetét.

Tekintsiik, hogy az y = kx + b képletben k = 0. Akkor y = b. Ert-
hetd, hogy ebben az esetben a fiiggvény értéke valtozatlan marad
barmilyen argumentum esetén.
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41. abra

PELDA 4 Abrazoljatok az y = 2 fiiggvény grafikonjat.

Megoldas: Mint altalaban a linearis fligg- 7]
vények esetében, keresniink kell a grafikonhoz | A
tartozd két pontot. Ezeknek azonos lesz az or-
dinatajuk — 2. Az abszcissza barmilyen szam
lehet. Legyen a -2 és a 0. Ezek utén az A(-2; 2)
¢és B(0; 2) pontokon keresztiil egyenest huzunk, 42.abra
amely parhuzamos az abszcisszatengellyel
(42. abra). 4

Megjegyezziik, hogy az y = 0 fliggvény grafikonja maga az
abszcisszatengely. Az y = b, ahol b # 0 fiiggvény grafikonja az ab-
szcisszatengellyel parhuzamos egyenes.

1
X

of 1 X

PELDA 5 lrjatok le a 43. dbran lathat6 fiige- [\ 4y
vény képletét!

Iy

Megoldas: A grafikon a (0; 4) pontban AN
metszi az ordinatatengelyt. Behelyettesitjiik eze- N\
ket a koordinatakat az y = kx + b képletbe: 4 = 5 x>
k- 0+ b. Innen b = 4.

43. abra
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Mivel a grafikon a (3; 0) pontban metszi az abszcisszatengelyt,
a koordinatakat ujbol behelyettesitjiik az y = kx + b képletbe: 3k +

4=0;k=k=—i.
3

Felelet: y=—§x+4. <

-~

. Milyen fliggvényt neveziink linedrisnak?

. Milyen a képe a linearis fliggvény grafikonjanak?

. Milyen fliggvényt nevezilink egyenes aranyossagnak?
. Hogyan néz ki az egyenes aranyossag grafikonja?

. Milyen az y = b, ahol b # 0 fliggvény grafikonja?

. Milyen fliggvény grafikonja az abszcisszatengely?

. Létezik-e olyan fliggvény, melynek az ordinatatengely
grafikonja?

O NGOV h WN=

I GYAKORLATOK

951.° Lineérisak-e az alabbi fiiggvények:

12x -8
1)y=3x-2; 6)y = p ;
x
2)y=8-"Tx; 7)y=§;
X
3y =32 8)y=—4
3
4)y =—+2; 9)y=0?
X
5)y=2x* +4;

Amennyiben igen, Ugy nevezzétek meg a k és b egylitthatok érté-
keit.
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952.° Egyenes aranyossag ¢ az adott fiiggvény:

1)y =4x;
4
)Y =—;
X
X

3y =—;

4)y=0;
5) y =—4x;

6)y =——2
)y 4.

Ha a vélasz igen, adjatok meg a k egylitthatd értékét.

953.° A linearis fliggvény az y = 6x — 5 képlettel van megadva.
Toltsétek ki a tablazatot!

X

-3

-2

y

954.° A fiiggvényt az y = —2x + 5 képlet adja meg. Hatrozzatok

meg:

1) a fiiggvénynek a —4; 3.5; 0 argumentumoknak megfeleld értékeit;

2) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fuiggvény értéke 9; —5; 0!

955.° A fiiggvény az y = 0,4x + 3 képlettel van megadva. Toltsétek

ki a tablazatot!

X

y

-2

0

-13

956.° A fiiggvény az y = 0,3x — 2 képlettel van megadva. Hataroz-

zatok meg:

1) a fiiggvénynek az 5; —2; 0 argumentumoknak megfeleld ér-

tékeit;

2) az argumentum azon értékeit, melyeknél a fiiggvény értéke

1; -11; 0,

8!
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957.° Toltsétek ki a tablazatot és szerkesszétek meg a fiiggvény
grafikonjat:

1
Dy=x+3; 2 y=x-5.
X 0 1 X 0 3
y y

958.° Toltsétek ki a tablazatot és szerkesszétek meg a fiiggvény
grafikonjat:

1
1) y=3-0,5x; 2)y=§x—l.
X 0 2 X 0 8
Y Y
959.° Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
1
)y=x-75; DY =T —2;
2)y=3x+1; 4)y=0,4x + 3.
960.° Szerkesszétek meg a fiiggvény grafikonjat:
y=4—x; 2)y=—4x+5; 3)y=0,2x-3.

1
961.° A fiiggvényt azy =y = ;x képlettel adtak meg. Hatarozza-
tok meg:
1) az y értékeit, ha x = 6; -3; -3,2;

1
2) az x értékeit, melyeknél y = -2; 3 12!

962.° A fiiggvény az y = 0,6x képlettel van megadva. Téltsétek ki
a tablazatot!

X 10 0,6 -5 -1,2

y 4,8 -60

W | —




23. Linedris figgvény. A linearis fliggvény grafikonja és tulajdonsagai 235

963.° A fiiggvényt az y = 1,2x képlettel adtak meg. Hatarozzatok meg:
1) az y értékeit, ha x = 10; 0,6; —5; —4;
2) az x érteékeit, melyeknél y = 3,6; —2,4; 6!

964.° Abrazoljatok az egyenes ardnyossag grafikonjat:

1
1) y=3x; 2)y==2x;  3)y=-0,6x; 4)y=;x.
965.° Abrazoljatok a fiiggvény grafikonjait:
1
1) y=5x; 2)y=08x; 3)y=——X.

6
966.° Szerkesszétek meg ugyanabban a koordinatarendszerben az
y=3;y=-5;y=0 figgvények grafikonjat!

967.° Szerkesztés nélkiil allapitsatok meg az y = 1,8x — 3 fiiggvé-
nyek grafikonja illeszkedik e a kovetkezd pontokra: A(-2; —6,6);
B(1; 1,2); C(0; =3); D(5; 7)?

968.° Szerkesztés nélkiil allapitsatok meg az y = 8x — 14 fiiggvé-
nyek grafikonja illeszkedik e a kovetkezd pontokra:

1) A(-1; -6); 2) B(2; 2).
969." Az x ¢s az y valtozok kozotti 0sszefiiggés egyenes aranyos-
sag.

1) Toltsétek ki a tablazatot:

X 8 6 2 1

0o | =

b% 4

2) Adjatok meg ennek a fiiggvénynek a képletét;
3) Szerkesszétek meg a grafikonjat!

970.° Szerkesszétek meg az y = 2x — 3 fiiggvény grafikonjat! Fel-
hasznalva a grafikont, hatarozzatok meg:
1) a fiiggvény értékeit, ha az argumentum megfeleld értékekei:
4;-1;0; 5;
2) az argumentum értékeit, ha a fiiggvény megfeleld értékei: 1;
-1; 0;
3) azokat az argumentum értékeket, ahol a fiiggvény pozitiv!
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971.° Szerkesszétek eg az y = 2 — 4x fliggvény grafikonjat! Felhasz-
nalva a grafikont, hatarozzatok meg:
1) a fliggvény értékeit, ha az argumentum megfeleld értékekei:
1; 0; —2;
2) az argumentum értékeit, ha a fliggvény megfeleld értékei:
—4;-2:2;
3) azokat az argumentum értékeket, ahol a fiiggvény negativ!

972.° Szerkesszétek eg az y = 0,5x fliggvény grafikonjat! Felhasz-
nalva a grafikont, hatarozzatok meg:
1) a fliggvény értékeit, ha az argumentum megfeleld értékekei:
4; -6; 3;
2) az argumentum értékeit, ha a fliggvény megfeleld értékei:
2,5, -2; 1;
3) azokat az argumentum értékeket, ahol a fiiggvény negativ!

973.° Szerkesszétek eg az y = —4x fiiggvény grafikonjat! Felhasz-
nalva a grafikont, hatarozzatok meg:
1) a fiiggvény értékeit, ha az argumentum megfeleld értéke-
kei:—4; 2;
2) az argumentum értékeit, ha a fliggvény megfeleld értékei:
2,5, -2; 1;
3) azokat az argumentum értékeket, ahol a fiiggvény pozitiv!

974.° Szerkesszétek meg kozos koordindtarendszerben az y = x —1
¢s az Y ZZX +2 fiiggvények grafikonjait és hatdrozzatok meg
ezek metszéspontjanak koordinatait!

975." Szerkesszétek meg kozos koordinatarendszerben az y = —5x
—6 ¢és az y = —2x + 1 fliggvények grafikonjait és hatarozzatok meg
ezek metszéspontjanak koordinatait!

976.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az adott fliggvény és a
koordinata tengelyek a metszéspontjainak koordinatait:

1) y=2,5x+10;

2)y=6x—4.



23. Linedris figgvény. A lineéris fliggvény grafikonja és tulajdonsagai 237

977." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az adott fliggvény ¢és a
koordinata tengelyek a metszéspontjainak koordinatait:

2
1)y=§x—4; 2) y=17-3x.

978.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az y = 2x — 9 fliggvé-
nyen hatdrozzatok meg annak a pontnak a koordinatait:

1) melynek abszcisszdja egyenld az ordinatajaval,

2) az ordinatdja 6-tal tobb, mint az abszcisszaja!
979." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az y = —7x + 8 fiiggvény
grafikonjdnak azt a pontjat, melynek abszcisszaja €s ordinatdja el-
lentett szdmok lesznek!
980.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a fiiggvények metszés-
pontjanak koordinatait:

1)y=37x+10¢ésy=1,4x—13;

2 9
2)y=4-ox &y =_x +26.

981.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az y =4x — 7 és az y =
—2x +11 fliiggvények metszéspontjanak koordinatait!
982." Az x mely értékeinél lesznek az f{x) = 4x — 3 és a g(x) =
3x — 2 fiiggvényeknek azonosak az értékeik? Szerkesszétek meg
ugyanabban a koordindtarendszerben az f és g fliggvények grafi-
konjait! Allapitsatok meg, hogy az x mely értékeinél:

D f(x)>g (); 2) f(x) <g ().
983." A fliggetlen valtozé értékeinél lesznek az fix) = 5 — 2x és a
g(x) = 2x — 3 fiiggvényeknek azonosak az értékeik? Szerkesszétek
meg ugyanabban a koordinatarendszerben az f és g fliggvények
grafikonjait! Allapitsatok meg, hogy az x mely értékeinél:

D f(x) <g@); 2) f(x)> g ().
984.° Adjatok meg annak a fiiggvénynek a képletét, amely egyenes
aranyossag, ¢s a grafikonja az M(2; —5) ponton halad 4t!
985.° Hatarozzatok meg a b értékét, melynél az ¥V = —gx +b

fliggvény grafikonjahoz tartozik az A(-27; 4) pont!
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986." A k mely értékénél fog a B(3; —6) pont az y = kx — 15 fiigg-
vény grafikonjara illeszkedni?

987.° Az y = kx + b fiiggvény grafikonja a C(0, 4) és D(-8; 0) pon-
tokban metszi a koordindtatengelyeket. Hatarozzatok meg a k és b
értékét!

988." Az y = kx + b figgvény grafikonja az M(3, 0) és K(0; —1)
pontokban metszi a koordinatatengelyeket. Hatarozzatok meg a k
és b értekét!

989.° Az y = kx + b fiiggvény grafikonja 6sszes pontjanak ordinata-
ja —6. Hatarozzatok meg a k és b értékét!

990." Az y = kx + b fiiggvény grafikonja parhuzamos az abszcisz-
szatengellyel, és az A(-2; 3) ponton halad at. Hatarozzatok meg a
k és b értékét!

991.° A 44. abran lathato grafikonok egyike egy tartaly vizzel valo
feltoltését, a masik pedig a viz egy masik tartalybodl valo kifolyasat
abrazolja.

y’JI‘ y’JI
raY raY
50 50
raY raY
0 0
an 20
9yU DAV
[57aY 20
\v} \v)
Y 0
\v} U
0]l 2 4 6 810 |x,xB ol 2 4 6 31‘10 X, XB
a b

44. abra

1) Melyik folyamatnak melyik grafikon felel meg a 44.abran?

2) Mennyi viz volt a tartalyokban kezdetben?

3) Mennyi viz volt a tartalyokban a csapok megnyitasa utan 2
perccel? 6 perccel?

4) A csapok megnyitasa utan hany perccel lesz egy-egy tartaly-
ban 30 | viz?

5) Hany liter viz folyik be az egyik tartalyba, illetve folyik ki a
masik tartalybol percenként?
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6) Adjatok meg mindkét tartdly esetében a benniik 1évo viz
mennyisége ¢és az eltelt id6 kozotti sszefiiggés képletét!

992.° A 45. dbran melyik egyenes lesz a kovetkezd fliggvények

grafikonja: 1 1
) y=x 2) y=4x; HY= X Ay=x?
y4 b/ b i pl ¥ i
/
/
m
/ \
— 1 =~ \1 /
— —| 1
/0 T~ x 0 x
— / T /
/ ¢ /
/
/
45, abra 46. abra

993." A 46. abran melyik egyenes lesz a kovetkezd fiiggvények

grafikonja: 1
Dy=-x 2)y=3x; Hy="3% Hy=-?

994.** Adjatok meg két olyan linedris fiiggvény képletét, melynek
grafikonjaira illeszkednek a kovetkezd pontok?

1) A(0; 4); 2) B(1; 3).
995."* Azy =0,5x — 3, y = —4x + 6 és y = kx fliggvények grafikonjai
egy pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a k értékét! Szer-
kesszétek meg, egy koordinatarendszerben, ezeknek a fliggvények-
nek a grafikonjait!
996.” A b mely értékénél fogjak az y = 1,5x — 3, y = 2,5x + 1
¢s az y = 5x + b fiiggvények grafikonjai egy pontban metszeni
egymast?
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997.* A C pont a 8 cm hosszusagi AB szakaszhoz tartozik. Az
AC szakasz hossza x, a BC szakaszé pedig y. Abrazoljatok az y és
x kozotti 0sszefiiggés grafikonjat, ha 0 < x < 8! Jeloljétek meg a
grafikonon azt a pontot, amely annak az esetnek felel meg, ha C az
AB szakasz felezOpontja!

998." Az ABCD téglalap kertiilete 12. AB =x, AD =y, 0 <x <6.
Szerkesszétek meg az y valtozonak x-tdl valo fliggésének grafikon-
jat! Jeloljétek ezen a grafikonon azt a pontot, amely annak az eset-
nek felel meg, amikor az ABCD téglalap négyzet lesz!

999.** Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
x—4, hax>0, _[3x-2,hax<1,
1)y:{—zx—4,hax<o, 2)y_{1, hax> 1,
|2, hax#2,
3)y_{3,hax=2,
2x, hax<I,
4y=41, hax=-1,
x+3, hax>-1,

1000.” Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
—3x, hax<-1,
Hy=1 3, ha-1<x<1,
2x+ 1,hax>1;

5-x, hax<3,
2)y =
x +1,hax>3.

1001.* Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
Dy=|x|; y=4x—|x|+2.
) y=lx[+x;

1002.”" Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
Dy=—|x]|; y=3x+2]|x|
)y=x—|x|;
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1003.”* Adjatok meg annak a linearis fliggvénynek a képletét,
amelynek grafikonja a 47. abran lathato: 1) a egyenes; 2) b egyenes!

y A y n/
N
N
N I O I L1 1 4
N/ NI
0 1 x 0 x
b N
N
47. abra 48. abra

1004.” Adjatok meg annak a linearis fiiggvénynek a képletét, amely-
nek grafikonja a 48. dbran lathatd: 1) m egyenes; 2) n egyenes!
1005.* A fiiggvényt leirassal adtak meg: a fiiggvény értéke egyenld
az argumentum és az argumentum egész része kiilonbségével*. Ab-
razoljatok a fliggvény grafikonjat!

I ISMETLO GYAKORLATOK

1006. Harom barat gy dontott, butorgyartd céget alapit, és bele-
egyezett, hogy a nyereséget a tarsasadg alaptokéjébe vald hozza-
jaruldsuk aranyaban megosszak. Az egyik 75000 hrivnyat tett be
a cégbe, a masodik 125000 hrivnyat, a harmadik pedig 175000
hrivnyéat. Az elsé munkaév eredményei szerint a nyeresé¢g 1 800 000
hrivnya volt. Mennyi pénzt kapott mindegyik alapitd?

1007. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

)2+3a)(5—a)—(2-3a)(5+a)haa=-1,5;

1
2)(Ba +bP = (Ba—bPhaa="335=03,

4 Az adott fiiggvényt a szam tortrészének nevezik, és a kovetkezd a jelolése: y =

{x}. A meghatdrozas szerint {x} = x — [x], ahol [x] az x egész része. Példaul {3,2}
=0,2; {-3,2} =0,8; {-0,16} =0,84; {2} =0
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1008. Oldjatok meg az egyenletet:

) 5x+1)(2x—-3)=(10x—-9) (x + 2);

2) (Tx—=1)(x+5)=03+ 7x) (x + 3).
1009. Bizonyitsatok be, hogy két egymast kovetd természetes szam
kobeinek 0sszege oszthatd 3-mal!

1010. Két hordoban azonos mennyiségli viz volt. Az elsé hordoban a
viz térfogatat eldszor 10 %-kal novelték, majd 10%-kal csokkentették.
A masik horddban ellenkezdleg, eloszor 10 %-kal csokkentették, majd
10%-kal novelték a viz térfogatat. Melyik hordoban lett tobb viz?
1011. Ismeretes, hogy x* + y* = a, xy = b. Mivel egyenl az x* + x*
y* + y* kifejezés értéke?

1012. Bizonyitsatok be, hogy az | x | — x kifejezés értéke barmilyen
X esetén nagyobb lesz, mint a 2x — x? — 2 kifejezésé!

I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

1013. Hatarozzatok meg a kifejezések értékeét:

1) 0,1x + 5y, hax=-4, y=0,6;

2)x*—3y+T7hax=6,y=-2;

3)|x|+]y—6]|, hax=-10,y=2;

4)(2y -3y - (x+4)* hax=-4,y=1,5.
1014. Tiintessétek fel a koordinatasikon az 6sszes olyan (x; y) pon-
tot, melyeknél:

1) x = -3, y — tetszéleges szam;

2) y =2, x — tetszOleges szam,;

3) x =0, y — tetszéleges szam.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1015. Van két nyomdagép. Az egyik gép az (a; b; c) szamokat tar-

o N a+b b+c a+c i
talmazo kartya alapjan az 5 ; 5 ; 5 ) szamokat tartalma-

z6 kartyat ad ki, a masik az (a; b; ¢) szamok alapjan — (2a — b; 2b — c;
2c¢ — a) szamokat tartalmazo kartyakat. Kaphatunk-e az emlitett nyom-
dagépek segitségével a (2,8; —1,7; 16) kartyabol (1,73; 2; 0,4) kartyat?
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6.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. Az argumentum milyen értékénél lesz az y = —1,5x + 4 fliggvény
érteke —2?

A) 4 B) 4; C) 2; D) -2.
2. Az alabbi fiiggvények koziil melyik lesz egyenes aranyossag?

12
A)y=12+x B)y=12; C)y:x—; D) y=12x.
3. Az alabbi fiiggvények koziil melyik nem linedris?
A)y=-2x+9; C)y=—§+9;
2
B)y=—;+9; D) y=9-0,2x.
4. Melyik pont illeszkedik az y = x* — 3 fiiggvény grafikonjahoz?
A) A(=3; 0); C) C (=35 3);
B) B(-3; 6); D) D(-3; -12).

5. Reggel a tanuld iskoldba ment, majd a tanitds végeztével haza-
tért. A 49. abran a tanul6 és az otthona kozotti tavolsag 1d6tdl valo
fliggésének grafikonja lathato. Hany 6rat volt a tanul6 az iskoldban?

S, KM
2
1
0 1 2 3 | 4 > 6 £, oA
49. abra
A) 5 ora; C) 4 ora;
B) 4,5 ora; D) 3,5 6ra

6. Melyik fliggvénynek a grafikonja a koordinatasik koézéppontjan
athalado6 egyenes?

A)y=20+x; C)y=20-x;

B) y =20x; D) y=x-20.
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7. Melyik fliggvény grafikonja vizszintes egyenes?

A)y=l; C)y=lx +
9 9
_1_ . _1
B)y—g X, D)y—;x.

8. Melyik pontban metszi az y = x — 2 fliggvény grafikonja az or-
dinatatengelyt?

A) 4(0; =2); C) C(2;0);

B) B(0; 2); D) D(-2; 0).

9. Hatarozzatok meg az y = 8 — 4x és y = x + 14 fiiggvények grafi-
konjai metszéspontjanak abszcisszajat.

A) -2; C)-1,2;

B) 2; D) 1,2.

10. Melyik abra tartalmazza az y = 0,2x fliggvény grafikonjat
(50 éabra)?

A) B) ) D)
Yy yr yp Yy
o] 1 i . t — ~—— ¥ 1 f
i} —o| 1 x 0 ~
—T 0| 1 x
et
50. abra
11. Melyik fiiggvény grafikonja lathatd a 51. ab- Y
ran?
A) y=3x; °
B) y=—x+3;
B) y=x+3; 0 AN x
| |13

I') y=§x. 51. abra
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12. Az m melyik értékénél metszi az y = mx + 2m — 5 figgvény
grafikonja —1 abszcissz4ju pontban az x tengelyt?
A)S: B) -5; C) -3; D) 3.

A 2. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

Fiiggvény
Fiiggvénynek nevezziik azt a megfeleltetést, amikor a fliggetlen
valtozo tetszdleges értékének a fliggvény egyetlen értéke felel
meg.

A fiiggvény értelmezési tartomanya
Az argumentum altal felvett értékek alkotjak a fliggvény értel-
mezési tartomanyat.

A fiiggvény értékkészlete
A fliggd valtozo altal felvett sszes érték alkotja a fliggvény
értekkészletét.

A fiiggvény megadasanak modjai
Leirassal; képlet segitségével; tablazat formdjaban; grafikusan.

A fiiggvény grafikonja
Az f fiiggvény grafikonjanak azt a mértani alakzatot nevezziik,
amely azokbol és csakis azokbdl a pontokbol all, melyek absz-
cisszdja az f fliggvény argumentumaval, ordinatdja pedig az f
fiiggvény megfeleld értékeivel egyenld.

Linearis fiiggvény
Az y = kx + b képlettel megadhat6 fiiggvényt, ahol k és b — sza-
mok, x — fliggetlen valtozd, linearis fliggvénynek nevezziik.

A linearis fiiggvény grafikonja
A linearis fliggvény grafikonja egyenes.

Egyenes aranyossag

Az y = kx képlettel megadott linearis fiiggvényt, ahol k # 0,
egyenes aranyossagnak nevezziik.



KETVALTOZOS LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK

e Ebbenaparagrafusban megismerkedtek a kétvaltozés egyenletekkel
és azok rendszerével. Elsajatitjatok megoldasuk egyes médjait.

o Megtudjatok, hogy a kétvaltozds egyenlet valds helyzet matematikai
modellje is lehet.

o Megtanuljatok a széveges feladatok megoldasanak Ujszerd, hatasos
modszerét.

E Kétvaltozos egyenletek

Megvizsgalunk néhany gyakorlati példat.

PELDA |1 A Kijev—Harkiv tavolsag 450 km. Kijevbdl Har-
kivba x km/h sebességgel elindult egy gépkocsi. 1 6ra mulva
vele szemben Harkivbdl is elindult egy gépkocsi, melynek se-
bessége y km/h. Két oraval a masodik gépkocsi induldsa utan
talalkoztak.

Osszeallitjuk a valds helyzet matematikai modelljét.

A masodik gépkocsi altal a talalkozasig megtett ut 2y km. Mivel
az els6 gépkocsi 1 oraval tobbet volt uton, mint a masodik, vagyis
3 orat, ezért az a talalkozasig 3x km tavolsigot tett meg. Osszesen
450 km-t tettek meg.

Ezek alapjan: 3x + 2y = 450.

A kapott kétvaltozos egyenlet a leirt valos helyzet matematikai
modellje. <4

Megvizsgalunk még néhany példat olyan helyztekrdl, melyek
leirasanak matematikai modelljei kétvaltozds egyenletek.

PELDA 2 A 10 cm oldali négyzet teriilete masik két négyzet
terliletének Osszegével egyenld.
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A 10 cm oldalti négyzet teriilete 100 cm?. Legyen a masik két
négyzet oldala x cm és y cm. Akkor a kovetkezd egyenldséget kap-
juk:

x>+ 32 =100.4
PELDA |3 Adott egy derékszogii haromszog.

Jeloljiik a hegyesszdgeit x-szel és y-nal. Akkor felirhatjuk, hogy

x+y=90.4

PELDA 4 Adva van egy 12 cm? teriiletii téglalap. Legyen a két
oldala x cm ¢és y cm. Akkor
xy=12.4
PELDA '5 Vasaroltak 5 tollat és 7 fiizetet, amiért dsszesen 19
hrivnyat fizettek.
Ha egy toll ara x hrn, egy fiizeté pedig y hrn, akkor:

5x+ 7y =190. <4
Mint latjuk, az el6z6 6t példaban kapott egyenletek
3x + 2y =450,
x> +? =100,
x+y=90,
xy =12,
Sx+ 7y =190.

mindegyike két valtozot tartalmaz, az x-et €s y-t. Az ilyen egyenl6-
ségeket kétvaltozos egyenleteknek nevezziik.

Ha példaul az xy = 12 egyenletbe az x €s y helyett 2-t és 6-t he-
lyettesitlink be, igaz egyenldséget kapunk: 2 - 6 = 12. Azt mondjuk,
hogy az x = 2 és y = 6 értékpar kielégiti az egyenletet vagy az adott
egyenlet megoldasa.

Meghatarozas. A valtozok azon értékparjat, amelyek az
egyenletet igaz egyenloséggé alakitjak, a kétvaltozos egyenlet
megoldasanak nevezziik.
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A kovetkez6 szamparok mindegyike megoldasa az x* + y* = 100
egyenletnek:

x=8,y=6;
x=-6,y=28;
x =10,y =0.

viszont az x = 5, y = 9 szdmpar nem megoldasa.

A meghatarozas hasonl6 az egyvaltozés egyenletek gyokeinek
a megfogalmazésara. Ennek kovetkeztében a szamparokat vagy kii-
16n a szamokat tévesen az egyenlet gyokének nevezik.

Az a tény, hogy az x = a és y = b szampar az egyenlet megol-
dasa, a kovetkezOképpen irhato fel: (a; b) az egyenlet megoldasa. A
zardjelbe az elsé helyre' az x, a masodikra az y értékét irjuk.

Felhasznalva a jelolést, felirhatjuk példaul, hogy az (5; 85),
(40; 50), (50; 40) szdmparok mindegyike megoldéasa az x + y = 90
egyenletnek.

A harom felirt szamparon kiviil az egyenletnek szdmtalan meg-
oldasa létezik. Ha az x + y = 90 egyenletbe behelyettesitjiikk az y
valtozod barmelyik értékét, akkor egyvaltozds linedris egyenletet
kapunk, melynek az x valtoz6é megfeleld értékei lesznek a gyokei.
Erthetd, hogy szamtalan szampar talalhat6, amelyek az x + y = 90
egyenlet megoldasaként szolgalhatnak.

A kétvaltozds egyenletnek nincs minden esetben végtelen sza-
mu megoldasa. Példaul az |x| + |y| = 0 egyenlet egy megoldassal
rendelkezik: (0; 0). Valoban, mivel és ezért x # 0 és y # 0 esetében
az egyenlet bal oldala csak pozitiv értékii lehet. Az x* + > = -2
egyenletnek példaul egyetlen megoldasa sincs.

Megjegyezziik, hogy az x* + * = -2 egyenleteket megoldottuk,
az x + y = 90 egyenletet viszont nem.

! Ha az egyenletben 1évé valtozok jelolése nem x és y, akkor a megoldasparok fel-
irasanal elére meg kell allapodni, melyik valtozo értékét irjuk az elsd, és melyiket
a masodik helyre. Altalaban az abécé sorrendet vessziik alapul.
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Meghatarozas. Megoldani a kétvaltozos egyenletet annyit
jelent, mint megtalalni az 6sszes megoldasat, vagy megmutatni,
hogy nincs megoldasa.

A kétvaltozos egyenletek tulajdonsagait konnyli megjegyez-
ni: hasonlok az egyvaltozds egyenletek esetében megfogalma-
zott tulajdonsagokhoz, amelyekkel a 6. osztalyban ismerkedte-
tek meg.

e Ha az egyenlet jobb és bal oldaldhoz hozzdadjuk (vagy mind-
két oldalabol kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor a kapott
egyenletnek is ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az ere-
deti egyenleté.

e Ha valamelyik 6sszeadanddt az egyenlet egyik oldalarol at-
vissziik ellenkez0 eldjellel a masik oldalra, az egyenlet meg-
oldésai nem valtoznak.

e Ha az egyenlet mindkét oldaldt megszorozzuk (elosztjuk)
ugyanazon nullatol eltéré szammal, az egyenlet megoldasai
nem valtoznak.

Megvizsgaljuk az x> + )? + 2 = 2x — 2y egyenletet. Az egyenle-
tek tulajdonsagainak felhasznalasaval atalakitjuk a kifejezést:
X*=2x+y*+2y+2=0.
Tovabb alakitjuk: x> —2x +1+)*>+2y+1=0;
x-1P+@+1)2=0.

Mivel (x — 1)> > 0 és (y + 1)> > 0, ezért a bal oldal abban az
esetben lesz 0, ha egyszerre teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek:
x—1=0¢s y+1=0. Innen kovetkezik, hogy az (1; —1) szampar
az egyenlet egyetlen megoldasa.

Egyes objektumok tanulméanyozésa sordn nemcsak a tulajdon-
sdgai leirdsara hagyatkozunk, hanem megprobaljuk vizudlisan is
elképzelni. Mivel a kétvaltozos egyenlet megoldasa egy szampar,
példaul (a; b), ezért kézenfekvd, hogy a koordindtasikon egy M(a;
b) ponttal abrazoljuk. Feltiintetve az egyenlet 6sszes megoldasat,
megkapjuk az egyenlet grafikonjat.
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Meghatarozas. A kétvaltozos egyenlet grafikonjanak azt
a mértani alakzatot nevezziik, amelyik a koordinatasik azon, és
csakis azon pontjaibdl all, melyek koordinatai (szamparok) az
egyenlet megoldasai.

Példaul az imént vizsgalt x> + y* + 2 = 2x — 2y egyenletnek egy
megoldasa 1étezik: (1; —1). Ezért a grafikonja egy M (1; —1) pont
(52. abra).

Az 53. dbran az y = 2x — 1 fiiggvény grafikonja lathat6. Mivel
a linearis fliggvényt megado képlet kétvaltozos egyenlet, ezért tigy
is mondhatjuk, hogy a 53. abran az y = 2x — 1 egyenlet grafikonja
lathato.

Y yr
e ]I_ x
o] |. x o/ 1 x
1V
/
52. abra 53. abra

Az egyenlet grafikonjat alkoto alakzat esetében igazak a kovet-
kezd két allitasok:
1) az egyenlet mindegyik megoldasa a grafikont alkoto pontok
koordinataja;
2) a grafikonhoz tartozo barmelyik pont koordinadtdja — az adott
egyenlet megoldasa.

Az egyenletek grafikonjai nagyon sokfélék. Tobbiikkel a ké-
sObbiekben fogtok megismerkedni az algebra tanulasa kozben. P¢l-
daul a 8. osztalyos algebrabol megtudhatjatok, hogy a pont elején
vizsgalt xy = 12 egyenlet grafikonja a 54. dbran lathato alakzat,
amelyet hiperbolanak neveznek. A 9. osztalyos mértanbol pedig azt
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tudhatjatok meg, hogy az x> + y* = 4 egyenlet grafikonja kérvonal
(55. abra).

Lty A N yA
/7 1N\
1 ™ { | \
0 b \ [0] 1/ x
= L[ V/
54. abra 55. abra

PELDA |6 Abréazoljatok az xy + 3y = 0 egyenlet grafikonjat!

Megoldds: Atalakitjuk az egyenletet: y (x + 3) = 0.

Innen az kovetkezik, hogy y = 0 vagy x + 3 = 0.

Tehat az egyenlet megoldasa az Osszes (x; 0) alaki szampar,
ahol x — tetsz6leges szam, valamint az 6sszes (—3; y) alaku szampar,
ahol y — tetszOleges szam.

Az 0sszes (x; 0) koordinataji pont,
ahol x — tetszéleges szam, az abszcissza-
tengelyt alkotja.

Az 6sszes (—3; y) koordinataju pont, 0 >
ahol y — tetszdleges szam, a (—3; 0) ponton
atmend az ordinatatengellyel parhuzamos
egyenes. 56. abra

Tehat az adott egyenlet grafikonja az
56. abran lathato két egyenes. €

Uy

‘?

1. Mit nevezilink a kétvaltozos egyenlet megoldasanak?

2. Mit jelent megoldani a kétvaltozds egyenletet?

3. Fogalmazzatok meg a kétvaltozés egyenletek tulajdonsagait!
4. Mit neveziink a kétvaltozds egyenlet grafikonjanak?
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I GYAKORLATOK

1016.° Az alabbiak kéziil melyik kétvaltozos egyenlet:

1) 2x+y=8; 6) 5m —3n = 6;
2)x+y+z=0; 7) a*> =3b = 8c;
3)a*—3b=28; 8) x* — 8y = 100;
4) a* — 3b = 8c; 9) x> — 8xy = 100;
Syxy+1=2;

1017.° Megoldasa-e a (—2; 3) szampéar az egyenleteknek:
)4x+3y=1;
2)x+5=y%
3)xy =067

1018.° A (0; 1); (5; —4); (0; 1,2); (—1; 1); (1; —1) szamparok koziil
melyek az egyenletek megoldasai:

1) x* +5y — 6 =0;

2)xy+x=0?
1019.° Hozzatartozik-e a 2x*> — y + 1 = 0 egyenlet grafikonjahoz a
kovetkezd pont:

1) A(=3; -17);

2) B(2;9);

3) C(=2;9);

4) D(-1; 4)?
1020.° Bizonyitsatok be, hogy a kdvetkezé pontok nem tartoznak
az xy — 12 = 0 egyenlet grafikonjahoz:

1) A(3; —4);

2) B(-2; 6);

3) C(7; 2).
1021.° Metszi-e a koordinatarendszer kezdépontjat a kovetkezd
egyenletek grafikonja:

1) 12x+17y=0;

2)x2—xy+2=0;

3)x* —4y =y)*+ 3x?
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1022.° Nevezzétek meg az egyenletek tetszéleges harom megolda-
sat:

1)x—y=10; 3) x* —4y =)+ 3x?

2) x=4y;
1023.° Nevezzétek meg az egyenletek tetszéleges harom megolda-
sat:

Dx+y=1; 2)S5x—y=2.
1024.° Az 4 (6; b) pont illeszkedik a 4x + 3y = 30 egyenlet grafi-
konjara. Hatarozzatok meg a b értékét?

1025. A B (a; —1) pont illeszkedik a 7x — 5y = 47 egyenlet grafi-
konjara. Hatarozzatok meg az a értékét!

1026." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a fliggvények grafikon-
jai és a koordinatatengelyek metszéspontjainak a koordinatait!

Dx+y=2; ) x*+)?=09;

)X +y=1; 4)|x|-y=5.
1027.° Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg a fiiggvények grafikon-
jai és a koordinatatengelyek metszéspontjainak a koordinatait!

1) 2x -3y =6; 2)x*+y=4 x|+|yl=T7.
1028.° Allitsatok fel olyan kétvaltozos egyenleteket, melyeknek
megoldasai lesznek a kdvetkezd szamparok:

DHx=1,y=2; 2)x=-3,y=5; 3)x=10,y=0.
1029.° Allitsatok fel olyan kétvaltozos egyenleteket, melyek grafi-
konjaira illeszkedik a kovetkezd pont:

1) 4(-2; 2); 2) B(4; -1); 3) C(0; 0).
1030.° Gondoljatok ki harom olyan egyenletet, melyek grafikonjai-
ra illeszkedik az M (6; —3) pont!

1031." Gondoljatok ki harom olyan egyenletet, melyek grafikonjai-
ra illeszkedik a K (0; 4) pont!

1032." Hozzatartoznak-e az x* — y = -2 egyenlet grafikonjahoz a
negativ ordinataju pontok?

1033." Hozzatartoznak-e az x + )> = —4 egyenlet grafikonjahoz a
pozitiv abszcisszaji pontok?
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1034.° Létezik-e megoldasa az egyenleteknek:

1) x* =% 6) x* +y*=-9;

2) y* =% Dlxl+ly[=1;
3)xy=0; 8) [x|+|y[=0;
4) x* +y* = 25; 9Nlx|+]|y|=-1?

5) x*+)?=-25;
Pozitiv valasz esetén mondjatok néhany megoldast.

1035.° Oldjatok meg az egyenletet:
1) x> +y*=0;
2) (x+2) (1 —-3)7=0;
) xt+yS=—4;
1036." Hany megoldasa van az egyenletnek:

x>+ (y—2)>=0; 5)xy =2;

2)(x+ 32+ (@y-1)Y=0; 6)|x+1|+]y|=0;
3) 9x? + 16y* = 0; 7) x* +y=-100;

4) (2 + )y = 0; 8) x +y =27

1037.° Allitsatok fel az x és y valtozok segitségével olyan egyenle-
tet:
1) melynek egy megoldasa van;
2) melynek nincs megoldésa;
3) melynek szdmtalan megoldéasa van;
4) amelynek barmely szampar a megoldasa!
1038.** Milyen alakzatok a kdvetkezd egyenletek grafikonjai:
D(x—1)72+@+5?2*=0; 3)4x+y =y +4x;
2) |x+9|+|y—8]=0; Hx-1DE+5=0?
1039.** Szerkesszétek meg az egyenlet grafikonjat:
D) (x+2y+)y*=0; 4 (x+DHy-1)=0;
2) x|+ (»—3)=0; 5)xy—2y=0.
3)xy=0;
1040.” Szerkesszétek meg az egyenlet grafikon;jat:
D) [x—4[+[y—4[=0;
2) (x-H(y-4)=0;
3)xy+x=0.
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1041.** Hatarozzatok meg az alabbi egyenletek megoldasanak 0sz-
szes természetes (x; y) szamparjat:

1) 2x+3y=15;

2) x+5y=16.

1042.* Hatarozzatok meg az |x| +|y| = 2 egyenlet megoldasanak
Osszes egész (x; y) szadmparjat!

1043.” Hatarozzatok meg az x* + )* = 5 egyenlet megoldasanak
0sszes egész (x; y) szamparjat!

1044.* Katinkanak a matematikai feladatgy{ijteményért 29 hrivnyat
kell fizetnie. Csak 2 és 5 hrivnyas bankjegyei vannak. Hanyféle-
képpen szamolhat el a konyvért visszajaro nélkiil?

1045.° A 7. osztalyos tanulok a matematikaversenyen algebra- és
mértanpéldakat oldottak meg. Minden helyesen megoldott algebra-
feladatért 2 pont, mig a mértanfeladatért 3 pont jart. A legmagasabb
elérhetd pontszam 24. Hany feladatot kaptak a versenyzok algebra-
bol és mértanbol, ha minden tantargybol legalabb egy feladat volt?
frjatok fel az osszes lehetséges megoldast!

1046.” Oldjatok meg az egyenleteket:
D x4y +4 =4y,
2) x>+ +2x — 6y +10 = 0;
N+ +x+y+0,5=0;
4) 9x* +y* + 2 = 6.

1047.” Oldjatok meg az egyenleteket:

1) x2 +10y + 30 =10x — )* — 20; y

2) 4x* +)* + 4x =2y - 3.
1048.” Az (x> + )2 + y) 2 = x? + )? egyenlet grafi- 0 x
konja ugynevezett kardioid (57. abra). Hatarozza-

tok meg a koordinatatengelyekkel valdé metszés-
pontjai koordinatait. 57.abra
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Y
X

1049.” Az 25 + f_6 =1 egyenlet grafikonja az 58.

abran lathato ellipszis. Hatarozzatok meg a koor- E 0 ;x
dinatatengelyekkel valdo metszéspontjai koordina-
tait!

58. abra

I ISMETLO GYAKORLATOK'

1050. A 150 ml 8%-os savelegyet tartalmazé iivegbe 90 ml vizet
ontottek. Mennyi lesz a kapott elegy savkoncentracioja?

1051. Hatarozd meg az egyenlet gyokét:

4x +1 2x -3
- =x —4;
5 3
3x =5 5x 2
R L)
4 3

1052. Egy személygépkocsi és egy teherautd egyszerre indult el 4
varosbol B véarosba. Az indulas utan 3,5 o6raval az aut6 megérkezett
B vérosba, a kamionnak még 77 km volt hatra. Hatdrozza meg a va-
rosok kozotti tavolsagot, ha a teherautd sebessége 1,4-szer kisebb,
mint az autd sebessége!

1053. Ki lehet e jelenteni, hogy barmilyen paros, természetes n es-
tében a (51 + 10)*> — (2n + 4)* 84-gyel oszthato?

1054. Adott, hogy az m, n és k valamilyen értékeinél a 3m*n 2-vel
egyenld, ¢és az n*k* egyenld 3-mal. Hatarozzatok meg ugyan ezek-
nél az m, n és k értékeknél a kovetkezo kifejezés értékét:

1) Bm?n*k*)?; 2) (2m?nk?)?* - (0,5n%k)%.

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1055. Hasonlitsatok 6ssze az (1 -2 -3 - ... - 999 - 1000)* és a
1000'° kifejezések értékeit!
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A kétvaltozos linearis egyenlet és grafikonja

Meghatarozas. Kétvaltozos linearis egyenletnek nevezziik az
ax + by = c alakban felirhat6 egyenletet, ahol x és y — valtozok,
a, b és c — tetszoleges szamok.

Az eldz6 pontban emlitett 3x + 2y = 450; x + y = 90 egyenletek
linearisak. A kovetkezd egyenletek szintén linearisok: x + y = 3; Ox
+5y=-1;-3x+0y=35; 0x + 0y =0; Ox + 0y = 2.

Tisztazzuk, milyen alakzat lesz a linearis egyenlet grafikonja.
Megvizsgalunk harom lehetdséget.

1. lehet6ség. Adott az ax + by = ¢ linearis egyenlet, melyben b

# 0. Az egyenletet a kdvetkezoképpen alakitjuk at:
by = —ax + c.
Mivel b # 0, a jobb és bal oldalt elosztjuk b-vel:
a

YUYy

:ka :p Tehat a

>0

a
Végezziik el a kovetkezd helyettesitést: —;
képletiink a kovetkezd alakban irhato fel:

by = —ax + c.

A kapott képlet linearis fiiggvényt ad meg, melynek a grafi-
konja nem fliggbleges egyenes. Tehat az ax + by = ¢, ahol b # 0
egyenlet grafikonja nem fliggéleges egyenes.

PELDA 1 azx—3y=-2 egyenlet grafikonjat!

Megoldas: Mar tudjuk, hogy az egyenlet grafikonja egyenes.
Ezért a grafikon megrajzolasahoz elég meghataroznunk két tetszo-
leges pont koordinatajat.

Ha x = 1, akkor y = 1; ha x = -2, akkor y = 0. A kapott M(1; 1)
€s N(-2; 0) pontokon keresztiil egyenest huzunk, és megkapjuk a
keresett grafikont (59. 4bra). <
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Yy Yy
" M _L~ "
/ -
~—T N (0| 1 X o] 1 |2 X
59. abra 60. abra

2. lehetoség. Adott az ax + by = ¢ linearis egyenlet, ahol a #
0, b = 0. Ebben az esetben ax + 0y = c. Az ilyen tipusu egyenletek
grafikonjat a 2. példaban vizsgaljuk meg.

PELDA 2 a3x+ 0y =6 egyenlet grafikonjat.

Megoldas: Nem okoz nehézséget megtaldlnunk az egyenlet
néhany megoldasat. Vegylik példaul a kovetkezd négy szdmpart:

1 ,
(2;-1); (2; 0); | 25 3 5 (2; —100). Erthetd, hogy barmely (2; £) ala-

kt szdmpar, ahol ¢ — tetszdleges szdm, megolddsa a 3x + Oy = 6
egyenletnek. Tehat a keresett grafikonhoz tartozik minden olyan
pont, melyek abszcisszdja 2, ordinatdja pedig tetszéleges szam.
Mindezek a pontok az abszcisszatengelyre merdleges és a (2; 0)
ponton atmend egyenesen fekszenek (60. dbra). Ekozben az egye-
nesen fekvd pontok barmelyikének a koordinataja — szdmpar —
megoldasa lesz az egyenletnek. Tehat a keresett grafikon az emlitett
fiiggoleges egyenes. 4

Hasonloképpen gondolkodva igazolhatjuk, hogy az ax + 0y = ¢
egyenlet grafikonja, ahol a # 0, szintén fiiggéleges egyenes.

Levonhatjuk a kovetkeztetést: mindkét esetben: 1) b # 05 2) b =
0 és a # 0 — az ax + + by = c egyenlet grafikonja egyenes.

Az ,adva az y = 2x egyenlet” kifejezés helyett az ,,adott az y =
2x egyenes” kifejezést hasznaljak.

3. lehetdség. Adott az ax + by = c linearis egyenlet, melyben a
= b = 0. Ekkor Ox + 0y = c.
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Ha ¢ # 0, akkor az egyenletnek nincs megoldésa, tehat nincse-
nek olyan pontok a koordinatasikon, amelyek az egyenlet grafikon-
jat alkotnék. Ha ¢ = 0, akkor:

Ox + 0y = 0.
Ebben az esetben barmely tetszOleges szampar az egyenlet
megoldésa lesz, és a grafikon a teljes koordinatasik.
A tablazatban 6sszefoglaljuk a tanultakat.

Egyenletek Az a, b és c értékei Grafikon
ax+by=c b #0, a és c tetszéleges | Nem merdleges egyenes
szam

ax+by=c b=0,a+0, c tetszbleges Merbleges egyenes
szam

ax+by=c a=b=c=0 A teljes koordinatasik

ax+by=c a=b=0,c#0 -

PELDA 3 kia 3x — 2y = 6 egyenletbdl az x véltozot az y altal,
¢s taldljatok két megoldasat.

Megoldads: Az adott egyenletbdl: 3x = 2y + 6;

2y +6 2
x==2 ;X =—y 2.
3 3

2
Az y valtozonak adott érték alapjan az X = gy +2 képlet segit-

ségével kiszamithatjuk az x értékét, amivel a 3x — 2y = 6 egyenlet-
nek szamtalan megoldasat kapjuk.

Példaul,
2
ha y = 6, akkor ¥ :§'6+2:6;

2 2
ha y = -2, akkor X :g' (=2)+2 :g-
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2
A (6;6) és a (g, —2j szamparok az adott egyenlet megolda-
sai. 4

PELDA |4 fel azt a kétvaltozos linearis egyenletet, melynek
grafikonja a koordinatarendszer kezdépontjan és az A(3; —12) pon-
ton atmend egyenes. Rajzoljatok meg a grafikonjat!

Megoldas: Mivel a keresett egyenlet grafikonja atmegy az
O (0; 0) és az 4 (3; —12) eltérd abszcisszaju pontokon, ezért nem
merdleges egyenes lesz. Akkor az egyenes

yA egyenlete y = kx + b alakban irhato fel, ahol £

\ ¢s b — tetszbleges szamok.
\[, Abbol, hogy a grafikon dtmegy az origon,

- | az kovetkezik, hogy b = 0.
0 \]L = Mivel éathalad az 4 (3; —12) ponton, ezért
\ —12 =k - 3, ahonnan k = —4. Tehat a keresett
egyenlet: y = —4x vagy 4x + y = 0. Az egyen-

let grafikonja az 61. dbran lathato.
61. abra Felelet:4x+y=0. 4

? 1. Milyen egyenletet neveziink kétvaltozos lineéris egyenletnek?

2. Milyen az ax + by = ¢ egyenlet grafikonja, ha b # 0 vagy amikor
b=0ésa=0?

3. Milyen az ax + by = c egyenlet grafikonja, haa=b=c=0?

4. Az a, b és c mely értékeinél nincs megoldasa az ax + by = c egyen-
letnek?

I GYAKORLATOK

1056.° Linearisak-e a kétvaltozds egyenletek:
1) 7x + 11y = 36:
2) x* + 4y = 6;
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3) 12x - 17y =0;
4) 3x+xy=10?
1057.° Linearisak-e a kétvaltozds egyenletek:
1
1) 8x _099)’ :ga
2)x—47*=5;
3) 6x+ 2xy=9;
4) 3x+4y=0?
1058.° Melyek a 3x — 7y = 14 egyenlet megoldasai a (7; 1), (0; =2),
(8;2), (-7; =5), (10; 3) szdmparok koziil?
1059.° Melyik egyenlet megoldasa a (3; —2) szampar:
1) 4x + 5y =2;
2)3x—-2y=5;
3) 0,2x— 0,5y =1,6?
1060.° Megoldasa e 2x — 9y = 13 egyenletnek a kdvetkezd szampar:
1) (2,5; 2);
2) (10,5; 2);

1
5 ——|:
3)( ; 3),
4) (=7, -3)?

1061.° Ismert, hogy a (-5; y) szampar megoldasa a 2x + 9y = 17
egyenletnek. Hatarozzatok meg az y értékét!

1062.° Ismert, hogy a (8; y) szampar megoldasa a 2x — 3y = 4
egyenletnek. Hatdrozzatok meg az y értékét!

2
1063.° Ismeretes, hogy az ():; g} szampar a ;x +6y =1 egyenlet
megoldasa. Hatarozzatok meg az x értékét!

1064.° Ismeretes, hogy az (x; 6) szdmpar a 8x — 3y = 22 egyenlet
megoldéasa. Hatdrozzatok meg az x értékét!

1065.° Melyik egyenlet grafikonjahoz tartozik az M(1; 4) pont:
1) 4y — 2x =—4; 2) 6x + 11y =507
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1066.° Atmegy-e a 3x + y = —1 egyenlet grafikonja a kovetkezd
pontok valamelyikén:

1) M(-3; 10); 2) N(4; —13); 3) K(0; —1)?
1067.° Fejezzétek ki az egyenletekbdl az x véltozot az y altal, és
hatarozzatok meg mindegyik egyenlet harom-harom megoldasat:

Dx+y=12; 3) x+ 6y =10; 5) —6x + 5y =18;

) x-Ty=15; 4) 2x + 8y = 16; 6)3x—Ty=1.
1068.° Fejezzétek ki az egyenletekbdl az y valtozot az x altal, és
hatarozzatok meg mindegyik egyenlet harom-harom megoldasat:

Ddx—y=17; 2) 2x+y=11; 3) 5x-3y=15.
1069.° Talaljatok meg az egyenletek hdrom-hdrom megoldésat:
1) x—y=10; 2)2y—5x=11.

1070.° Hatarozzatok meg az egyenletek harom tetszéleges megol-
dasat:

ox+y=7,; 2) 2x—-3y=-4.
1071.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
l)x_y=4, 3)x—5y=5, 5) 7x—3y=21,
2
2)4x+y=3; 4) 3x + 2y =6; 6)0,2x+§y=l.

1072.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
)x+y=-3; 2) 6x+y=0; 3) 2x-3y=09.

1073.° Milyen szampérok lesznek az egyenlet megoldasai:
1) Ox + 4y = 20; 2) 3x+0y=27?
1074.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
1) 4y =-38; 2) 1,2x =3,6.
1075.° Abrazoljatok az egyenlet grafikonjat:
1)-02x=1; 2) 0,5y =2.
1076.” Milyen pontban metszi a 7y — 3x = 21 egyenes:
1) az x tengelyt; 2) az y tengelyt?

1077.° Hatarozzatok meg a 0,3x + 0,2y = 6 egyenlet grafikonja €s a
koordinatatengelyek metszéspontjainak koordinatait.
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1078.° Allitsatok ossze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, mely-
nek a (-2; 1) szampar a megoldasa!
1079." Allitsatok Gssze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, mely-
nek a (3; 5) szampar a megoldasa!
1080.° Hatarozzatok meg a 7x + 8y = 30 egyenletnek olyan megol-
dasat, amely két azonos szambol all!
1081." Hatarozzatok meg a — 12x + 17y = —87 egyenletnek olyan
megoldasat, amely két ellentett szambol all!
1082.° Az a milyen értékénél lesz az (a; 2a) szampar megoldasa a
2x + 7y = 16 egyenletnek?
1083.° Az a milyen értékénél lesz a (—4; 2) szampar megoldasa az
egyenletnek:

1)3x+5y=a; 2) ax+ 5y =187
1084.° Az a milyen értékénél halad at a 11x — 13y = a + 4 egyenlet
grafikonja az origon?
1085." Az a milyen értékénél megy at az 4 (5; —3) ponton a fligg-
vény grafikonja:

1)4x -9y =a; 2) 6x —ay =157
1086.° Az a milyen értékénél megy 4t az ax + 4y = 0 egyenlet grafi-
konja a kovetkezé pontokon:

1) A(12; —4); 2) B(0; 2); 3) 0(0; 0)?
1087.° A b milyen értékénél megy at az 5x + by = 0 egyenlet grafi-
konja a kovetkez6 pontokon:

1) M(—4; -10); 2) N(0; 1); 3) K(=2; 0)?
1088.° Melyik egyenletnek lesz ugyanaz az egyenes a grafikonja,
mint a 2x — 5y = 3-nak:

1) 4x — 10y = 6; 4) 5y —2x =-3;
2)4x— 10y =3; 5)x-25y=15;
3) 2x — 5y =6; 6) -0,4x -y =0,6?

1089.° Allitsatok Gssze kétvaltozos egyenleteket a kovetkezd felté-
telek alapjan:
1) a téglalap hosszlisaga x m, szélessége — y m, keriilete — 18 m;
2) az autdbusz 4 orén at x km/h, 3 6ran at pedig y km/h sebes-
séggel haladt, mikézben 250 km-t tett meg;
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3) a filizet ara x hrn, a tol y hrn, 2 toll 18 hrivnyaval dragabb 5
flizetnél;

4) az x kg tomegli 6tvozet réztartalma 12 %, az y kg tomeglié
pedig 20%; miutan a két 6tvozetet Osszeolvasztottak, a ka-
pott 6tvozet 9 kg rezet tartalmazott;

5) az egyik ladaban x kg, a masikban pedig y kg cukorka volt;
miutan az egyik ladabol attettek a masikba 8 kg-ot, mindkét
laddban azonos mennyiségli cukorka lett!

1090.° Allitsatok ossze kétvaltozos egyenleteket a kovetkezd felté-
telek alapjan:

1) az egyenld szarti haromszdg oldala a cm, az alapja b cm,
keriilete 32 cm;

2) az egyik gépkocsi 6 0 alatt x km/6 sebességgel haladva 32
kmrel kisebb tavolsagot tett meg, mint a masik gépkocsi 7 6
alatt y km/6 sebességgel;

3) az egyik lizletben x q, mig a masikban y q alma volt; az
egyik lizletbol az alma 14 %-at adtak el egy nap alatt, a ma-
sikbol pedig a 18 %-at, ami 1,2 g-val kevesebb, mint az elsd
tizletbdl eladott mennyiség!

1091.° Bizonyitsatok be, hogy az 5y —x = 6 és 3x — 7y = 6 egyene-
sek az 4 (9; 3) pontban metszik egymast!

1092.° Bizonyitsatok be, hogy a 4x — 3y = 12 és 3x + 4y = —66
egyenesek a B (—6; —12) pontban metszik egymast!

1093.° Allitsatok ossze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, mely-
nek grafikonja 4tmegy az origdn és a kdvetkezé pontokon:

1) 4(2; 8);

2) B(-6; 15).

1094." Allitsatok 6ssze olyan kétvaltozos linearis egyenletet, mely-
nek grafikonja atmegy az origén és a C (8; —12) ponton!

1095.* Bizonyitsatok be, hogy nem létezik az a-nak olyan értéke,
melynél az ax — 3y = 12 egyenes athalad az origon!
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1096.° Az a és a b mely értékeiénél metszi a koordinatatengelyeket
az ax + by = 24 egyenes az A(—6; 0) és B(0; 12) pontokban?

1097.° Az 62. a, b, ¢, d ébran lathato egyenesek koziil melyik lesz
az x +y = 3 egyenlet grafikonja?

Y/ Y / \y Yy
S/x —/ 3 3\ x  \3

/0 x 0 3\ \o x
A7 <$

62. abra

[=]

1098." Az 60. a, b, c, d abran lathatd egyenesek koziil melyik lesz
az x — y = -5 egyenlet grafikonja?

Y ya y/ {
5/, N\ —/5 5\%

7T
A7 N

R
o
/)

a 0 8 2
63. abra

1099.° A 64. abran lathatd egyenesek ko- yh o] |
ziill melyik lesz a kovetkezd egyenletek
grafikonja: a

1) Ox +y=-3; 3)3x+ 0y =6; L

2) 2x—y=1; 4)x+2y=0? Sk >
1100.” Az a paraméter mely értékénél

. d

lesz a 2x — 3y = —6 és a 4x + y = a egyen- ‘

letli egyeneseknek a metszéspontja az

abszcisszatengelyen? 64. abra
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1101.”° A b paraméter mely értékénél lesz a 9x + 7y =35 és az x +
by = -20 egyenletii egyeneseknek a metszéspontja az ordinataten-
gelyen?
1102.”° A 13x + 17y = —40 egyenlet grafikonjanak van e legaldbb
egy olyan pontja, melynek mindkét koordinataja pozitiv szam lesz?
1103.* A 4x — 8y = 7 egyenlet grafikonjdnak van e legalabb egy
olyan pontja, melynek mindkét koordinatdja egész szam lesz?
1104.” Allitsatok fel olyan kétvéltozos linearis egyenletet, melynek
grafikonja athalad a kovetkez6 pontokon:

1) A(—4; 0) 1 B(0; 2);

2) C(0; -3) 1 D(5; 0).
1105." Allitsatok fel olyan kétvaltozos linearis egyenletet, melynek
grafikonja athalad az M(6; 0) és K(0; 6) pontokon.

1106." Allitsatok fel azokat az egyenleteket, amelyeknek grafikon-
jai az 65. abran lathatok!

yp Jo N ya Jm
] / A /
\ b
/ 1 1 J
T 1 I ! X
0 x of /1 q
/ /
. |2
o
/ /
65. abra 66. abra

1107.” Allitsatok fel azokat az egyenleteket, amelyeknek grafikon-
jai az 66. abran lathatok!

1108.* Hany olyan (x; y) prim szampér létezik, amelyek megolda-
sai az 5x — 6y = 3 egyenletnek?
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I ISMETLO GYAKORLATOK

= 1109. Peti bacsinak 2 vekni kenyeret, 800 g felvagottat és 0,5
kg sonkat kell vasarolnia. A tdblazat ezen termékek arait mutatja a
Péter bacsi hazdhoz legkdzelebb esé harom {izletben.

.. Ar, hr.
Uzlet
Kenyér (vekni) | Felvagott (1 kg) Sonka (1 kg)
fzletesen 26 280 400
Jo étvagyat! 24 270 360
Friss termékek 28 310 480

Az Izletesen iizletben Péter bacsinak kedvezménykartyaja van,
amely 5%-o0s kedvezményt biztosit minden termékre. A Friss ter-
meékek ilizletben ezen a napon 10 %-kedvezmény van minden fel-
vagottra és huskészitményre. Melyik iizletben lesz Peti bacsinak a
legjovedelmezObb a vasarlas?

1110. Két brigad 840 alkatrészt készitett, mikdzben az egyik
80 %-kal tobbet gyartott a masiknal. Hany alkatrészt készitett mind-
egyik brigad?

1111. Ismeretes, hogy 4 azonos markologép 12 6 alatt as ki egy
munkagddrot. Hany ora alatt as ki 3 godrot 6 ilyen markolo-
gép?

1112. Bizonyitsatok be, hogy a 2% + 4190 — 232 — 4% t5bbszordse a:

1) 15; 2) 240 szamnak!

1113. Oldjatok meg az egyenletet:
Dx—8’—-(x—4)(x+4)=0;
2)(4x —5)(dx+5)—(4x—1)>=9 — 2x.

1114. Bontsatok tényezokre:

1) 6x° — 8x* + 3xy — 4y; 3)

125x°  m‘n’
27 64
4) c? —2c — b*>—4b - 3.

b

2) x* — 6x%y + 9% —16;
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I KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

1115. A (3; 3), (-3; 3), (-3;-3) szamparok koziil
melyik megoldasa az x> + )2 =18 ésx + y =0 \ /
egyenletek mindegyikének?

[RiN

1116. A 67. abran az y = x? és x —y + 2 = 0 egyen- ol 1
letek grafikonjai lathatok. A grafikonok alapjan
hatarozzatok meg azokat a szamparokat, amelyek
mindkét egyenlet megoldasai!

67. abra

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1117. 100 kiilonbozo természetes szam dsszege 5051. Hatarozzatok
meg ezeket a szamokat!

—1

Hogyan épiilt a hid az algebra és a mértan kozott? Lé;

A koordinatak 6tlete mar nagyon rég megsziiletett. Az emberek
az Oskorban tanulméanyoztak a Foldet, megfigyelték a csillagokat és
a kapott adatok alapjan rajzokat és térképeket készitettek.

Az 1. e. 1I. szdzadban Hipparkhosz gorog csillagasz elsdként
hasznalta a koordinatakat helymegallapitashoz a Fold felszinén.

Nicole Oresme (ejtsd: Nikol Orem) (1323-1392) francia tudos
a XIV. szazadban alkalmazta eldszor a matematikdban Hipparkhosz
otletét: a sikot négyzetracsokra osztotta (hasonloan a négyzetacsos
fiizetlaphoz), majd a pontok helyzetét szélesség és hosszsag alap-
jén adta meg.

A koordinatakban rejlé nagy lehetdségeket viszont csak a XVII.
szdzadban fedezte fel Pierre Fermat (ejtsd: Pier Ferma) és René
Descartes (ejtsd: Roné Dékart) francia matematikusok. A tudésok
munkaikban bemutattdk, hogy a koordinata-rendszer segitségével
hogyan juthatunk el a pontoktol a szdmokig, a vonalaktol az egyen-
letekig, az algebratdl a mértanig.
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Pierre Fermat René Descartes
(1601-1665) (1596-1650)

Noha Fermat a tanulmanyat Descartesnél egy évvel korabban
publikalta, a matematikaban ma is hasznalt koordinata-rendszert
mégis Descartes-féle koordinata-rendszernek nevezik. Ez annak
koszonhetd, hogy Descartes az Ertekezés a modszerrdl cimii mun-
kajaban bemutatott egy 1j, kisebb valtoztatasokkal ma is hasznala-
tos betlis jelolési modszert. Ennek alapjan jeldljiik az ismeretlene-
ket a latin abécé utolso betiiivel: x, y, z, az egyiitthatokat pedig az
elsokkel: a, b, c, ... . A mar ismert x?, x°, )° stb. hatvanyjeloléseket
szintén Descartesnak kdszonhetjiik.

A matematika is a nok dolga i ﬁ

Miutan elolvastatok a matematikatorténeti torténeteket, kiilono-
sen a Hogyan épiilt a hid az algebra és a mértan kozott torténetet,
az a benyomasotok tdmadhat, hogy a matematika tisztan férfitigy.
Sajnos ez évszazadok 6ta igy van. A nék azonban — kiilondsen a 19.
szazad kozepétol — kiizdottek a természettudomanyok, kiilondsen a
matematika tanulmanyozasanak lehetdségéért. Es manapsag a ndi
matematikusok eldkeld helyet foglalnak el a vilag vezetd tuddsai
kozott. Koztikk sok honfitarsunk is van. Kiilonosen Nyina Virc-
henko ukran tudds nevét ismeri az egész viladg, akinek a nevével
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a 271. feladat megoldasa kozben talalkoz-
hattatok, és Marina Vjazovszka nevét, akit
Fields-éremmel, a matematika teriiletén a
legrangosabb Kkitiintetéssel tiintettek ki.

A lanyok matematika-tanulméanyozasa-
nak Osztonzését, képességeik bemutatasat,
olyan kedvezd kornyezet megteremtését,
ahol Onbizalmat nyerhetnek, és elismerhe-
tik matematikai tehetségiiket, tdmogatja a
lanyok kozotti eurdpai matematikai olim-

M. C. B’a3oBcbKa ) . .
(Hap. 1984) pia. (angolul: European Girls" Mathemati-

cal Olympiad, roviditve — EGMO) éven-

kénti matematikai verseny, melyen csak olyan lanyok vehetnek
részt, akik felsdoktatasban vesznek részt és a korhatar 20 év.

Kiilonb6z6 kontinensek képviseldi vesznek részt rajta. Minden

orszag csapata négy résztvevobol all, akik egyéni versenyben in-

dulnak.

Az olimpiat 2012-ben rendezték
meg elészor Cambridge varosaban
(Nagy-Britannia). Azéta jelentds nép-
szeriiségre tett szert. 2019-ben Uk-
rajnaban rendezték meg az olimpiéat:
aprilis 7. és 13. kozott 50 orszag 196
résztvevoje versenyzett Kijevben.

Ukrajna valogatottja a kezdetek-
tél részt vesz ezen az olimpidn is
jelentds sikereket ért el: 2014-ben, Em6nema EGMO
2015-ben, 2017-ben, 2019-ben ¢és
2023-ban csapatunk vezette a hivatalos (eurdpai) ranglistat. La-
nyaink 2012-2023 sordn 15 arany-, 22 eziist- és 8 bronzérmet
szereztek. Hisziink abban, hogy a jovOben ezen ¢s mas mate-
matikai versenyeken is mélton képviselik hazankat fiatal ukran
nok.
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Ukrajna valogatottja — az EGMO-2023 gyéztescsapata
(balrdl jobbra): Evgeniya Frankevics (Lviv), Polina Genik,
Irina Romanyuk (mindketté — Kijev), Marina Spektrova (Harkiv)

B Kétvaltozos egyenletrendszerek.
A kétvaltozos egyenletrendszerek
megoldasanak grafikus modszere

Konnyen belathato, hogy a (-2; 0) szampar megoldasa mind az
x* +3)? =4, mind pedig az y = x> — 4 egyenletnek. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy a (-2; 0) szampar az emlitett egyenletek kozos
megoldasa.

A 68. dbran a —6x + 5y = 9 és a 4x + 3y = 13 egyenletek
grafikonjai lathatok. Az M(1; 3) pontban metszik egymadst. A pont
mindkét grafikonhoz hozzatartozik. Tehat az (1; 3) szampar a két
egyenlet k6z0s megoldasa.
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Hogy meghatarozhassuk a 12 cm? teriiletii és 14 cm keriiletii
téglalap oldalait, meg kell taldlnunk az xy = 12 és 2x + 2y = 14
egyenletek k6zos megoldasait, ahol x cm €s y cm a téglalap szom-
szédos oldalainak hossza lesz.

Ahhoz, hogy megtaldljuk néhany egyenlet koz6s megoldasat,
meg kell oldani az egyenletrendszert. Az egyenletrendszert kapcsos
zardjel segitségével irjak fel.

\NEED4 xy =12,
A4 2x +2y =14
B / ;\ kifejezés példaul a 12 cm? teriileti
f 1 Xcé\ ¢s 14 cm keriiletti téglalap oldalainak a
v/ lof 1 23 x meghatarozasardl szolo feladat matema-
/ tikai modellje.
68. abra —6x +5y =9,
Ax +3y =13 egyenletrendszer

lesz a feladat matematikai modellje, amely a két egyenes kozos
pontjanak meghatarozasara szolgal (68. abra).

A rendszer mindkét egyenlete linearis. Ezért ezt a rendszert
ket egyenletbol allo kétvaltozos linearis egyenletrendszernek ne-
vezzik.

Meghatarozas. A kétvaltozos linearis egyenletrendszer meg-
oldasanak azt a szampart nevezziik, amely mindegyik egyenle-
tet igaz egyenléséggé alakitja.

A fentebb vizsgalt példaban tehat a (—2; 0) szdmpar a kovetkezo
egyenletrendszer megoldasa:

x4y =4,
y=x’—4.

Viszont ez egyaltalan nem jelenti azt, hogy a rendszert megol-
dottuk.
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Meghatarozas. Az egyenletrendszert megoldani annyit je-
lent, mint meghatarozni az 6sszes megoldasat, vagy bebizonyi-
tani, hogy nincs megoldasa.

A(-2; 0) szamparon kiviil az utols6 egyenletrendszernek tobb
megoldésa is létezik, példaul a (2; 0) szampar. Ezt az egyenlet-
rendszert, a téglalaprol szolo feladathoz hasonloan, a 9. osztalyban
tanuljatok majd megoldani.

Viszont az

x?+y? =—4,
y =x’—4

egyenletrendszert mar most megoldhatjuk. Nyilvanvalo, hogy az
elsd egyenletnek nincs megoldésa, tehat nem létezik kozds megol-
das sem. Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy az egyenlet-
rendszernek nincs megoldésa.

Hasonloképpen oldhatjuk meg a

—6x +5y =9,
4x +3y =13.

egyenletrendszert.

Az egyenletek grafikonjai az M(1; 3) pontban metszik egymast
(68. abra). A pont koordinatai mindkét egyenletnek megoldasa, tehat
megoldasa az egyenletrendszernek is. Mivel a grafikonoknak nincs
tobb kozos pontjuk, ezért az egyenletrendszernek sincs tobb megol-
dasa. Tehat az (1; 3) szampar az adott rendszer egyetlen megoldasa.

Az egyenletrendszerek megoldasanak fentebb leirt modszerét
grafikus modszernek nevezziik.

A modszer l1ényege a kdvetkezo:

e dbrazolni kézos koordindta-rendszerben az dsszes egyenlet

grafikonjat;

e meghatarozni a grafikonok dsszes metszéspontjanak koordi-

natajat;

* a kapott szamparok lesznek az egyenletrendszer megoldasai.
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Nem minden egyenletrendszert célszer(i grafikusan megoldani.

1 36
Példaul, ha az (E, —gj szampar valamilyen egyenletrend-

szer megoldasa, akkor érthetd, hogy ezt grafikusan nehéz megélla-
pitani. Ezért a grafikus modszert abban az esetben hasznaljak, ha a
megoldast elég hozzavetdlegesen meghatarozni. Hogy az (1; 3)

—6x +5y =9,
4x +3y =13,

tesitéssel leellendrizhetd.
A grafikus modszer hasznalata abban az esetben is célszerli, ha
meg kell tudni a megoldasok szamat.
Példaul a 69. abranaz y=f(x) ésy =g
y=f(x) (x) fliggvények grafikonjai lathatok. A
grafikonoknak harom ko6zds pontja van,
ami alapjan az allapithaté meg, hogy az

y=rx)
W y=g(x) { egyenletrendszernek harom
y=glx)

\/
0 megoldasa van.
69. abra Tisztazzuk, hany megoldasa lehet a két
egyenletbdl allo kétvaltozos linearis egyen-

szampar a { rendszer megoldasa, egyszerti behelyet-

UA

Ry

letrendszernek.
Ha a rendszer egyik egyenletének nincs megoldasa, akkor nyil-
vanvalo, hogy a rendszer sem rendelkezik megoldassal.

Ox +0y =7,
2x -3y =15

Megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az egyenletrendszer mind-
két egyenletének van megoldasa.

Példaul a { egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ha a rendszer egyik egyenletének a grafikonja egy sik, ak-
kor az egyenletrendszer szamtalan megoldassal rendelkezik.
Valoban, a siknak és a rajta fekvd egyenesnek szdmtalan k6zos
pontja van.
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o {Ox +0y =0, , ,
Példaul a rendszernek végtelen sok megoldasa
2x =3y =15
van.
Ha az egyenletrendszer grafikonjai egyenesek, akkor a megol-
dasok szama a két egyenes kolcsonds elhelyezkedésétdl fiigg:
1) ha az egyenesek metszik egymast, a rendszernek egy megol-
dasa van;
2) ha az egyenesek egybeesnek, a rendszer szamtalan megol-
dassal rendelkezik;
3) ha az egyenesek parhuzamosak, a rendszernek nincs megol-
dasa.
Fentebb mar megvizsgéltuk azt a példat, amikor a rendszernek
—6x +5y =9,
4x +3y =13.

A kovetkezd példak segitségével bemutatjuk a 2. és 3. esetet.

egy megoldasa van. Ez a { egyenletrendszer.

X
Zoy=1,
Tehat, ha az 2 g rendszerben az els6 egyenlet mindkét
x =2y =2
oldalat megszorozzuk 2-vel, attol az egyenlet ¢s igy a teljes rend-
szer megoldasa nem valtozik.
A kovetkezot kaptuk:
x =2y =2,
{x —2y =2.

Nyilvéanval6, hogy a rendszer megolddsa azonos a x — 2y =
2 egyenlet megoldasaval. Mivel az egyenletnek végtelen szamu
megoldéasa van, ezért a rendszerrdl is elmondhatjuk, hogy végtelen
szdmu megoldassal rendelkezik.
Megvizsgalunk egy olyan egyenletrendszert, amelynek nincs
megoldésa: 5
3 x+y=2,
2x +3y =T7.
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Valoban, az elsé egyenlet mindkét oldalat megszorozva 3-mal,
a kovetkezot kapjuk:

2x +3y =6,
2x +3y =7.

Erthetd, hogy nem talalunk olyan (x; y) szampart, amelyekkel a
2x + 3y kifejezés értéke 6 €és 7 is lehet egyszerre.

Végiil megjegyezziik, hogy a grafikus modszer alapjan allapit-
hato meg, hogy nem létezik olyan linearis egyenletrendszer, ame-
lyik pontosan két vagy harom, illetve pontosan 100 megoldassal
rendelkezik.

?

1. Milyen esetben mondjak, hogy meg kell oldani az egyenletrend-
szert?

2. Mit neveziink a kétvaltozds egyenletrendszer megoldasanak?

3. Mit jelent megoldani az egyenletrendszert?

4. Mi a lényege a kétvaltozds egyenletrendszer grafikus megoldasa-
nak?

5. Hany megoldasa lehet a két egyenletbdl all6 kétvaltozos egyenlet-
rendszernek?

6. Milyen a kétvaltozés egyenletrendszer két egyenletét abrazold
egyeneseknek a kodlcsonds helyzete, ha: 1) a rendszernek egyetlen
megolddsa van; 2) a rendszernek nincs megoldasa; 3) a rendszer vég-
telen szdmu megoldassal rendelkezik?

I GYAKORLATOK
1118.° A (-2; 1), (2; -1), (6; 4), (8; —4) szamparok koziil melyik
3x =8y =—14,
4x +y =287

megoldésa az egyenletrendszernek: {

1119.° Igaz e a kdvetkezd allitas:
1) a (0; 0) szampar nem lesz megoldasa a kovetkez6 egyenlet-

y—x =3,
rendszernek: 3x +2y=4:
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2) a (—1; 2) szampar megoldasa lesz a kovetkezd egyenletrend-
x+y=1,

szernek: {3}( F2y=—1;

3) a 2; —1) szampar megoldasa lesz a kovetkezd egyenletrend-
2y —x =—4,

szernek: ;
2x +3y =1;

4) a (9; —1) szampar nem lesz megoldasa a kdvetkezo egyenlet-
x+y =38,

rendszernek: {x y=l O;;

4x +5y =6,

Sy +4x =7 egyenletrendszernek?

5) nincs megoldasa a {

1120.° Melyik egyenletrendszernek lesz a megoldasa a (—5; 2)
szampar:

Tx +2y =31,
) 4x =5y =-30;

3y —2x =16,
) 6x +7y =—16;

x—2y=-9,
3)

10y —x =157

1121.° Hatarozzatok meg a 70. abran lathato egyenesek metszés-
pontjanak koordinatait. rjatok le a megfelelé egyenletrendszert,
majd behelyettesitve a metszéspont koordinatait, ellendrizzétek le
a megoldast!
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1122.° Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszer:

x—y =1, x +y=-5, 2x +y =8,
1) ) R ISR I PYY
x +2y =7, 4x —y =-5; 2x —y =0;

x+y =0, 2x +3y =6, Tx =3y =-26,
2
) 3x —y =4; 3x —y=9; y—2x =8.
1123.° Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszer:
x +2y =0, x =2y =1,
1) 3)
5x +y=-18; y—x =-2;
2x =5y =10, x +y=-3,
2) g 4) Y
4x —y =2; x—y=-1

1124.° Allitsatok fel két olyan linearis kétvaltozos egyenletbdl allo
rendszert, melynek megoldasa a kovetkezd szdmpar:
Hx=3,y=2; Dx=-4,y=1; 3)x=5,y=0.

1125." Allitsatok fel két olyan linedris kétvaltozos egyenletbdl 4llo
rendszert, melynek megoldasa a (2; —2) szampar!

1126.° A (6; 4) szampar az egyenletrendszer megolddsa:
ax +2y =26, S5x +by =6,
) 4x +by =14; ax +by =0.

Hatarozzatok meg az a és b értékét!
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1127.° Az a és b milyen értékeinél lesz a (—2; 3) szampar megolda-

ax —3y=-13,
sa az Tx +hy =17 egyenletrendszernek?

1128.° Van e megoldasa az egyenletrendszernek:

2x =Ty =6, 2x +y =2, x +2y =0,5,
) 8x —28y =24; 6x +3y =9; ) 2x +4y =27
1129.° Van e megoldasa az egyenletrendszernek:
x —y =4, x —1,5y =—4, 9x +9y =18,
D 3x =3y =6; 3y —2x =§; x+y=2?

1130.”" Az 2x — 3y = 6 egyenlethez valasszatok egy olyan egyenle-
tet, hogy a vele alkotott egyenletrendszernek:

1) egy megoldasa legyen,;

2) szamtalan megoldasa legyen,;

3) ne legyen megoldasa!

1131.” Az x — y = 2 egyenlethez valasszatok egy olyan egyenletet,
hogy a vele alkotott egyenletrendszernek:

1) egy megoldasa legyen;

2) szamtalan megoldasa legyen;

3) ne legyen megoldasa!

1132.** Az a mely értékeinél nincs megoldasa az egyenletrendszer-

. 8x +9y =7,
1% 8 +9y =a?

1133.** Az a mely értékeinél lesz szamtalan megoldasa az egyenlet-
rendszernek:

x +5y =4, 3x tay =12,
) 4x +20y =a; ) O9x =15y =367
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1134.”° Az a mely értékeinél:

Tx =12y =14,

) 7x —12y =a nem lesz az egyenletrendszernek megoldasa;
6x +tay =4,

) 3x 5y =2 lesz az egyenletrendszernek végtelen sok

megoldasa?
1135.” Keressetek az a ¢és b értékeinek olyan értékeket, melyeknél
x —2y =3,
az {ax t4y=b egyenletrendszernek:
1) szamtalan megoldasa legyen,;
2) egy megoldasa legyen;
3) ne legyen megoldésa!
1136.” Keressetek az m és n értékeinek olyan értékeket, melyeknél
{x +y =35,
az egyenletrendszernek:
3x —my =n
1) szamtalan megoldasa legyen;
2) egy megoldasa legyen;
3) ne legyen megoldésa!

1137.% Oldjatok meg grafikusan a kdvetkezd egyenletrendszert:

-y =0, +[x [=0,
1){|x| y 3){y | x |
x —y =—4; x+y=2;
~y =0, |y |=o0,
2){IXI y 4){)6 |y |
x +3y =4; 2x —y =3.

1138.” Oldjatok meg grafikusan a kovetkezé egyenletrendszert:

P—y? =0, —2x |=3, x*—=2xy+y’=4,
1){)6 y , |y —2x | y+y

x +2y =3; x =2y =0; |x +y |=2.
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I ISMETLO GYAKORLATOK

1139. Igaz -e a kovetkezo allitas:

1) tobb hatodikos tanulé van, mint hetedikes;

2) nyolcadikosbol tobb van, mint az 6todikes és hatodikos ta-
nulobol dsszesen;

3) nyolcadikosok kevesebben vannak, mint hetedikesekbdl;

4) hetedikesek a szakkor Osszes tanuldjanak tobb mint 25 %-a;

5) nyolcadikosok a szakkor 6sszes tanulojanak tobb mint
50 %-a;

6) Osszesen hatodikos és hetedikes tanulobol 15 szakkortag van;

7) hetedikesekbdl és nyolcadikosokbdl sszesen kevesebb mint
20 tanuld van?

B Otsdikes
B Hatodikos
O Hetedikes
B Nyolcadikos

71. abra

1140. Az 5,5 kg tomegtli réz-6lom 6tvozetben 20 %-kal tobb a réz,
mint az 6lom. Hatarozzatok meg a réz tomegét az Stvozetben!

1141. Kijevbdl a tdéle 200 km-re fekvé Lubenbe egy autdbusz indult
el. Elindulasa utan 32 perccel Lubenbdl egy gépkocsi indult el vele
szemben az autdbusz sebességénél 20 km/h-val nagyobb sebesség-
gel. Mennyi volt a busz sebessége, ha a gépkocsi induldsa utan 1,2
h mulva talalkoztak?

1142. Hatarozzatok meg azt a négy egymast kovetd természetes
szamot, melyek négyzeteik 0sszege 164!

1143. Bizonyitsatok be, hogy ha x + y = a — 1, akkor az ax + x +
ay+y+1=a’
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1144. Az a szam 5-tel vald osztdsakor a maradék 4, és a b szam
5-tel vald osztasanak maradéka 3. Bizonyitsatok be, hogy az a2
+b2 kifejezés az 5 tobbszorose lesz!

l KESZULUNK AZ UJ TEMA ELSAJATITASAHOZ

1145. Fejezzétek ki az egyenletbdl az y-t az x-en keresztiil és az
x-et az y-on keresztiil:
) x+y=10; Ny—x=-4; 5)5y—4x=0;
2)2x+y=1, 4)x-6y=1; 6) 4x +3y=—-12.

l GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1146. Egy otjegyl szam 2-es ¢és 3-as, a masik otjegyli szam pedig
3-as és 4-es szamjegyekbdl all. Allhat-e a két szam szorzata kizaro-
lag 2-es ¢és 4-es szamjegyekbdl?

Linearis egyenletrendszerek megoldasa
behelyettesito modszerrel
Ha a matematikusok 1 feladattal taldlkoznak, akkor igyekeznek
annak megoldasat a mar ismert feladatok megoldéaséra visszavezetni.
Megmutatjuk, hogyan lehet a kétvaltozos lineéaris egyenlet-
rendszer megoldéasat visszavezetni az egyvaltozos linedris egyenlet
megoldasara. Ez utobbi szdmotokra mar jol ismert.
Megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

2x —y =8,
3x +2y =5.

Az elso egyenletbdl kifejezziik az y valtozot az x-en keresztiil:
y=2x—38.
Behelyettesitjilk a masodik egyenletbe az y helyére a kapott
2x — 8 kifejezést:
{2x -y =8,

3x +2 (2x —8)=5.
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Ennek az egyenletrendszernek ugyanazok a megoldasai, mint
az eredeti rendszernek. Ezt a tényt indoklas nélkiil fogadjuk el. Bi-
zonyitasat a matematikai szakkoron elvégezhetitek.

Az utobbi rendszer masodik egyenlete mar egyvaltozds. Meg-
oldjuk azt:
Ix+22x—8)=15;

3x +4x— 16 =5;
Tx =21;
x=3.

Az x valtozd megkapott értékét behelyettesitjik az y = 2x — 8
kifejezésbe:
y=2-3-28;
y=-2.
A (3; —2) szampar a keresett megoldas.

Az egyenletrendszer megoldasanak imént leirt modszerét behe-
lyettesité modszernek nevezziik.

Tehat, hogy behelyettesito modszerrel oldhassuk meg a linedris
egyenletrendszert, a kovetkezo lépéseket kell megtenni:
1) az egyik egyenletbol kifejezziik az egyik valtozot a masikon
keresztiil,
2) a kifejezett valtozo helyett kapott kifejezést behelyettesitjiik a
masik egyenletbe;
3) megoldjuk a masodik lépésben kapott egyvaltozos egyenletet,
4) a valtozo megkapott értekét behelyettesitjiik az elso lépésben
kapott kifejezésbe;
5) kiszamitjuk a masik valtozo értéket,
6) felirjuk a feleletet.
A felsorolt 1épések sorat a két linearis egyenletet tartalmazo
kétvaltozds egyenletrendszer behelyettesité modszerrel valé meg-
oldasa algoritmusanak nevezziik.
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I GYAKORLATOK

1147.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:

y=3x —1, S5y —x =8,
5
) 2x +y =9; ) Sx —4y =23;
x =2y -8, 3x +4y =0,
2) Y 0) g
x —4y =4; 2x —5y =46;
x =6y, 15—x =2y,
3) 7)
x +5y =88; 4x =3y =27,
2x +y =10, S5x —y =6,2,
4
) 4x =Ty =2; ) 0,8x +3y =13.
1148.° Hatarozzatok meg az egyenletrendszer megoldasat:
4x +y =12, 6x —y =—1,
1) o 4) o
Tx +2y =20; 2x 3y =-11;
x —2y =5, x+y =7,
’) y 5) y
3x +8y =1; 9y —2x =-25;
4y —x =11, S5x =3y =0,
3) S5x 2y =17; ) 15x +2y =55.
1149.° Oldjatok meg az egyenletrendszert:
4x =3y =15, 4x +5y =1,
) 3x —4y =6; ) 8x —2y =38;
2x =3y =2, Sa—4b=3,
) S5x +2y =24; 2 2a—-3b=11;

Sy —6x =4, . 8m —2n =11,
3) Tx —4y =—1; ) Om +4n =8.
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1150." Oldjatok meg az egyenletrendszert:

Sx +2y =15, 8p—5¢g =—11,
{Sx +3y =20; {5p—4q =—6;
Tx +4y =35, 6u —5v=-38,
{3)6 +2y =3; K {2@1 +7v=22.

1151.” Hatarozzatok meg az egyenletrendszer megoldasat:

| 6—-5(x—y)=T7x +4y,
) 3(x +1)—(6x +8y)=69 +3y;

T Vo
2)12 3
S5x —y =34;
6y —5x =1,
3) x—1+3y—x :_42;
2 4 4
1,5x—3+7—3y _3,
K 253—2 28+1
’; L —x-0,5.

1152. Oldjatok meg az egyenletrendszert:
D 6x +3 =5x —4(5y +4),
32x —3y)—6x =8 —y;

x+3 _)izl
2)1 2 7 ’
6y —x =5;
x+y+x—y:4,
8 6
3) 3x +y 2x =5y _s
4 3
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I ISMETLO GYAKORLATOK

1153. A zseblampa miikddése kozben az akkumuldtor lemeriil,
¢és a lampa elektromos aramkorében csokken a fesziiltség. A 72.
abra az aramkor fesziiltségvaltozasanak grafikonjat mutatja a
zseblampa miikodése kozben. A grafikon segitségével hatarozza-
tok meg:

ql
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o 16
. 14 ——
b \
Eli2 — L
9
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= loJs
m 0la
v;0
0lA
U4
0n.1lo T
052 Hdac; Tox
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72. dbra

1) mekkora volt a fesziiltség az dramkorben: a) a zseblampa
bekapcsolasakor; b) 6 draval azutan, hogy a zseblampa miikodésbe
1épett;

2) hany oraval a zseblampa bekapcsolasa utan lett a fesziiltség
1 V volt;

3) hany ilizemora alatt csokkent a fesziiltség 1,6 V-rol 1,2 V-ra?

1154. Hatarozatok meg a kifejezés értékét:
2
1) m(m-3)(m+3)—(m—2)(m*+2m+4)ham =7

8 3
2) (6m—n) (6m+n)—(12m —5n) 3m +n) ha m =—;,n =

N

1155. Az iskoldban a tanuldk 50%-a jar sportszakkorre, koziilitk
6% énekel a korusban. Az iskola didkjainak hany szdzaléka jar
egyidejlileg a sportszakkore €s a korusba is?
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1156. (Bolgar folklorbol szarmazo feladat.) Harom férfi bement a
borbélyhoz. Az miutan megnyirta az elsét, azt mondta: ,,Nézd meg,
mennyi pénz van az asztalfiokban, tegyél oda ugyanannyit és ve-
gyél el 8 leva? visszajarot”. Ugyanezt mondta a borbély a masodik-
nak és a harmadiknak is. Miutdn mindharman elmentek, kideriilt,
hogy a fiokban nincs pénz. Mennyi pénz volt a fiokban azel6tt,
mieldtt az elsé férfi fizetett volna?

1157. A fiiggvény az y = 6 — kx képlettel van megadva. A k mely
értekénél fog az A(4; —2) pont illeszkedni az grafikonjahoz?

1158. Bizonyitsatok be, hogy a 2% —1 kifejezés értéke barmilyen n
természetes értékre oszthatd 5-tel!

1159. Hatarozzatok meg a 2376° + 1624° kifejezés értékének harom
utolso szamjegyét!

1160. Az a és b szamok 6-tal valdé maradékos osztasanal a maradék
megfelelden 2 és 3. Bizonyitsatok be, hogy az ab szorzat a 6 tobb-
szOrose lesz!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1161. Hatarozzatok meg az x és y 0sszes egész értékeit, melynél
teljesiil az x + y = xy!

Linearis egyenletrendszerek megoldasa
egyenlé egyutthatok modszerével

Megvizsgalunk még egy moddszert, amely lehetdséget ad a két
lineéris egyenletbdl allo kétvaltozos egyenletrendszer megoldasat
visszavezetni az egyvaltozos linedris egyenlet megoldasara.

Megoldjuk az egyenletrendszert:

2x =5y =7,
4x +5y =5.

2 Leva — bolgar pénz
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Mivel a rendszerben az y egyiitthatoi ellenkezo eldjelii szamok,
ezért ahhoz, hogy egyvaltozos egyenletet kapjunk, elegendd tagon-
ként 0sszeadni az egyenletek jobb €s bal oldalat.

A kovetkezot kapjuk:
2x =Sy +4x+S5y=T7+5;
6x = 12;
x=2.

Az x értékét a rendszer barmelyik egyenletébe behelyettesithet-
jik. Helyettesitjiik be az elsébe. Ekkor:
2x =Sy +4x+5y=T7+5;
6x = 12;
x=2.

Tehat az egyenletrendszer megoldasa a (2; —0,6) szampar.

A leirt megoldasi modot az egyenlé egyiitthatok modszerének
nevezzik.

Ez a modszer a kovetkezo kijelentésen alapszik: ha a rendszer
egyik egyenletét felcseréljiik az egyenletek jobb és bal oldalanak
osszeaddsa utan kapott egyenlettel, akkor az igy létrejott egyen-
letrendszernek ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az eredeti
rendszernek (bizonyitas nélkiil fogadjuk el).

2x =5y =17,

A megoldas soran a rendszert a
4x +5y =5,

2x =5y +4x +5y =7 +5, .

rendszerre cseréltiik.

2x =5y =T7.
Megoldunk még egy egyenletrendszert:

2x =3y =11,
6x +5y =19.
Ha tagonként 6sszeadjuk az egyenletek jobb és bal oldalat, ak-

kor 0jbol kétvaltozos egyenletet kapunk. A kapott rendszernél még
nem alkalmazhatjuk az egyenld egyiitthatok modszerét.
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Az els6 egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk — 3-mal. A k6-

) —6x +9y =-33, )
vetkezd rendszert kapjuk: melynek megoldasai
6x +5y =19,

azonosak az elsO rendszer megoldasaival.

Erre a rendszerre mar alkalmas az egyenld egyiitthatok mod-
szere:

—6x + 9y +6x+ 5y=-33+19;
14y = —14;
y=-1.

Az y értékét behelyettesitjiik az eredeti egyenletrendszer els6

egyenletébe:

2x—3 - (1) =11;
2x = §;
x=4.

A (4; —1) szampar lesz a keresett megoldas.
Megoldunk egy olyan egyenletrendszert, amelyben mindkét
egyenletet eld kell késziteni a mddszer alkalmazasara:

7x +8y =9,
{Sx +5y =7.

Hogy megszabaduljunk az y valtozotol, az elsé egyenlet mind-
két oldalat beszorozzuk 5-tel, a masodik egyenlet mindkét oldalat
pedig — 8-cal, majd dsszeadjuk az egyenleteket:

35x +40y =45,
{_24)6 —40y =-56;
35x + 40y — 24x — 40y = 45 — 56
llx=-11;
x=-1.
Behelyettesitve az x értékét az elsd egyenletbe:
—7+8y=09;
y=2.
Tehat a (—1; 2) szampar az adott egyenletrendszer megoldasa.
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Hogy az egyenlo egyiitthatok modszerével oldhassuk meg a
linearis egyenletrendszert, a kévetkezo lépéseket kell megten-
niink:

1) kivalasztva a megfelelo egyiitthatokat, atalakitjuk az egyik,
esetleg mindkét egyenletet ugy, hogy az azonos valtozok mel-
letti egyiitthatok ellenkezo eldjeliiek legyenek;

2) tagonkeént osszeadjuk az elso lépésben kapott egyenletek jobb
és bal oldalat;

3) megoldjuk a masodik lépésben kapott egyvaltozos egyenletet,

4) a harmadik lépésben kapott értéket behelyettesitjiik az erede-
ti rendszer valamelyik egyenletébe;

5) kiszamitjuk a masik valtozo értéket.

6) felirjuk a feleletet.

I GYAKORLATOK

1162.° irjatok fel azt az egyenletet, melyet az egyenletrendszer
egyenleteinek tagonkénti 6sszeadasaval kapunk:

2x —y =6, 5 4x =Ty =8,
3x +y =4, 6y —4x =1.

1163.° Milyen szammal kell megszorozni az egyenletrendszer elsd
egyenletének tagjait, hogy az y valtozo egyiitthatoi ellenkez6 ellen-
tétes eldjeltiek legyenek:

dx +y =7, 2x +4y =9,
) Sx =6y =30; ) 3x +20y =407
1164.° Milyen szammal kell megszorozni az egyenletrendszer elsd

egyenletének tagjait, hogy az x valtozé egyiitthatdi ellentétes eldje-
ltek legyenek:

| 3x +7y =21, 5 Tx +3y =8,
3x =9y =-2; 28x =5y =127
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1165.° Milyen szammal kell megszorozni az egyenletrendszer els6
egyenletének tagjait és milyen szammal a masodik egyenletet, hogy
az x valtozé egylitthatoi ellentétes eldjeliiek legyenek:

2x —6y =7, 5 Tx +6y =22,
) Sx +4y =3; ) 35x +9y =347

1166.° Oldjatok meg az egyenld egyiitthatok modszerével az

egyenletrendszert:

| x +y =6, 2x =9y =11,

) x —y =2§; ) 7x +9y =25;

3x +y =14, —6x +y =16,

Sx —y =10; 6x +4y =34.
1167.° Oldjatok meg az egyenld egyiitthatok modszerével az
egyenletrendszert:

| 4x —y =20, 5 9x +17y =52,
) 4x +y =12; ) 26x —17y =18.
1168.* Oldjatok meg az egyenld egylitthatok modszerével az egyen-
letrendszert:
&x +y =8, 3x+8y—13
12x +y =4; 2x =3y =17,
Tx =5y =29, 3x =4y =16,
) 7x +8y =—10; 5x+6y—14
x —3y =5, 2x +3y =6,
3) - 8) -

4x +9y =41; 3x +5y =3§;

10x +2y =12, Su—Tv =124,
4) 9)

—5x+4y=-6; Tu+6v=2;

3x =2y =1, 0,2x +1,5y =10,
5) 10)

12x +7y =-26; 0,4x —0,3y =0,2.
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1169.” Oldjatok meg az egyenl6 egyiitthatok modszerével az egyen-
letrendszert:

—5Sx +7y =2, S5x =2y =16,
){8x +7y =15; ){8)6 +3y =38;
Ox —6y =24, S5x =4y =10,
){9x +8y =10; %) {ZX -3y =-3;
S5x +y =7, 4a+6b=9,
3) {7x —4y =—1; ! {3a—5b=2;
6x —5y =23, Om —13n =22,
{2)( =7y =13; ){Zm +3n =—1.

1170." Szerkesztés nélkiil hatarozzatok meg az egyenesek
metszéspontjanak koordinatdit: 1) y =2 — 3x és 2x + 3y = 7;
2) S5x+6y=-2012x+9y=25.
1171.° Szerkesztés nélkiil hatdrozzatok meg az egyenesek metszés-
pontjanak koordinatait:
1)2x—-3y=8¢s 7x—5y=-5; 2)9x+y=3¢és 8x+3y=-10.
1172.° Az a és b mely értékeinél illeszkednek az A(1; 3) és B(2; —4)
pontok az ax + by = 8 egyenlet grafikonjara?
1173." Az m és n mely értékeinél illeszkednek a C(2; —1) és D(—6; 5)
pontok az mx — ny = 6 egyenlet grafikonjara?
1174.° rjatok le az y = kx + b egyenes egyenletét, melyre illeszked-
nek a kovetkez6 pontok
1) M(2; 1) 1 K(=3; 2); 2) P(—4;5)10(4;-3).
1175." Irjatok le az y = kx + b egyenes egyenletét, melyre illeszked-
nek a kovetkezd pontok:
1) A(3; 2) i B(-1; 4); 2) C(-2;-3)1D(1; 6).
1176.” Oldjatok meg az egyenletrendszert:
2(4x —-5)-3(B3+4y)=5,
{7 (6y—1)—(4+3x)=21y —86;
-2 2x +1)+2,5=3 (y +2)—8x,
{8 =5 (@4 -x)=6y —(5—x);
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1_)1:3) x+2_y_—3:L
3) 2 3 6 15

3x 5y 4 x+2,5_)i_£

4 6 9 6 3

1177.” Oldjatok meg az egyenletrendszert:
15x =3y n 3x +2y
N {O,2x -0,3 2y +1)=1,5, 4 6

2
3(x+1)+3y =2y —2; ) 3x+ty x—3y —6

3 2

1178.” Hatarozzatok meg az egyenletrendszer megoldasat:
b {(x 3 —4y =(x +2)(x +1)—6,
(x =4)(y +6)=(x +3)(y =7)+3;
(x —y)x+y)=x (x +10)=y (5 —y)+15,
2 {(x +1Y +(p —1) =(x +4)Y +(y +2) —18.

1179. Oldjatok meg az egyenletrendszert:

) {( x 1) =2x —y)2x +y)= (v +8)(r ~10),
4x (x =5)—(2x —3)(2x —9)=6y —104;
{(x 2)(x 2 +2x +4)—x (x —4)(x +4)=20-20y,

2) (3x —2)(4y +5)=2y (6x —1)—58.

1180.** Létezik-e megoldasa az egyenletrendszernek:

2x +y =5, 2x +3y =—1,
1) 3x —4y =24, 2) 3x +5y =1,
x =2y =09; 5x +9y =57
1181.” Oldjatok meg az egyenletrendszert:
6x +5y =10, x —2y =1,
1) 18x =5y =32, 2)12x +y =7,
3x +10y =—7; 4x +y =14.
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1182." frjatok le a 73. abran lathaté grafikonokhoz tartozé kétval-
tozds linearis egyenletrendszert
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1183." irjatok le a 74. dbran lathato grafikonokhoz tartozo kétval-
tozods linearis egyenletrendszert.
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1184.” A k egyiitthatd milyen értékénél halad at az y = kx + 2
egyenes a 3x + 5y = 5 és 7x — 4y = 43 egyenesek metszéspontjan?
1185.” Az a milyen értékénél van megoldéasa az egyenletrendszer-
8x =7y =21,
nek: 5x =3y =20,
ax +2y =247

1186.” Oldjatok meg az egyenletet:
) (x+y)P?+(x-372=0;
2) (x+2y-3)+x*—4dxy+4*=0;
3) [ x=3y—6|+(9x+6y—32)>=0;
4)x*+y*+10x— 12y + 61 = 0;
5) 25x* + 10y* —30xy + 8y + 16 = 0.

1187.” Oldjatok meg az egyenletet:

D=2+ -57=0;
2) (4x+2y—5) + | dx — 6y +7 | =0;
3) 50x? + 4y* — 28xy + 16x + 64 = 0.

1188.* Oldjatok meg az egyenletrendszert:

25
Z+2=1s,

D15
—+—=23;
Xy
5 n 10 _3,
2x -3 3x -2

2) y y
20 15 ~1
3x =2y 2x -3y .

1189.” Oldjatok meg az egyenletrendszert:

1 7
P 94 i ——
Xy x t4y X~y

2 2 3 2) 3 18

Xy x+4y Sx-—y
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I ISMETLO GYAKORLATOK

1190. Miutén a viz felforrt a vizforraloban, kikapcsoltak. A 75. dbra
a vizforraloban 1évé viz hdmérsékletének valtozasanak grafikonjat
mutatja. A grafikon segitségével hatdrozza meg:
1) milyen hémérseékleti volt a viz 10 perccel a vizforral6 kikap-
csolasa utan;
2) hany perccel a kikapcsolast kovetden lett a viz hdmérséklete

30°C;
3) hany perc alatt csokkent a viz hémérséklete 60 °C-rol
40°C-ra?
100
OQ) 80 \\
<
<] 0
> U
B
o]
& 40
=] ——
3
S 20
Hac, xB
0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60

75. 4bra

1191. Egy doboz édesség nagykereskedelmi ara 130 hrivnya. A bol-
ti kiskereskedelmi ar 30 %-kal magasabb, mint a nagykereskedelmi
ar. Legfeljebb hany ilyen dobozt lehet vasarolni a boltban 2500
hrivnyaért?
1192. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

D) (@+1P+(@a—1)(@+1)—a, haa=-2;

1

D@-D)(@+1)(@+1)-(@+1)2 haa =
1193. A matematikai olimpian 12 feladat megoldasara kérték a
résztvevoket. Minden helyesen megoldott feladatért 5 pontot, a

megoldatlan feladatért 3 pontot levontak. Hany feladatot oldott
meg helyesen a didk, aki végiil 36 pontot kapott?
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1194. (Német folklorbol szarmazo feladat.) Mennyi 1d6 alatt eszik
meg egyiitt az oroszlan, a farkas €s a kutya harom baranyt, ha az
oroszlan egyediil egy baranyt 1 ora alatt fogyaszt el, a farkas 3 ora
alatt, a kutya pedig 6 ora alatt?
1195. Bizonyitsatok be, hogy a két barmilyen 3-mal nem oszthatd
természetes szam négyzetének kiillonbsége 3 tobbszordse lesz!
1196. A gylimolcsdsben 90-nél tobb, de 100-nal kevesebb fa nd.
Az Osszes fa egyharmada almafa, negyede pedig szilva. Hany fa nd
ebben a kertben?
1197. Melyik kifejezés vesz fel csak negativ értékeket, az x barmi-
lyen értékénél:

1) —x*—4x+6; 2) —x2 + 16x — 64; 3) —x*+8x—18?

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1198. A 101 x 101 méretii tablazat cellaiba ugy irtak a szamokat, hogy
az egy oszlopban 1év6 szdmok szorzata negativ. Lehetséges-e, hogy 51,
azoknak a soroknak a szdma, amelyekben a szamok szorzata pozitiv?

»1: Bl Feladatok megoldasa linearis
egyenletrendszerek segitségével

Megvizsgalunk néhany olyan feladatot, amelyekben a két
egyenletbdl allo kétvaltozds linearis egyenletrendszert hasznalnak
fel valos probléméak matematikai modelljeként.

PELDA 1 Egy ruha és négy szoknya megvarrasahoz 9 m, mig
harom ugyanilyen ruha ¢€s nyolc ugyanilyen szoknya megvarrasa-
hoz 21 m anyagot hasznaltak el. Hany méter anyagra van sziikség
kiilon-kiilon egy ruha és egy szoknya megvarrdsahoz?
Megoldas. Tételezzik fel, hogy egy ruhdahoz x m anyagra

van sziikség, egy szoknydhoz pedig y m-re. Akkor egy ruhara és 4
szoknyara (x + 4y) m anyag sziikséges, ami a feltétel szerint 9 m.
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Tehat x + 4y = 9. 3 ruhahoz ¢és 8 szoknyahoz (3x + 8y) m vagy
21 m anyagra van sziikség. Tehat 3x + 8y = 21.

Felallitjuk az egyenletrendszert:

x+4y =9,
3x +8y=21.

Miutan megoldottuk, a kovetkezd eredményt kapjuk: x = 3, y
= 1,5. Ez azt jelenti, hogy egy ruha megvarrasdhoz 3 m, mig egy
szoknya megvarrasahoz 1,5 m anyagra van sziikség.

Felelet: 3m,1,5M. 4

PELDA 2 A véarosbol a tdle 264 km-re 1év6é B varosba egy mo-
torkerékparos indult el. 2 h mulva a B varosbdl szembe vele egy
kerékparos indult el, aki 1 h-val az elinduldsa utan taldlkozott a
motorkerékparossal. Hatdrozzatok meg mindkettdjiik sebességét,
ha a motorkerékparos 2 h alatt 40 km-rel tobbet tesz meg, mint a
kerékparos 5 h alatt!

Megoldas: Legyen a motoros sebessége x km/h, a kerékparo-
s¢ pedig y km/h. A talalkozasig a motoros 3 h-t volt titon és 3x km-t
tett meg, a kerékpéaros pedig 1 h-t és y km-t. Osszesen 264 km-t
tettek meg. Akkor 3x + y = 264.

A kerékparos 5 h alatt 5y km-t tesz meg, a motoros pedig 2 h
alatt 2x km-t, ami 40 km-rel t6bb, mint 5y km. Ezek alapjan 2x — 5y
= 40.

A kovetkezd egyenletrendszert kaptuk:

3x +y =264,
2x =5y =40,

melynek a megoldasa az x = 80, y = 24 szampar.

Tehat a motorkerékparos sebessége 80 km/h, a kerékparosé
pedig 24 km/h.

Felelet: 80 km/h, 24 km/h. €
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PELDA: 3 A szék és az asztal egyiitt 1360 hrivnyaba keriilt.
Miutén az asztal 20 %-kal olcsobb, a szék pedig 10% dragabb lett,
egyiitt 1160 hrivnyéaba keriiltek. Hatarozzatok meg az asztal és a
sz€k eredeti arat!

Megoldas: Legyen az asztal eredeti ara x hrn, a széké pedig y
hrn. A feladat feltétele szerint x + y = 1360.

Az asztal 01 ara a régi ar 80 %-a, ami 0,8x hrn. A szék 0j 4ra a
régi ar 110%-a, ami 1,1y hrn. Akkor 0,8x + 1,1y = 1160.

A kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
x +y =1360,
{O,Sx +1,1y =1160.
A megoldés az x = 1120, y = 240 szdmpar.
Tehat az asztal eredeti ara 1120 hrn, a széké pedig 240 hrn.
Felelet: 1120 hrn, 240 hrn. €

PELDA |4 Hany gramm 3 %-os és hany gramm 8 %-os séoldatra
van sziikség 500 g 4 %-os sooldat eléallitasahoz?

Megoldas: Legyen az els6 oldatbol sziikséges mennyiség x g,
a masodikbdl sziikséges mennyiség pedig y g. A feltétel szerint x +
y =500.
A 3%-o0s sooldat 0,03x g, a 8 %-os pedig 0,08y g sot tartalmaz.
Az 500 g 4%-os oldatban 500 - 0,04 = 20 (g) s6 van. Tehat 0,03x
+ 0,08y = 20.
Osszeallitjuk az egyenletrendszert:
x +y =500,
{0,0.?x +0,08y =20,

x =400,
3 =100.

Vagyis 400 g 3 %-os ¢s 100 g 8 %-o0s oldatra van sziikség.
Felelet: 400 g, 100 g. <

A rendszer megoldésa: {
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PELDA |5 Péternek 5 hrivnyas és 20 hrivnyas cimleti pénze
volt. Azt mondta, hogy 20 db bankjeggyel fizetve vasarolt 255
hrivnyéért egy futball-labdat. Laci viszont azt 4llitja, hogy ez lehe-
tetlen. Melyikiiknek van igaza?

Megoldas: Tételezziik fel, hogy volt x darab 5 hrivnyas és y
darab 20 hrivnyas bankjegye. Akkor:

x +y =20,
5x +20y =255.

2 1
A rendszer megoldasa (9 g; 105) a szampar. Ez nem felel

meg a feladat feltételének, mivel a bankjegyek szama csak termé-
szetes szam lehet.

Felelet: Lacinak van igaza. 4

I GYAKORLATOK

1199.° Talaljatok két olyan szamot, melyek sszege 63, kiilonbsége
pedig 19!

1200.° Egy 46 f6s turistacsoport 10 csénakkal indult vizi tarazni,
amelyek egy része négy, a tobbi hatiiléses volt. Hany hajo volt az
egyes tipusokbol?

1201.° Talaljatok két olyan szamot, melyek kiilénbsége 23, a na-
gyobbik szam kétszeresének és a masik szdmnak az Osszege pedig
22!

1202.° 4 16 és 12 tehén ellatdsahoz naponta 120 kg szénara van
sziikség, 3 10 és 20 tehén ellatasahoz pedig 167 kg-ra. Hatarozzatok
meg egy 16 és egy tehén napi szénaadagjat.

1203.° Az els6 napon 2 lanctalpas és egy kerekes traktor 22 ha-t
szantott fel, a masodik napon pedig 3 lanctalpas ¢s 8 kerekes trak-
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tor 72 ha-t. Hany hektar foldet tud felszantani naponta egy lanctal-
pas és mennyit egy kerekes traktor?

1204.° Két munkas 135 alkatrészt készitett. Az egyik munkas 7 na-
pot dolgozott, a masik pedig 12-t. Hany alkatrészt gyartott le egy-
egy munkds naponta, ha az elsé 3 nap alatt 3 alkatrésszel tobbet
készitett el, mint a masik 4 nap alatt?

1205.° A gyiimolcsosben két brigadd szedte az almat. Az egyik
brigad elsé nap 5 6-t dolgozott, a masik pedig 4-et. Osszesen 40 q
almat szedtek. Masnap azonos teljesitmény mellett az elsé brigad 3
0 alatt 2 g-val tobbet szedett, mint a masodik 2 ¢ alatt. Hiny mazsa
almat szedett mindegyik brigad egy ora alatt?

1206." 510 hrivnyat fizettek 6 egyforma ceruzakészletért és 5
egyforma korzoért. Mennyibe keriil egy ceruzakészlet és mennyi
egy korzd, ha 3 ceruzakészlet 150 hrivnyaval dragabb, mint 1
korzo?

1207.° 11 fiizetért és 8 tollért 245 hrivnyat fizettek. Mennyibe kertil
egy flizet és mennyibe egy toll, ha 5 flizet 35 hrivnyaval dragabb
4 tollnal?

1208.° Kijevbdl és a téle 256 km-re 1évé Vinnyicabol egyszerre in-
dult el egymassal szemben egy gépkocsi €s egy autdbusz, amelyek
2 h mulva talalkoztak. Hatarozzatok meg mindkét jarmii sebessé-
gét, ha ismeretes, hogy az autobusz 2 h alatt 46 km-rel tobbet tett
meg, mint a gépkocsi 1 h alatt!

1209." Két, egymastdl 300 km-re 1évd allomasrdl egyszerre indult
el egymassal szemben egy személy- és egy tehervonat, majd 3 h
mulva taldlkoztak. Ha a személyvonat 1 h-val hamarabb indult
volna el, mint a tehervonat, akkor a tehervonat indulasatol szami-
tott 2,4 h mulva taldlkoztak volna. Hatdrozzatok meg a vonatok
sebességeét!

1210.° A falubdl a gyalogos az allomés felé indult. 30 perc mulva
ugyanebbdl a falubol egy kerékparos is elindult, majd 10 perc mul-
va utolérte a gyalogost. Hatarozzatok meg a gyalogos és a kerék-
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paros sebességét, ha ismeretes, hogy a gyalogos 3 h alatt 4 km-rel
nagyobb utat tesz meg, mint a kerékparos fél 6ra alatt!

1211.° Zsitomirbol a téle 536 km-re 1évé Odesszaba egy gépkocsi
indult el. Az indulas utan 2,5 h-val vele szemben Odesszabdl is
elindult egy gépkocsi, majd 2 h mulva taldlkozott a masik gép-
kocsival. Hatdrozzatok meg a gépkocsik sebességét, ha az elsd 2
h alatt 69 km-rel kisebb tavolsagot tesz meg, mint a masodik 3 h
alatt!

1212.* Két kannaban tej volt. Ha az elsé kannabdl atontenek 10 1-t
a masodikba, akkor mindkét kannaban egyforma mennyiségl tej
lesz. Ha a masodikbol az els6 toltenek at 20 1-t, akkor az els6ben
2,5-szer tobb tej lesz, mint a masodikban. Mennyi tej volt eredeti-
leg e két kannaban?

1213." Amikor a vonat elsé vagonjaba 4-en szalltak fel, a ma-
sodik vagont pedig 4-en hagytdk el, akkor mindkét vagonban
egyenld szdmban iiltek. Ha az els6 vagonba 2-en, a masodikba
24-en szallndnak fel, akkor az elsé vagonban 2-szer kevesebben
iilnének, mint a masodikban. Hanyan tltek kezdetben mindkét
vagonban?

1214. Egy motorcsonak 98 km-t 3 ora alatt teszi meg a folyon
felfelé és 2,5 ora alatt a folyon lefelé. Hatarozza meg a csonak
sajat sebességét ¢s a vizfolyas sebességét, ha 36 km-rel tobbet
tesz meg 5 ora alatt a folyas irdnyaban, mint 4 6ra alatt a folyassal
szemben!

1215." Egy haj6é 70 km-rel tobbet tesz meg 5 6ra alatt folyon lefelé,
mint 3 ora alatt vizfolyassal szemben. Hatarozzatok meg a hajo se-
bességét allo vizben €s az vizfolyas sebességét, ha 9 ora alatt annyi
kilométert tesz meg a tavon, mint 10 ora alatt a folyd dramlédséaval
szemben.

1216.° Két miihelyben 75 6ltonyt kellett varrni. Amikor az elsé mii-
hely a megrendelés 60 %-at teljesitette, a masodik pedig 50 %-at,
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kideriilt, hogy az els6 mithely 12 6ltonnyel tobbet varrt, mint a ma-
sodik. Hany o6ltonyt kellett minden mithelynek elkésziteni?

1217.° Misinek és Annanak 300 hrivnydja volt 0sszesen. Amikor
1
Misi pénzének g-ét matematikai itmutatd vasarlasara, Anna pedig

1
g-ét ukran nyelvi konyv vasarlasara koltotte, kideriilt, hogy Misi 5

hrivnyéval kevesebbet koltott, mint Anna. Mennyi pénziik volt ere-
detileg mindegyikiiknek?

1218.° Ismeretes, hogy 4 kg uborka és 3 kg paradicsom 340 hriv-
nyaba keriil. Miutan az uborka 50 %-kal dragult és a paradicsom
20%-kal olcsébb lett, 2 kg uborka és 5 kg paradicsom 360 hriv-
nyaba keriilt. Hatarozzatok meg 1 kg uborka és 1 kg paradicsom
eredeti arat!

1219.° Ismeretes, hogy 2 egyforma doboz festék és 3 egyforma ol-
doszer 290 hrivnyaba keriil. Miutan a festék 10 %-kal olcsobb lett,
az oldoszer pedig 40 %-kal dragult, 728 hrivnyat fizettek 6 doboz
festékért és 5 doboz olddszerért. Hatarozzatok meg egy doboz fes-
ték és egy olddszer eredeti arat!

1220.° A befektetd 14 000 hrivnyat helyezett el két kiilonb6zo
szamlan. Az els6 évi 4 %-o0s, a masodik pedig évi 6 %-os kamatot
fizet a bank. Egy évvel késObb a befekteté 680 hrivnya kamatot
kapott. Hany hrivnyat helyezett el az egyes szamladkon?

1221.° A befekteté 12 000 hrivnyat helyezett el két kiilonbozo
szamlan. Az elsdnek kamatja évi 5%, a masodiknak pedig évi 7 %.
Egy évvel késobb a befektetd 240 hrivnyaval tobb kamatot kapott
az 5%-os betétért, mint a 7 %-¢ért. Hany hrivnyat helyezett el az
egyes szamlakon?

1222.° Két 6tvozetiink van: melyek rezet és cinket tartalmaznak. Az
elsé 6tvozet 9%, a masodik pedig 30% cinket tartalmaz. Hany ki-
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logrammot kell venni az egyes 6tvozetekbdl dsszeolvasztani, hogy
300 kg 23 % cinket tartalmaz6 6tvozetet kapjunk?

1223.° Két viz-s6 oldatunk van. Az els6 oldat 25 %, a masodik
pedig 40 % sot tartalmaz. Hany kilogrammot kell venni minde-
gyik oldatbol, hogy Osszedntve 50 kg 34 % sot tartalmazoé oldatot
kapjunk?

1224.° Egy kétjegyli sszam szamjegyeinek 0sszege 15. Ha a szam
szamjegyeit felcseréljiik, akkor az eredetinél 9-cel kisebb szamot
kapunk. Hatarozzatok meg az adott kétjegyli szamot!

1225.° A téglalap keriilete 28 cm. Ha a két szemkozti oldalat 6
cm-rel noveljiik, a masik két oldalat pedig 2 cm-rel csokkentjiik,
akkor a teriilete 24 cm?-rel novekszik. Hatarozzatok meg az eredeti
téglalap oldalait!

1226." Ha a téglalap minden oldalat 3 cm-rel noveljiik, akkor a
terlilete 45 cm?-rel novekedik. Ha két szemkdzti oldalat 4 cm-rel
noveljik, és a masik két oldalat pedig 5 cm-rel csokkentjiik, akkor
a teriilete 17 cm?-rel csokken. Hatarozzatok meg az az eredeti tég-
lalap oldalait!

1227.” (Gorog folklorbol szarmazo feladat.) Ballag egymas mel-
lett &ruval megpakolva a szamar és az §szvér. A szamdr panaszko-
dik a nehéz teherre, mire az 6szvér azt feleli: ,,Mit panaszkodsz?
Ha atveszem az egyik zsdkot a hatadrdl, akkor az én terhem két-
szer nehezebb lesz a tiédnél. Ha viszont te veszel el télem egy
zsékot, akkor mindketten ugyanannyit cipeliink majd.” Mondjatok
meg bolcs matematikusok, hany zsakot cipelt a szamar és hanyat
az Oszver?

1228." (Indiai folklorbol szarmazo feladat.) Az egyik azt mondja
a masiknak: ,,Adjal 100 rapiat és én kétszer gazdagabb leszek
nalad.” A masik erre ezt felelte: ,,Ha te adsz nekem 10 rapiat,
akkor én hatszor leszek gazdagabb nalad.” Mennyi pénze volt
mindegyiknek?
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1229.° A fit 6 évvel ezelott 4-szer volt fiatalabb az apjanal, 12 év
mulva pedig 2-szer lesz fiatalabb az apjanal. Hany éves az apa és
hany éves a fia?

1230.” A nagymama 6 évvel ezeldtt 9-szer volt idésebb unokaja-
nal, 4 éve pedig 7-szer. Hany éves a nagymama és hany éves az
unokéja?

1231.” Az egymastol 45 km-re 1évd falubdl egymassal szemben
egyszerre egy kerékparos és egy gyalogos indult el. 3 6 mulva
taldlkoztak. Ha a kerékparos a gyalogostol 1 6 15 perccel hama-
rabb indult volna el, akkor 2 6-val a gyalogos elinduldsa utan
talalkozhattak volna. Milyen sebességgel haladt a kerékparos és a
gyalogos?

1232."° Az egymastol 24 km-re 1év6 A és B taborbol egymassal
szemben egyszerre két turista indult el. Elinduldsuk utdn 2 h-val
még nem talalkoztak, ¢és a kozottik 1évo tdvolsag 6 km volt. Még
2 h elteltével egyikdjiiknek 4 km-rel kevesebbet kellett megtennie
a B taborig, mint a masiknak az A-ig. Hatdrozzatok meg a turistak
sebességét!

1233.” A kerékparos meghatarozott sebességgel az eldre eltervezett
1d6 alatt ért az 4 pontbol a B pontba. Ha 3 km/h-val ndveli a sebes-
ségét, akkor 1 h-val hamarabb ér a B pontba, ha viszont 6éranként
2 km-rel kevesebbet tett volna meg, akkor 1 h-val késobb ér oda.
Hatéarozzatok meg a kerékparos sebességét!

1234.”" A rakoméanyt meghatarozott szamu, azonos teherbirasu gép-
kocsi szallitotta. Ha mindegyiken 1 tonnaval t6bb rakomany lenne,
akkor 3 kamionnal kevesebb, ha pedig 2 tonnaval tobb, akkor 5
kamionnal kevesebb gépkocsira lenne sziikség. Hatarozzatok meg
a szallitott rakomany tomegét!

1235.” Egy busz és egy iranytaxi minden nap menetrend szerint
reggel 8 orakor indulnak Meggyes és Almas varosabol, és 8:10-
kor taldlkoznak egymassal. A varosok kozotti tavolsag 18 km. Egy
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napon a busz menetrend szerint indult, a taxi pedig késett — 8 ora
9 perckor. Ezért aznap 8:15-kor taldlkoztak. Hatarozzatok meg a
busz ¢és az iranytaxi sebességét!

1236.” Két autobusz azonos sebességgel indult Napfényes varosa-
bol Vidam faluba 9 6ra 5 perckor és 9 ora 45 perckor. Egy kerék-
paros 9:30-kor indult el Vidam falubol Napfényes varosa felé, és
9:45-kor talalkozott az els6 busszal, a méasodikkal pedig 10:15-kor.
Hatarozza meg a buszok ¢és a kerékparos sebességét, ha Napfényes
¢s Vidam kozotti tavolsag 36 km!

1237.% A kétjegyli szam szamjegyeinek 6sszege 9, a 10-es helyi-
értekli szamjegye nagyobb, mint az egyesek helyiértéke. Ha el-
osztjuk ezt a szdmot a szamjegyeik kiilonbségével, akkor az osztas
eredménye 14 és a maradék pedig 2. Hatarozzatok meg az adott
szamot!

1238." A kétjegyli szam szamjegyeinek kiilonbsége 6, a 10-es
helyiértékli szamjegye kisebb, mint az egyesek helyiértéke. Ha
elosztjuk ezt a szdmot a szamjegyeik Osszegével, akkor az osztas
eredménye 3 és a maradék pedig szintén 3. Hatdrozzatok meg az
adott szamot!

1239.* Az egyik tartalyban 12 liter viz volt, a masikban 32 liter.
Ha az elso6 tartlyt tele toltik vizzel a masodik tartalybol, akkor a
masodik tartaly félig lesz. Ha a masodik tartalyt teletoltik vizzel az
elsobdl, akkor az elsd tartdly térfogatanak egy hatodaig lesz toltve.
Hatéarozza meg az egyes tartalyok térfogatat!

1240." Két 40 literes és 60 literes tartilyban volt némi viz. Ha a

nagyobb edénybdl vizet ontiink a kisebb edénybe, akkor az els6ben

1évo vizmennyiség ;-e maradt. Ha a nagyobb edényt teletdltiink
5

vizzel a kisebbdl, akkor a kisebben 1év6 vizmennyiség E-e maradt

benne. Hany liter viz volt eredetileg a két tartdlyban?
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1241.7 Létezik-e olyan kétjegyti szam, amely kielégiti a kovetkez6
feltételeket: a 10-es helyiértékli szdmjegye 2-vel nagyobb, mint
az egyeseké valamint az adott szam és a szamjegyei forditott sor-
rendjébe irt szam kiilonbsége: 1) 20; 2) 187 Ha létezik ilyen szam,
akkor hatarozzatok meg azt!

I ISMETLO GYAKORLATOK

1242. A 4(0,5x -3) = 3x + * egyenldségben a csillagot olyan kifeje-
zéssel helyettesitsétek, hogy egyenletet kapjunk, melynek:

1) ne legyenek gyokei;

2) szamtalan gyoke legyen;

3) egy gyoke legyen!

1243. A 76. 4bra a turista mozgésanak grafikonjat mutatja vasttal-
lomastdl a turistataborba. A grafikon segitségével hatarozza meg:
1) hany kilométer a tavolsadg az allomastol a tdborig, és hany
oOra alatt tette meg a turista ezt a tdvolsagot;
2) milyen tavolsagra volt az allomastdl a turista 4 6raval a moz-
gas megkezdése utan;
3) az allomas elhagyésa utan hany o6raval kezdte meg a turista
az elso pihendt, és mennyi ideig tartott;
4) milyen sebességgel haladt a turista az dllomastol az elsé
pihendig;
5) milyen sebességgel haladt a turista az els6 pihendtdl a ma-
sodikig?
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1244. Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:
Dy=2x—1) (4x*+2x+1)—8x%;
D)y=@x+1)(x+4)—(x+3)%

3) y=(0,5x + 2)* - (0,5x — 1) (0,5x + 1).

1245. Szerkesszétek meg a fliggvény grafikonjat:

2x +7, hax<-2,
y=1 —-1,5x, ha-2<x<2,

x—5, hax>2.

Felhasznalva a megszerkesztett grafikont hatarozzatok meg az
a milyen értéke mellett az y = a egyenesnek pontosan két kdzos
pontja legyen!
1246. Adjatok meg a 12ab kifejezést két polinom négyezetei kii-
lonbségeként! Hany megoldasa van ennek a feladatnak?

1247. Bizonyitsatok be, hogy az a barmilyen egész értéke mel-
lett az

(@a-3)(@-a+2)—a(a-2)y+2a
kifejezés oszthatd 3-mal!

1248. Bizonyitsatok be az azonossagot:
(a—bey —2 (B — a?) + (be + ay = 42,
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1249. Irjatok fel szorzat alakjaban:
1) 4kn + 6ak + 6an + 9a?;

2) b®—4b* + 12b* -9,

3) y(x* + 8x + 16) — a;

4) 9x* — 6x — 35.
1250. Adott, hogy x + y = a, xy = b, x> + * = ¢. Hatarozzatok meg
az a, b és c értékek kozotti osszefiiggést!

1251. Az A(2; 3) és B(5; a) pontok az y = kx egyenesen fekszenek.
Hatéarozzatok meg az a értékét!

1252. Hatarozzatok meg a x értékeit, melynél az
(a-1Y+4@-1)—x
kifejezést fel lehessen irni az 0sszeg négyzetének képletével!

1253. Azy=ax + 12 és azy = (3 — a) x + a fiiggvények grafikon-
jaik a 2 abszcisszaji pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg a
metszéspontjuk ordinatdjat!

I GYAKOROLJUK A NEM HAGYOMANYOS MODSZEREKET

1254. Bizonyitsatok be, hogy a természetes szam négyzete paratlan
szamu osztoval rendelkezik!
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7.SZAMU FELADATSOR. ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN

1. A kovetkezd szadmpdarok koziil melyik az 5x + 3y = 4 egyenlet
megoldasa?

A) (25 1); B) (1; 0); 0) (2;-2); D) (-1; 2).
2. Melyik szampar a 2x — 5y = 10 egyenlet grafikonja €s az absz-
cisszatengely metszOpontjanak koordinataja?

A) (0; -2); B) (=2; 0); C) (0; 5); D) (5: 0).
3. Po3B’soKiTh cUCTEMY PiBHSIHB
A) (35 D) B) (1; 3); O (1; 2); D) (2; 1).
y S5x -4y =11,
4. Oldjatok meg az { 2x 14y =10, egyenletrendszert!
A) (3;-19);  B)(1;-4); C) (=5; 41); D) (=1 11).
x+y=1,

5. Legyen az (a; b) szampar az { egyenletrendszer meg-

3x —y =7

oldasa. Hatarozzatok meg az a* — b* kifejezés értékét!

A) 5; B) -5; C) 3; D) -3.
) ) 3x +y =4,
6. Az a milyen értékénél nincs megoldasa a X —ay=—6 egyenlet-
—av =—
rendszernek?
1 1
A) 3; B) -3; C) 73 D) -
)3: )-3: )3 )73
7. A b mil kénél rendelkezik a | Y "1 caventetrend
. {rtékénd trend-
milyen értekénél rendelkezik a1, 3y =5 egyenletren
szer végtelen sok megoldassal?
A) —6; C) 3;
B) 6; D) nem Iétezik olyan érték.

8. A linedris fiiggvény grafikonja athalad az A(1; 4) és B(-2; 13)
pontokon. Adjatok meg a fiiggvény képletét!

A)y=3x+1; C)y=-3x+1;

B)y=-3x+7; D)y=3x+7.
9. Az anya és kislanya egylitt 104 derelyét készitett, mikozben a
kislany 2 6-t, az anyja 3 6-t dolgozott. 1 ¢ alatt az anya 8 derelyével
tobbet készit el, mint a lanya.
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Tételezziik fel, hogy a kislany 1 ¢ alatt x derelyét készit, az any-
ja pedig y-t. Az alabbi egyenletrendszerek koziil melyik a feladat
matematikai modellje?

2x +3y =104, o 2x +3y =104,

x—y =8§; y—x =8;

3x +2y =104, 3x +2y =104,
B 4 D 4

x—y =8; y—x =8.

10. Két, egymastdl 60 km-re 1év6 varosbdl elindult egy teherautd és
egy személygépkocsi. Ha egymadssal szemben haladnak, akkor 30
perc mulva taldlkoznak. Ha egy irdnyban haladnak, a személygép-
kocsi 3 6 mulva éri utol az teherautot.

Legyen x km/h a teheraut6 és y km/h a személygépkocsi sebes-
sége. Melyik egyenletrendszer felel meg a feladat feltételeinek?

0,5x +0,5y =60, 30x +30y =60,

3y —3x =60; ) 3x =3y =60;

30x +30y =60, 0,5x +0,5y =60,
) 3y—3x =60; ) 3x =3y =60.

11. A csillar és az asztali lampa 6sszesen 2000 hrivnyaba kertl.
Miutan a csillar 10 %-kal megdragult, az asztali lampat pedig
10 %-kal leértékelték, egyiitt 2020 hrivnyaba keriiltek. Legyen
a csillar eredeti ara x hrn, az asztali lampaé pedig y hrn. Az
alabbi egyenletrendszerek koziil melyik a feladat matematikai
modellje?

x+y =2000, x +y =2000,

{IIOx +90y =2020; © {O,Ix +0,1y =2020;

x +y =2000, x +y =2000,
){l,lx +0,9y =2020; ){O,9x +1,1y =2020.

12. Oldjatok meg az x* + y* + 12x — 2y + 37 = 0 egyenletet!
A) (6; 1); C) (-6; -1);
B) (-6; 1); D) nincs megoldasa.
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A 3. PARAGRAFUS OSSZEFOGLALASA

A kétvaltozos egyenlet megoldasa
Az egyenletet igaz egyenldséggé alakitd valtozok értékparjat, a
kétvaltozos egyenlet megoldasanak nevezziik.

Megoldani a kétvaltozos egyenletet
A kétvaltozos egyenletet megoldani annyit jelent, mint megta-

lalni a megoldésait, vagy bebizonyitani, hogy azok nem létez-
nek.

A kétvaltozos egyenletek tulajdonsagai

e Ha az egyenlet jobb és bal oldaldhoz hozzdadjuk (vagy mind-
két oldalabol kivonjuk) ugyanazt a szamot, akkor a kapott
egyenletnek 1s ugyanazok lesznek a megoldasai, mint az ere-
deti egyenleté.

e Ha valamelyik 0sszeadanddt az egyenlet egyik oldalarol at-
vissziik ellenkezd eldjellel a masik oldalra, az egyenlet meg-
oldéasai nem valtoznak.

e Ha az egyenlet mindkét oldaldt megszorozzuk (elosztjuk)
ugyanazon szadmmal, az egyenlet megoldasai nem valtoznak.

A kétvaltozos egyenlet grafikonja
A kétvaltozos egyenlet grafikonjanak azt a mértani alakzatot
nevezziik, amelyik a koordinatasik azon, és csakis azon pont-
jaibol all, melyek koordinatai (szamparok) az egyenlet megol-
dasai.

Kétvaltozos linearis egyenlet
Kétvaltozos linearis egyenletnek nevezziik az ax + by = ¢ alak-
ban felirhato egyenletet, ahol x és y valtozok, a, b és ¢ pedig
tetszOleges szamok.

A kétvaltozos linearis egyenlet grafikonja
Amennyiben: 1) b #0;2)b=0¢s a#0—azax + by = c egyen-
let grafikonja egyenes. A Ox + Oy = 0 egyenlet grafikonja a teljes
koordinatasik.
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A kétvaltozos egyenletrendszer megoldasa
A kétvaltozos egyenletrendszer megolddsanak azt a szampart
nevezziik, amelyik mindegyik egyenletet igaz egyenldséggé
alakitja.

Egyenletrendszerek megoldasa behelyettesito modszerrel
1) Az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik valtozot a mésikon
keresztiil;
2) a kifejezett valtozd helyett kapott kifejezést behelyettesitjiik
a masik egyenletbe;
3) megoldjuk a mésodik 1épésben kapott egyvaltozds egyenletet;
4) a valtozo megkapott értékét behelyettesitjiik az elsé 1épésben
kapott kifejezésbe;
5) kiszdmitjuk a mésik valtozé értékét;
6) Felirjuk a feleletet.
Egyenletrendszerek megoldasa egyenlé egyiitthatok modszeré-
vel
1) Kivalasztva a megfeleld egyiitthatokat, atalakitjuk az egyik,
esetleg mindkét egyenletet ugy, hogy az azonos valtozok
melletti egyiitthatok ellenkezd eldjeliiek legyenek;
2) tagonként dsszeadjuk az elsd 1épésben kapott egyenletek jobb
¢és bal oldalat;
3) megoldjuk a masodik 1épésben kapott egyvaltozos egyenletet;
4) a harmadik 1épésben kapott értéket behelyettesitjiik az eredeti
rendszer barmelyik egyenletébe;
5) kiszamitjuk a masik valtozo értékét.
6) Felirjuk a feleletet.
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A 7.0SZTALYOS ALGEBRA ISMETLO GYAKORLATAI

1255. Toltsétek ki a tablazatot:

a -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2

a’ - a?

at + a?

1256. Adjatok meg a kifejezést hatvany alakjaban:

) (@ 5) da'as 9) (a")'a;

2) abat, 6) (a*)’a*; 10) (a*) : a’;

3) a’a’; 7) a*a’a®; 1) (@®) : (a®)’;

4) (@) 8) (aba®)s; 12) (a*a’) : a™.
1257. Az x mely értékére lesz igaz az egyenldség:

1) 5. 56 = 5% 3) 2% - 2m= 26m:

2) (3my =3 4) (@) = 46

ahol m — természetes szam?

1258. Yu € TOTOXKHO PIBHUMHU BUPA3HU:

1) —a? és (—a)*; 4)9a - a* és (3a)* - a;

2) —a* és (-a)’; 5) (@) és (a*)%

3) (a)? és @ 6) (2a)’ - (0,5a)* és 2a*a?
1259. Adjatok meg hatvany alakjaban és szamitsatok ki az értékét:

1) 81-3% 2) 4% - 8 3) 100% - 1000%;

1260. Hasonlitsatok dssze a kifejezések értékeit:
1) 155 -2°¢s 2% - 15°
2)25'33'34és24'35'53;

1261. Hasonlitsatok dssze a kifejezések értékeit:
1) 10% és 101
2) 10" és 9990°.

1262. Egyszerusitsétek a kifejezéseket:

1) 4a - (—3ab);,

2) 2m? - 0,1m*n - (=5n%);
3) 0,3a*b* - 12a%b;

4) —6x%° - 1,5xy;
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2
5)—14b°c’d’ - 1;b6d3; 7) 3x5 - (—4x%)%;
6) ga“c- (-12a°c’)-1,8a"*p’; 8) (—xy)’ - (—2xHA)*

1263. Az A egytagu algebrai kifejezést adjatok meg B" alakban, ha
B — valamilyen egytagl algebrai kifejezés, ha:
1) A=a%b’ n=3; 3) A=8la*h*c®, n=2;
2)A=32a", n=>5; 4) A =-8a"b"®, n=3.
1264. Egyszerisitsétek a kifejezéseket:
1) 4a’ab — 6a°b*b* — 5ab - 3a + 7a°b - 0,2b%
2) 11m? - 2mn — 9mn - 6mn® + 10mnm,;

1 7
3) 8xx*x - (—ny)+18xy . gyxs;

4) Ox*xy* — 8xy»* + 12x% - 4y — 0,4x)° - 6%
1265. Hatarozzatok meg a polinomok 6sszegét és kiillonbségét:

1 4
1) 2,85 — 0,755 és sz —lgb;
2, 4 30, 1
N1T—x"+2—ypy gg2—x"—1—y.
)3 oY 14 6"

1266. Bizonyitsatok be, hogy a:

3x2 = 9x — (8 — 5x* — (9x — 8x?))
fliggetlen a valtozo értékétol!
1267. Milyen polinomot kell hozzaadni az a* — b* + a* — b* — 3ab
polinomhoz, hogy az 6sszegiik azonosan egyenld legyen az b* + ¢?
+ 2ab polinommal?
1268. Milyen polinomot kell kivonni a 3¢°> — 2¢* + 14¢® — 4¢* + ¢
polinombdl, hogy a kiilonbség azonosan egyenld legyen az 5¢* +
¢? — Tc polinommal?

1269. Milyen polinomot kell hozzaadni az m* — m*n + mn* — n*, po-
linomhoz, hogy az 6sszeg azonosan egyenld legyen az 5-tel?
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1270. Létezik-e olyan x és y értékek, melyeknél —4x* — 12xy + 7)?
i 6x° + 12xy — 5)° polinomok? Egyidejlileg negativ értékeket ve-
gyen fel.
1271. Hatarozzatok meg a kifejezések értékeit:

1) 2a 3a—5)—4a (4a—5), ha a=-0,2;

2) 7ab (2a —3b) + 2a (3ab + 10b*), haa=-3, b =5;

3)2a* 3a*+a—8)—6a® haa=-1.
1272. Oldjatok meg az egyenleteket:

3x—l_x_5—2x. 2x_2x+1_3x—9_
6 3 9 3 6 4 7
3x +1 5x 3-2x 9% -7 9x +13 3 -—x
2) = 5 5) - = 5
2 4 3 4 8 2
3x+5_1+x_2x+1. 66x+7_'_5x—8_3
) 8 2 3 7 ) 6 9 '

1273. Oldjatok meg az egyenleteket:

1)3x (4x—1)—6x (1,5 + 2x) =4.,8;

2) 0,2x (5x—8)+ 3,6 =x (x—0,7);

) xOx—-4)-3xBx—1)=8—-x;

4) 18x* — 6x (3x +2) =—12x.
1274. Bizonyitsatok be az azonossagot:

1) —0,2x* (2,5x — 4) (6 — x*) = 0,5x° — 0,8x° — 3x* + 4,8x%;

2) (a—2)(a*>+ 3a—18)=(a — 3) (a* + 4a — 12).
1275. Milyen szammal kell helyettesiteni az a-t, hogy az
(5x +a)(x —2)=5x" —7x —2a egyenldség azonossag legyen?
1276. Milyen szammal kell helyettesiteni a b-t, hogy az
(3x +b)(x +3)=3x"+5x +3b egyenlBség azonossag legyen?
1277. Bontsatok tényezdkre:

1) la6 —lazb;

4

2) SmPn*k* + 35m*nik?,

3) X2 —2x)°2° + 3x%°z;

4) a®b* — a"b*, ahol n — természetes szam!
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1278. A tényez6 kiemelése utan, szamitsatok ki a kifejezés értékét:
1) a>+4,72a — 32,8, ha a =5,28;
2) 12,3x— 12,3y +4,7, ha x = 8,14, y = 8,04.

1279. A tényez6 kiemelése alaklmazasaval, szamitsatok ki a kife-
jezés értékét:
1)2,49 - 1,35 —-1,35- 1,84 + 1,352;
2)0,252 - 1,6 + 0,25 - 1,62 — 0,25 - 1,6 - 0,85;
3)3,24 - 18,7 —3,24 - 16,4 + 2,3 - 6,76;
4)5,12-9,76 + 5,12 - 5,36 — 5,122.
1280. Bizonyitsatok be, hogy:
1) 25% - 125% a 40 tobbszorose;
2) 6°— 183 a 42 tobbszorose;
3) 17+ 17> - 17 a 61 tobbszorose;
4) 5 - 292 — 3 - 2% + 290 3 60 tobbszorose!

1281. Bizonyitsatok be, hogy:
1) abba oszthato 11-gyel;
2) aaa bbb oszthato 37-tel;
3) ababab oszthatd 7-tel;
4) abab — baba oszthatd 9-cel és 101-gyel!

1282. Az a mely értékeinél az (x + 2) (x+2) (x—4)— (x - 2)
(x + 4) = ax egyenletnek szamtalan sok gyoke lesz?

1283. Az a mely értékeinél az 3x — 1) Bx—1) (x+a) =(3x-2)
(x + 1) egyenletnek nem lesz gyoke?

1284. Bontsatok tényezdkre:

1) xm — xn + ym — yn; 5) 6ab* —3b* + 2a’b — ab;
2) 3a—3b + ac — bc; 6) 2¢* — 5¢°d —4c + 10d,
3)9a—ab -9 + b; 7) X*y* —x + x4 —y.

4) @’ +a’+2a*+ 2
1285. Szamitsatok ki a kifejezés értékeét:

1) 1,662 + 1,66 - 4,68 + 2,342;
2) 1,042 — 1,04 - 1,28 + 0,642.
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1286.% Az a, b, ¢ ¢és d mely értekeinél teljesiil a kovetkezd egyen-
10ség: ab - cd = ad - cb?

1287. Egyszerusitsétek a kifejezéseket:
1) 6x*+ (2y —3x) 2y + 3x);
2) (a+2)(@a-3)—(4—-a)(a+4),
3) 5—-2x)(5+2x)—(3—2x) (4—2x);
4) (2ab+ 1) (2ab—1) (16a*h* + 1) (4a*b* + 1).

1288. Szamitsatok ki a szorzat értékét, felhasznalva az (a — b) (a +
b) = a*> — b* képletet:

1) 19 - 21; 2) 98 - 102; 3)2%-3%; 4)7.9 - 8,1;
1289. Oldjatok meg az egyenleket:

1) 4x (7+9x)—(6x+5) (6x—5)=39;
2) x=8)(x+10)—(x+7)(x—7)=5x—-31.

1290. Bizonyitsatok be, hogy a:
(a+b-c)(a-b)+(b+c—a)(b—c)+(c+a-b)(c—a)
kifejezés azonosan egynld nullaval!

1291. Hatarozzatok meg a kifejezések értékét:

1) 432 —237% 2) 2567 — 2442, 3) 7,2* - 2,8%
1292. Szamjtsatok ki:
| 39 -33% ) 53°-1,7°
247 —12%’ 2,65 —0,85%
1293. Oldjatok meg az egyenleket:
1) 36x*— (3x—27)*=0; 2) (Ax =T —(2x+ 17)*=0.

1294. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n értékre a
kovetkezd kifejezés:

1) (4n + 19)> — (3n — 5)* oszthato 7-tel;

2) 2n + 5)*> — (2n — 3)? oszthatd 16-tal!

1295. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n szam esetére
az (n> —3n+ 1> —n*—8n* + 3n + 5 a 6 tobbszordse lesz!
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1296. Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n szam eseté-
re az 16n* — (4n*> —2n + 1) + 8n + 1 a 4 tobbszordse lesz!

1297. Az a mely értékeinél igaz, hogy az
(a—3) (a+5)x=a*-9 egyenletnek:

1) végtelen sok megoldéasa van;

2) nem lesz megoldésa;

3) egy gyoke van?
1298. Az 6sszeg négyzetének vagy a kiilonbség négyzetének képle-
te segitségével szamitsatok ki a kifejezés érteket:

1) 69% 2)91%  3)52%  4)97%  5)299% 6) 10,2%

1299. Az 3a>-2)’—(3a*> — 1) - (3a®>+ 1) + 12a* kifejezés értéke
mennyivel nagyobb, mint 2?

1300. Bizonyitsatok be, hogy nem létezik olyan n természetes
szam, melynél a (8n + 5) 2n + 1) — (4n + 1)* kifejezés értéke oszt-
hato legyen 5-tel!

1301. Létezik-e olyan n természetes szam, melynél a
(2n—3) 2n + 3) — (n + 3)* kifejezés értéke nem oszthatd 3-mal?

1302. Oldjatok meg az egyenleket:
D3x—-7P-2x+7)(x—2)=x+11) (x —4) + 101;
2) 2x(x +3)* = 3x(x — 1) (x + 8) =x*(—x — 9) + 21,
) yv2y =5 2y +5)—4y (y +6)*=13 — 48~

1303. Adjatok meg a kéttagu algebrai kifejezés négyzeteként:
@a+4y-2@+4)+1;
2) Bb+2)*+4 (3b+2)+4;
3) By + 8+ (4y + 6)* +4y;
4) (x =59+ (x+ 12 —x (x — 12y).

1304. Melyik egytagu algebrai kifejezést kell hozzaadni a 4a*> — 6ab

+ 9b* haromtagu algebrai kifejezéshez, hogy az 6sszeget fel lehes-

sen irni kéttagu algebrai kifejezés négyzeteként? Hatarozzatok meg

még harom ilyen egytagu kifejezést!

1305. Bizonyitsatok be, hogy az egyenletnek nem lesznek gyokei:
1) x*—8x+18=0; 2)x*+x+1=0.
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1306. Bontsatok tényezdkre:
I 5 6
1 —a —b ; 3 x21 24_m12n15;
)2 ) X7y

2) a*b’c® + 8, 4) a®h® + 1.
1307. A 27a* + 4 — (9a*> — 3a + 1) (3a + 1) kifejezés értéke mennyi-
vel lesz kisebb, mint a 10?

1308. Oldjatok meg az egyenleket:
1) (x—2) (x> + 2x + 4) = x> + 24x;
2) 3—2x) (9+6x+4x*) —2x(5—-2x) (5+2x)=17.

1309. A 37° + 233 kifejezés oszthato-e 60-nal?
1310. A 6543 — 554° kifejezés oszthatd-e 200-zal?

1311. Bontsatok tényezokre:
1) (a—b) (a+b)—c (c—2b);
2)(b—c)(b+c)—a (a+2c).

1312. A kovetkezd négy kifejezés koziil, csak harmat lehet ténye-
zOkre bontani. Hatarozzatok meg ezeket a kifejezéseket és bontsa-
tok ket tényezdkre:

1) 9mx — 6nx + 6my — 4ny; )P —4x+)y*+2y+5;

2) 36x* —24x + 4 — % 4)4a+3+a*+2b- b

1313. Adjatok meg négy kifejezés szorzataként:
1) @®—a*—16a+ 16;
2) a*b* —b* —a* + 1, ahol n — természetes szam!

1314. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
1) 1,872 = 1,132+ 6 - 1,13;
2) 1,628 — 1,2 - 1,628 - 1,228 — 1,2283
3)0,79°+3-0,79 - 0,21 + 0,21°.

1315. Bizonyitsatok be, hogy a 17" —3 - 72+ 3 - 7% + 17° kifejezés
oszthato: 1) 18-cal; 2) 36-tal!

1316. Bizonyitsatok be, hogy a természetes szdm kobe €s az eredeti
szam kiilonbsége oszthato 6-tal!
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1317. Bizonyitsatok be, hogy harom egymast kovetd természetes
szam szorzata és koziiliikk a kdzépso 0sszege egyenld lesz a kdzépso
szam kobével!

1318. Legyen x + y = a, xy = b. Bizonyitsatok be, hogy:

1) x*+)*=a*>-2b;

2) xX*+)=a>-3ab;

3) x*+y*=a*—4a*b + 2%
1319.* Bizonyitsatok be, hogy az n(n +1) (n + 2) (n + 3) + 1 kife-
jezés értéke barmilyen n természetes szam esetén, valamely termé-
szetes szam négyzete lesz!

1320.” Bizonyitsatok be, hogy az n(n +2) (n +4) (n + 6) + 16 kife-
jezés értéke barmilyen n természetes szam esetén, valamely termé-
szetes szam négyzete lesz!

1321.” Bizonyitsatok be, hogy az olyan természetes szdm négy-
zetének, amely nem tobbszordse a 3-nak, és az 1 kiilonbsége
tobbszorose lesz a 3-nak!

1322.” Bizonyitsatok be, barmilyen természetes n esetében, amely
nem tobbszordse az 5-nek, az n* — 1 oszthatd 5-tel!

1323." Ki lehet-e jelenteni, hogy az n® + 2n kifejezés értéke oszt-
hato 3-mal, az n barmilyen természetes értékére!

1324.* Bizonyitsatok be, hogy barmilyen természetes n esetében, a
n’ — n oszthato 42-vel!

x =2
1325. Adottak a kovetkezd fliggvények: és g(X ) =——. Hasonlit-
X

satok Ossze:
D) A2) ¢s g (1); 2) f(0) és g (2); 3) A1) és g (1).
1326. A fiiggvény a kovetkezo tablazattal van megadva:

x 5 3 1 -1 -3
y 3 1 -1 -3 -5

Adjatok meg a leirassal €s képlettel ezt a fliggvényt!
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1327. Az argumentum minden pozitiv értékére az f fiiggvény értéke
—1, minden negativ értékre pedig 1, és az f{0) = 0. Szerkesszétek
meg az f fliggvényt!
1328. Hatarozzatok meg az y = 6x — 5 fiiggvény olyan pontjainak
koordinatait, melyek:

1) abszcisszdja €s ordinatdja egyenld;

2) koordinatainak 6sszege 30!
1329. Az a mely értekénél az M(3; —2) pont illeszkedik a kovetkezd
fliggvény grafikonjahoz:

1
1) y=ax—-8; 2)y=§x—a?

1330. Linedris lesz-e a kovetkezd fliggvény:
Df@)=@-1)@x+1)—xx-23)
2)f(x)=Q2x =3¢ - (x+4) (x — 2);
3)f(x)=(x+3)—x(x+6)?
Igenld valasz esetén szerkesszétek meg a grafikonjat!
1331. Azy = (5§ —a)x + a és az y = ax + 2 fliggvények metszik
egymast a —3 abszcisszaju pontban. Hatarozzatok meg ennek a
pontnak az ordinatajat!
1332. Szerkesszétek meg az y = 2x + 3 fiiggvény grafikonjat! A
grafikon segitségével hatarozzatok meg az argumentum értékeit,
amelynél a fliggvény értéke:
1) 5-tel egyenld;
2) nagyobb, mint 5;
3) kisebb, mint 5;
4) nagyobb, mint —3, de kisebb, mint 7!
1333. Az y = 12x — 6 fiiggvény grafikus dbrazolasa nélkiil, hataroz-
zatok meg:
1) a grafikon és a koordinatatengelyek metszéspontjainak koor-
dinatait;
2) az adott fliggvény és az y = 6x + 24 fiiggvény grafikonjainak,
metszéspontjanak koordinatait!
1334. Szerkesszétek meg a kovetkezd fliggvény grafikonjat:
Dy=|x|-3; )y=|x-3|
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1335. Az a mely érétkénél az (a; —a) szampar lesz megoldésa az

egyenletnek:
1) 6x+ 5y =7,
2) 8x -2y =4;
3) x> -3y=0;
Hx+|y|=-2?

1336. Szerkesszétek meg az y + 1,5x = ¢ fliggvény grafikonjat, ha
az A(-2; 1) pont illeszkedik ra!

1337. Allitsatok 6ssze egy linedris kétvaltozés egyenletrendszert,
melynek megoldasa a kdvetkezd szdmpar: 1) (1; 1); 2) (-3; 5)!

1338. Oldjatok meg az egyenletrendszert:
3x +7y =1, 3Qa—1)+6 (7-b)=51,
6y —5x =16: )12 (a+6)-7 (1 +6b)=49;

3x =2y 4x +5 _
{3x -5y =19, 4 '

-5,

4
2x +3y =0; ) 6x—5y+2x +y

2 5

9.

1339.% Az a mely értékénél veszi fel az x + y kifejezés a legkisebb
értékét, ha:
{Zx +3y =2a°~12a +8,

3x =2y =3a* +8a+12?

1340." Az a mely értékénél veszi fel az x — y kifejezés a legkisebb
értékét, ha:

x =5y =a>+10a+1,

dx +y =4a’* —2a+4?

1341. A 7.-dik osztalyos tanulok kirdndulast szerveznek. Ha mind-
egyikiik 12 hr 50 kopijkat ad be a kirandulasra, akkor 100 hrivnya
fog hidnyozni, ha viszont mindenki 16 hrivnyat ad be, akkor 12
hrivnyaval tobb lesz. Hany tanul6 van ebben az osztalyban?
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1342. A 100 m hosszt korvonalon két targy mozog. Ha egyirany-
ban haladnak, akkor 20 mésodpercenként taldlkoznak. Amikor
ellentétes iranyba mozognak, 4 masodpercenként talalkoznak. Mi-
lyen sebességgel mozognak ezek a targyak?

1343. Osszeolvasztottak két 6tvozetet. Az egyik tomege 105 g, és
40% rezet tartalmazott. A masik 6tvozet tomege 75 g. Hatarozzatok
meg a réz szdzalékos aranyat a masodik 6tvozetben, ha az keletke-
zett 6tvozet 50 % rezet tartalmaz!

1344. Hany gramm 4 %-o0s és hany 10%-os so6oldatot kell venni,
hogy ezekbdl 180 g 6 %-os oldatot kapjunk?

1345. Az els6 kanndban 3 % zsirtartalmu tej volt, a masodikban
pedig 18 % zsirtartalmu tejszin. Hany liter tejet és hany liter tejszint
kell 6sszekeverni, hogy 10 liter 6 %-os zsirtartalmu tejet kapjunk?

1346. Az egyik tablarol hektaronként 40 mazsa, a masodikrol 35
mézsa arpat takaritottak be. Osszesen 2600 mazsat. A kovetkezd
évben az elsd mezod termése 10 %-kal, a masodiké 20%-kal nott.
Ennek koszonhetden a két tdblarol 400 mazsaval tobb arpat takari-
tottak be, mint az el6z0 évben. Hatarozzatok meg az egyes tablak
tertiletét!

1347. Az egyik tablarol hektaronként 45, a masodikrol 40 mazsa
buizat takaritottak be. Osszesen 1900 mazsat. A kdvetkezd évben az
aszaly miatt az elsé tabla termése 20 %-kal, a méasodiké 15%-kal
csokkent. Ennek koszonhetden a két tablardl 330 mazsaval keve-
sebb buzat takaritottak be, mint az el6z6 évben. Hatarozzatok meg
az egyes tablak tertiletét!

1348. A cukorkak felét 500 g-os tasakokba csomagoltdk, a masik
felét pedig ennél kisebb, 300 g-os tasakokba. Osszesen 32 tasakot
hasznaltak fel erre. Mekkora az 6sszes cukorka tomege?

1349. Egy kétjegyl szam szdmjegyeinek dsszege 11. Ha ehhez a
szamhoz hozzdadunk 63-at, akkor ugyanazokkal a szamjegyekkel
forditott sorrendben felirt szamot kapunk. Hatarozzatok meg az
adott szamot!
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1350. Valamelyik kétjegyli szam bal és jobb oldalara hozzairtak az
1 szamjegyet. Ennek eredményeként a megadott szdmnal 21-szer
nagyobb szdmot kaptunk. Hatarozzatok meg a megadott kétjegyti
szamot!

1351. Két szam Osszege 28, négyzeteinek kiillonbsége 112. Hataroz-
zatok meg ezeket a szdmokat!

1352. Fejtsétek meg a keresztrejtvényt!
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Ilo eopuzonmani: 5. ®yHKuisg psMa ... . 6. TpeTiii cTemiHb

gyucna. 9. Yci 3HaYeHHs, sSsIKX HaOyBae apryMeHT (YHKIIiI, yTBO-
PIOIOTH 00JIacTh ... . 14. [IpaBuito, 3a TOMIOMOTOO SIKOTO 32 KOKHUM
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3HAYEHHSM HE3aJIe’KHOT 3MIHHOI MOXKHA 3HAWTH €MHE 3HAUYCHHS
3ayexHoi 3MiHHOI. 15. PiBHICTB, paBuiibHA TIpU OyAb-sSKUX 3Ha-
yeHHsAX 3MiHHUX. 18. Bupas, skuii € cyMOI0 KUIBKOX OJTHOYJICHIB.
20. YucnoBuil MHOKHUK OJHOWJICHA, 3alIUCAHOTO B CTAHJAPTHOMY
Bursial. 21. dpaHiy3pkuii MaTeMaTHK, Ha YeCTh SIKOTO Ha3BaHO
CydacHy CHUCTeMY KoopauHaT. 23. PedeHHsl, K€ pO3KPHUBAE CYTHICTh
HOBOTO TepmiHa. 24. Myxammesn 10H Myca aib-... .

Ilo eepmuxani: 1. Po3B’s130k piBHsSHHsA. 2. He3zanexxHa 3MiHHA.
3. Po3kitaganHsg MHOro4djicHa Ha MHOXXHHMKH METOAOM ... . 4. Jlo-
OyTOK piBHMX MHOXHUKIB. 7. Jlpyruii cteninb uncina. 8. ['padik -
HiitHOi (ynkmii. 10. ['eomeTpruuna dirypa, sika CKIATaETHCS 3 yCiX
THUX 1 TUIBKM TUX TOYOK KOOPAMHATHOI IUIOLIMHU, a0CHHUCH SKHX
JIOPIBHIOIOTH 3HAYEHHSM apryMeHTy (YHKIIi, a OpJuHaTH — BiJ-
noBigHUM 3HauYeHHsAM ¢yHKIi. 11. OnHa 3 KOOpAWHAT TOYKU HA
wionuai. 12. Bick ... . 13. V Bupasi 7* gucino 7 — ... CTENEHs.
16. Bupas, skuii € 100yTKOM 4uncell, 3MIHHUX Ta IXHIX CTEICHIB.
17. TepMiH, SIKUM TIO3HAYaIOTh IPOILIEC, 110 JTO3BOJISE 32 CKIHUCH-
HY KUIBKICTh KPOKIB OTpUMAaTH PoO3B’s30K 3amadi. 19. Y Bupasi a”
3MiHHa 7 — ... cTeneHs. 22. [eomerpuuna ¢irypa, sika € rpadikom
piBustHHES X2 + (y — 1)> = 0.
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BARATKOZUNK A SZAMITOGEPPEL

Olyan informatikai elemeket tartalmazo feladatokat ajanlunk
a figyelmetekbe, amelyeket a témak elsajatitasa kdzben szamito-
géppel is meg tudtok oldani. Egyes feladatok a konyvben talél-
hat6 gyakorlatok folytatdsai (azokat a tankényvben «=» ikonnal
jeloltiik).

Az informatikadrakon megismerkedtetek a programozas alap-
jaival. A programozasban a f6 mozzanat — 6sszeallitani a felada-
tok megoldasanak algoritmusat, vagyis a miiveletek sorrendjét,
aminek a segitségével a bemend adatokbol kimend adatok lesz-
nek, vagyis megsziiletik a Megoldas. Tobb feladatot fogalmaz-
tunk meg az algoritmusok Osszeallitasara. Ezeket nem kotelezo
mindenkinek megoldani, elsdsorban azoknak szol, akik érdek-
l6dnek az informatika irant. Ha elsajatitottok egy programozasi
nyelvet, akkor nemcsak algoritmust tudtok majd Osszeallitani,
hanem a megoldas meghatarozasara szolgalé programot is meg
tudjatok irni. Ha érdeklédtok a programozas irant, igyekezzetek
megoldani a felkinalt feladatokat, noha vannak kozottik eléggé
nehezek is, amelyeket csillaggal jeloltiink. Ezeket elvégezhetitek
a szliniddben is.

1.p. Bevezetés az algebraba

Hogyan hasznaljak a valtozdkat a programozas soran? Miért le-
hetséges a valtozok hasznalataval nemcsak egyetlen feladat, hanem
hasonl6 feladatok teljes soranak a megoldasa?

Tudjatok meg, melyik programozasi nyelvet fogtok tanulni az
informatika orakon! Hogyan hasznaljak a valtozokat ezen a nyel-
ven? Hogyan készitsiink szamkifejezéseket?

Ha egy kifejezés valtozoval vald osztast tartalmaz, mindig van
jelentése? Hogyan kell ezt figyelembe venni a programok irasakor?
2.p. Egyvaltozoés linearis egyenlet

frjatok olyan algoritmust, amelyben az a és b értéke a beme-
neti adat, a kimeneti pedig az ax = b lineéris egyenlet megoldasa!
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Milyen lehetdségeket kell szem elott tartani, hogy az algoritmus
helyes valaszt eredményezzen tetszéleges a és b esetén?
3.p. Feladatok megoldasa egyenletek segitségével

Az itt szerepld feladatok némelyike hasonlo. Ez azt jelenti,
hogy a matematikai modelljiik azonos.

Keressetek ilyen feladatokat! Allitsatok fel a matematikai mo-
delljiiket, és irjatok le a megoldas algoritmusat! Milyen mennyisé-
gek lesznek a bemeneti és milyenek a kimeneti adatok?

4.p. Azonos kifejezések. Azonossag

Bebizonyithatd-e szamitdgéppel az azonossag, végig probalva a
valtozo Osszes lehetséges értékét, €s kiszamitva kiilon a bal €s jobb
oldali kifejezés értékét?

5.p. Természetes kitevéji hatvany

frjatok olyan algoritmust, melyben a bemeneti adat a hatvany a
alapja ¢€s n kitevdje, a kimeneti pedig az a alap n kitevdjii hatvanya!
A kitevd milyen értékére kell kiilonos figyelmet forditani?

6.p. A természetes Kitevojii hatvany tulajdonsagai

frjatok a természetes kitevSjii hatvany valamely tulajdonsagat
bemutatd programot.

7.p. Egytagu algebrai kifejezések

Az altalatok tanult programozasi nyelvben hogyan irjak
le az egytagu kifejezéseket? Szamokon ¢és valtozokon kiviil
mire van még sziikség? Mi az alapvetd kiilonbség az egytagl
algebrai kifejezések felirasdban a matematikaban és a progra-
mozasban?

Gondoljatok ki valamilyen egytagu kifejezést! Irjatok progra-
mot az értékének kiszamitasara! Melyek lesznek a bemeneti, €s
melyek a kimeneti adatok?

8.p. Polinomok

Az altalatok tanult programozasi nyelvben hogyan irjak fel a
polinomokat?

Gondoljatok ki valamilyen polinomot. frjatok programot az ér-
tékének kiszamitasara!



Baratkozunk a szamitégéppel 329

A polinom az egy kifejezés. A matematikaban milyen sorrend-
ben végezziik a miveleteket a polinom értékének meghatdrozasa-
kor? Es az altalatok kivélasztott programozasi nyelvben?

9.p. Polinomok osszeadasa és kivonasa

Az altalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan hasz-
naljak a zargjeleket? Hogyan hatnak az értékek meghatarozasanak
sorrendjére?

377. Ebben a feladatban a szamot abc alakban adtuk meg. Irja-
tok olyan programot, ahol a bemeneti adatok az a, b és ¢ valtozok
értékei lesznek, a kimenetiek pedig az abc értéke. Tudtok-e irni
olyan programot, amelyben az adott kifejezésben 1év6 szamjegyek
szama valtozo6?

10.p. Egytagu kifejezés szorzasa polinommal

Az altalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan torténik
az egytagu kifejezés polinommal valo szorzasa?
11.p. Polinomok szorzasa

Az éltalatok valasztott programozasi nyelvben hogyan torténik
a polinomok szorzasa?

468. Fogalmazzatok meg a feladatot altalanos alakban! Melyek
a bemeneti, és melyek a kimeneti adatok? Allitsatok fel a feladat
matematikai modelljét! Irjatok le a megoldés algoritmusat altalanos
alakban!
12.p.Polinomok tényezokre bontasa

Ko6z06s szorzotényezo kiemelése

508. Egyszertsitsétek le a feladatban 1évo kifejezést. Valasz-
szatok a valtozoknak értékeket! Zsebszamologéppel szamitsatok ki
a kezdeti, majd a leegyszertsitett kifejezés értékét is! Mennyiben
konnyitette meg a szamitast az egyszerusitett kifejezés hasznalata?

515. Készitsétek el a megoldas algoritmusat az 0sszes kétjegyl
szam leellendrzésével! Mennyi ideig tartott volna szamitogép vagy
szamologép nélkiil megoldani a feladatot?

520. Készitsétek el a megoldas algoritmusat az 6sszes kétjegyti
szam leellendrzésével!
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13.p. Polinomok tényezdokre bontasa. Csoportositasi modszer

546. Fogalmazzatok meg a feladatot altalanos alakban! Melyek
a bemeneti, és melyek a kimeneti adatok? Allitsatok fel a feladat
matematikai modelljét! frjatok le a megoldas algoritmusat az alta-
lanos alakra!

549. Az altalatok tanult programozasi nyelv segitségével irjatok
le a feladatban taldlhat6 kifejezéseket!

14.p. Két kifejezés kiillonbségének és osszegének szorzata

573. Irjatok programot a feladatban talalhaté kifejezés értéké-
nek a kiszamitasara! Bebizonyithatd-e a program segitségével a
feladat allitasa?

15.p. Két kifejezés négyzetének kiilonbsége

591. Meg tudjatok-e fogalmazni a feladat megoldasakor hasz-
nalt algoritmust?

602. Allitsatok fel algoritmust a feladat megoldaséara!

603. Allitsatok fel algoritmust a feladat megoldasara! Hogyan
adjatok meg a m szamot?

16.p. Két kifejezés osszegének és kiilonbségének négyzete

654., 655. Osszeallithato-e az 654. és 655. feladatok megolda-
sahoz kozos matematikai modell? rjatok le a feladatok megoldasa-
nak k6z06s algoritmusat!

A Pascal haromszoge cimii torténet

[rjatok programot a Pascal-haromszog létrehozasara a harom-
szdgben 1év6 sorok szamaval! Ugyeljetek arra, hogy az eredmé-
nyek elhelyezkedésére az egyenld szaru haromszog formdjaban
torténjen!

17.p. Polinom atalakitasa két kifejezés osszegének vagy kiilonb-
ségének négyzetévé

694.° Meg tudjatok-e fogalmazni a feladat megoldasakor hasz-
nalt algoritmust?

734. Keressetek informacidt az interneten arrol, hogy (4tlago-
san) hany kilogramm papirhulladék helyettesit egy fat a papirgyar-
tas soran. Valasszatok ki barmilyen fafajtat, és allapitsatok meg,
hogy egy ilyen fa évente mennyi oxigént termel. A 734-es feladat
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feltétele szerint hatdrozzatok meg, hogy ebbdl a fafajbol hany fat
mentettek meg ennek az iskolanak a tanuldi, és mennyi oxigént
termelnek ezek a fak egy év alatt!

742. Az altalatok tanult programozasi nyelv segitségével irjatok
le a feladatban 1¢évé kifejezéseket!

18.p. Két kifejezés kobének osszege és kiillonbsége

749.° irjatok le azt az algoritmust, amelynek segitségével az
Osszeg, illetve a kiilonbség kobe képletének a felhasznéalasaval
tényezokre bonthatd két egytag Osszege vagy kiilonbsége. Milyen
bemeneti adatokra van sziikség, hogy az algoritmus barmilyen egy-
tagu kifejezés esetén mitkodjon?

20.p. A mennyiségek kozotti osszefiiggések. Fiiggvények

[rjatok programot a 2. példa megoldasara! Milyen bemeneti
adatokra van sziikség ahhoz, hogy a programotok minél rugalma-
sabb legyen (tobb lehetséges valtozat megoldasara alkalmas)?

Ebben a pontban sokféle olyan feladat talalhatd, amelyek meny-
nyiségek kozotti fiiggvényszeri kapcsolatot irnak le. Valasszatok ki
néhanyat, és allitsatok dssze algoritmusokat, melynek a bemeneti
adatai a fliggetlen valtozo értékei, a kimeneti adatai pedig a fligg-
vény értéke!

Hogyan abrazolhaté a szamitogép képernydjén a koordinata-
sik? Talaljatok meg a grafikus szerkesztdben az ehhez sziikséges
eszkozoket! Az éltalatok tanult programozasi nyelvben milyen esz-
kozokre van sziikség, valamilyen abra elhelyezéséhez a képernyd
meghatarozott részén?

841.° irjatok le a ¥ térfogat és a ¢ id6 kozotti osszefiiggés ki-
szamitasara szolgald algoritmust! Figyeljetek arra is, hogy a viz a
tartalybol elobb-utobb elfogy! Milyen valaszt kell adnia az algorit-
musnak, ha az dsszes viz kifolyik a tartalybol? Hogyan kell figye-
lembe venni a fiiggvény értelmezési tartomanyat?

21.p. A fiiggvény megadasanak modjai
Hozzatok létre egy tablazatot egy szoveg- és/vagy tablazatszer-
kesztében, amely meghataroz valamilyen fiiggvényt.
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Fedezzétek fel a szerkesztd eszkozeit, amelyek lehetdvé teszik,
hogy egy fiiggvényt megado képlettel fel lehet tdlteni egy tablaza-
tot. Ezekkel az eszk6zokkel lehet végrehajtani az ebben a pontban
talalhat6 feladatokat.

Ismerjétek meg a szoveg- és/vagy tablazatszerkesztd eszko-
zOket egy tablazatban megadott fiiggvény abrazolasahoz! Mi-
lyen tervezési elemek teszik lehetdvé az iitemterv latvanyossa
tételét?

22.p. A fiiggvény grafikonja

Sajatitsatok el a szoveg- és/vagy tablazatszerkesztd eszkdzoket
egy tablazatban megadott fliggvény dbrazolasahoz. Milyen tervezé-
si elemek teszik lehetévé az iitemterv latvanyossa tételét?

Ismertek-e olyan szamitdégépes programot, amely lehetévé teszi
egy tetszdleges fliggvény abrazolasat?

* frhattok sajat programot, amely egy tetsz6leges fiiggvény
grafikonjat abrazolja a szdmitogép képernydjén! Milyen progra-
mozasi eszkozoket kell ehhez elsajatitani? Mit kell tudni errdl a
fliggvényrdl, hogy a grafikon megfeleléen dbrazolja és szépen el-
helyezkedjen a képernydn?

23.p. Linearis fiiggvény. A linearis fiiggvény grafikonja és tulaj-
donsagai

frjatok olyan algoritmust, amellyel a k és b bemeneti adatok
alapjan megallapithatd, hogy az y = kx + b fliggvény grafikonjaul
szolgalod egyenes: fiiggdleges vagy nem fliggdleges; athalad az ori-
gbn vagy nem.

Szovegszerkesztd és/vagy tablazatkezeld segitségével allitsatok
Ossze tetszdleges linedris fliggvényt megado tablazatot! A szerkesz-
toprogram eszkozeivel abrazoljatok a grafikont!

24.p. Kétvaltozos egyenletek

Tételezziik fel, hogy rendelkeztek olyan segédprogrammal,
amelynek a bemeneti adata szdmpdr, a kimeneti adata pedig valasz
arra a kérdésre, hogy az adott szampar megoldasa-e valamilyen
kétvaltozos egyenletnek. A segédprogram felhasznéalasaval, hogyan
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allithat6 Ossze a grafikon abrazolasat biztosité program? Mit kell
még tudni ahhoz, hogy a kapott grafikon minél tobb informéciot
tartalmazzon?

* [rjatok egy ilyen programot.

25.p. A kétvaltozos linearis egyenlet és grafikonja

Allitsatok 6ssze olyan algoritmust, amely az a, b és ¢ bemeneti
adatok alapjan megallapitja, milyen alakzat lesz az ax + by + ¢ =0
fliggvény grafikonja!

* [rjatok olyan programot, amely az a, b és ¢ bemeneti adatok
alapjan abrazolja a képernydn az ax + by + ¢ = 0 fiiggvény grafi-
konjat!

1109. Automatizaljatok a szamitdsokat egy tablazatszerkeszto-
vel. A termékek araval és a kedvezmények elérhetdségével kapcso-
latos informécidkat tegyétek valtozova (bemeneti adat input).

26.p. Kétvaltozos egyenletrendszerek. A kétvaltozos egyenlet-
rendszerek megoldasanak grafikus modszere

Ismerjétek meg a grafikus szerkesztd programban azokat
az eszkozoket, amelyek segitségével adott koordinatdk alapjan
feltiintethetitek a pontot a képernydn! Tanuljatok meg egyenest
rajzolni két adott ponton keresztiil! Valasszatok ki egy egyen-
letrendszert, és mutassatok be a megoldéasat grafikus modszer
segitségével.
27.p. Linearis egyenletrendszerek megoldasa behelyettesité
modszerrel

* Ebben a pontban leirt algoritmus alapjan allitsatok &ssze
programot a két linearis kétvaltozos egyenletetrendszer megoldasa-
ra behelyettesité modszerrel!. Hogyan kell felkésziteni a programot
arra az esetre, amikor a rendszernek nincs megoldasa? Ha végtelen
szamu megoldédsa van?

28.p. Linedaris egyenletrendszerek megoldasa egyenlé egyiittha-
tok modszerével

* Ebben a pontban leirt algoritmus alapjan allitsatok O&ssze
programot a két linedris kétvaltozos egyenletetrendszer megolda-
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sara egyenld egyiitthatok mddszerével! Hogyan kell felkésziteni a
programot arra az esetre, amikor a rendszernek nincs megoldasa?
Ha végtelen szamu megoldasa van?

29.p. Feladatok megoldasa linearis egyenletrendszerek segitsé-
gével

* Feltételezziik, hogy ismert az 4 és B pontok koordinatija,
¢s rajuk egy egyenes illeszkedik. Adott az egyeneshez tartozé C
pont abszcisszaja. Allitsatok Ossze az ordinata meghatarozasara
szolgéald algoritmust! Az algoritmus minden esetben mikodik?
Milyen lehetdséget kell kiillon megvizsgalni, és milyen ellendrzést
kell ehhez elvégezni? Milyen kimeneti adatokat ad meg az algo-
ritmus?

Informéaciok és tablazatok

1087. Automatizélja a szdmitdsokat egy tablazatszerkesztdvel.
A termékek araval és a kedvezmények elérhetdségével kapcsolatos
informdciokat tegyétek valtozova (input — bemeneti adattd)!
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PROJEKTMUNKA

Ez a rész elsésorban azoknak sz6l, akik szeretnék megtanulni
az 6nallo tudasszerzést, kreativ gondolkodast, allaspontjuk forma-
lasat, kifejezését és védelmét, hipotézisek felallitasat, valamint a
legracionalisabb és legszokatlanabb megoldasok megtalalasat.

Az els6 1épés, amely segithet e célok elérésében, a projektmun-
kaban val6 részvétel.

A projekt — a kivalasztott téma onallo tanulmanyozasa, me-
lyet egyénileg és csoportosan is el lehet végezni.

Néhany tanacsot adunk a projekttel kapcsolatos munka meg-
szervezéséhez €s a kutatdsi eredmények tervezéséhez.

1. A téma kivalasztasakor figyelembe kell venni annak rele-
vanciajat, a szakirodalomban és az internetes forrasokban talalhato
informdcioforrasok elérhetdségét. Ugyanakkor nagyon fontos az
a vagy, hogy a valasztott témaval kapcsolatos munkat kutatdként
szeretnétek elvégezni.

2. A munka egy eldzetes terv elkészitésével kezdddik, melyben
korvonalazodik az elképzelés €s a terv megvalositasanak szakaszai.
A fobb informécioforrasok megismerése utan a projekt vezetdje
segitségével elkészitjiik a végleges tervet.

3. Fontos a kutatasi célok vildgos megfogalmazasa. Felirhatok
példaul a kovetkezd moddon: tanulmanyozd, ird le, elemezd, bizo-
nyitsd, hasonlitsd dssze stb.

4. A munka a kutatds eredményeinek 0sszegzésével, kovetkez-
tetések levonasaval, a téma tovabbi tanulméanyozasara vonatkozo
kilatasok megrajzolasaval zarul.

5. A munka hozzavetdleges terjedelme 10-15 oldal. Ezenkiviil
szemléltetd anyag is biztosithato.

6. A munka bemutathat6 referdtum, beszamol6 vagy szamitogé-
pes prezentacid formajaban is.

Az alabbiakban a projektmunkahoz valaszthatd témak ajanlott
témai talalhatok.

1. Szamtan és algebra az okori vilagban

2. Jatékok és stratégiak
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3. Matematikai csalafintasagok

4. Matek trikkok

5. Alikvot tortek

6. Szamrendszerek

7. Maradékosztalyok

8. Az oszthatosag ismertetdjelei

9. A primszamok titkai

10. Mit vizsgal ma az algebra? Az algebra uj agai

11. A 20. szazadi ukran tudésok eredményei az algebra leg-
ujabb agaiban

12. A szamitastechnika matematikai alapjai

13. Mi a numerikus matematika

14. A matematika szerepe a repiilés és az {irhajozas fejlodé-
sében

15. Ukran tudésok — a hazai kibernetika megalapitoi
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4 1 1 3
4. 1) 17—; 2) 1—; 3) -0,3; 4) —1—; 5)1.5. 1) 11§;

2) l— 3)44; 4) lO 23. 110 pud. 41. 1) 3; 2) ; 3) nincs gyoke;
4) barmﬂyen szam gyoke az egyenletnek. 42. 1) 5, 2) 0,8; 3) barmi-
lyen szam gydke az egyenletnek; 4) nincs gyoke. 43. 1) 0,6; 2) ﬁ;
3) —-10; 4) —0,9. 44. 1) 44; 2) ;3)-5,2.45. 1) — ) —; 2) barmilyen
szam gyoke az egyenletnek 46. 1) ——; 2) nincs gyoke 47.1) 0,4;
-8;2) 0; 25; 3)— —-12; 4) -0,6; —1; —0,3. 48. 1)6'45'2) 08'3
49.1)10;2)-3.50.1) 1;2) -1,4.51. 1) 12; 2)4— 3) 2. 52. 1)—
2),2;3) 4,8.53. 1) -10;2) 3;3) 1,4) 0,5. 54. 1) 12, 2)-0,2.55.7)
;g; 2. 56. 4) —20; 100; 5) 2,3; —0,9; 6) 0; 4; —4. 57. 2) 55. 58. 2)
3 61. 2) —53; —11; -5; -3; 3; 45. 62. 2) 7; 11; 31. 63. 1) 14; 2)
—%. 64.1)-17;2)3,5.65.2)3;3)2.66.2)2;3)-5.67.1)a=5;

9
2)a#-7.68.1)Hab#—1,10 X Zle; akkor b =—1, akkor nincs

gyoke az egyenletnek; 2) x =— .Ham# -8, Tox=1; ha

b +1

m = —8, akkor x tetszéleges szam. 72. 1) 3; 2) —1,8; 3) —1; 2. 73. 1)
1

—g; 2) nincs gyoke. 74. 1) a — paros szam; 2) a — pératlan szém,;

3) az a a 4 tobbszorose; 4) nincs ilyen érték. 75. 1) b a 3 tobbszo-

rose; 2) 3-mal valo osztaskor a maradék 1; 3) nincs ilyen érték.
76. 1) hab>0;hab<0;77.1) had<0;2)had>0.78. 56 mér-

2 3
k6zés. 79. 1) 18 0; az elso a feladat g-ét végzi el, a masodik a g-ét.
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80. 240 oldal. 81. 1) Paros; 2) paratlan; 3) paros. 82. 1) Nem,
2a<ahaa<0i2a=anema=0;2)u,2|a|=|alhaa=0.88.
2061 m, 2032 m, 2020 m. 89. 515 m, 400 m, 370 m. 92. 20 mun-
kas. 93. 90 km. 94. 20 kg, 14 kg. 95. 264 hely, 270 hely. 96. 12
km/h, 60 km/h. 97. 168 hrn, 144 hrn. 98. 72 hrn. 101. 4 év. 102. 7
év. 103. 30 szotar, 10 szotar. 104. 18 000 hrn, 12 000 hrn. 105. 11
bankjegy, 8 bankjegy. 106. 800 t. 107. 360 hrn. 108. 40 kg, 8 kg.
109. 600 kg, 200 kg. 110. 5 nap. 111. 40 1, 80 1. 112. 4,5 6, 0,5 6.
112. 4,5 6, 0,5 6 113. 24 perc. 114. 50 km/h, 20 km/h. 115. 30,5
km/h. 116. 2 km/h. 117. 71 személy. 118. 109 narancs. 119. 45 kg,
10 kg. 120. 14 kg, 10 kg. 121. 60 konyv. 122. 160 1. 123. 8 nap.
124. 100 feladat. 125.93. 126. 24. 127. 55 km/h, 65 km/h vagy 70
km/h, 80 km/h. 128. 1) Igen; 2) nem. 129. 100 kg, 200 kg. 130. 20
kg, 30 kg. 131. 1) Nem. Utmutatas: Rajzoljatok két négyszoget,
atloival egyiitt. 2) Igen. Utmutatas: Tegyiik fel, hogy lehetetlen el-
jutni 4 varosbol B varosba. Mindegyik kapcsolddik négy masik
varoshoz. A két négyes kozott nincs kozds varos. Tehat nem keve-

sebb, mmt tiz varos van a régioban. 132. 1) 4,04; 2) —35,16; 3) 1—
4) 6 3 136. 3) x— barmilyen nem negativ szam; 4) x — barm1lyen

nem pozitiv szam. 153. 24 6. 154. 1) b < 0;2) | a | < | b |. 155.
25%-kal csokkent. 171. 2) 4,8; 3) 0,0625. 172. 3) 75. 198. 2; 3; 4.
199. 1;2204.2) x=1¢ésy=-2.206. 1) x=0;2) x=1.207. 1) x
=0; 2) x = —3. 208. 2) Utmutatas. Bizonyitsatok be, hogy a kifeje-
zés utolsd szamjegye 0; 3) Utmutatis. A kifejezés értéke olyan
szam, melynek az utolsd szamjegye 3, a tobbi pedig 9. 209. 1) Ut-
mutatas. Bizonyitsatok be, hogy a szamjegyek osszege 9; 210. Ut-
mutatds. Bizonyitsatok be, hogy a kifejezés értékének utolsd szam-
jegye 5. 211. 3.213. 20%. 214. 60 kg, 20 kg. 215. 1) 3,8; 2) Nincs
gyoke. 216. a — negativ szam, b — pozitiv szam, ¢ = 0. 242. 2) 23;
3) 22 4) 271,259, 1) 36; 2) 125; —125; 262. 5. 263. 1) 6; 2) 1; 3)
4 vagy 6; 4) 1, vagy 3, vagy 7, vagy 9.264. 1) 1; 2) 1; 3) 1 vagy 9.
265. 1) Utmutatas. A 17% hatvany utolsé szamjegye 1; 2) Utmutatas.



Feladatok és gyakorlatok megoldasa 339

A 64% hatvany utolsé szamjegye 6; 3) Utmutatas. A 3% = 81" hat-
vany utolso szamjegye 1. 266. 1) Utmutatas. A 4% hatvany utolso
szamjegye 6; 2) Utmutatas. A 2004'7" hatvany utolsé szamjegye 4,
a 1712%* hatvanynak pedig 1. 267. 48% <492 = 750 < 731 = (73)"7 =
34317 < 34417, 269. 12 kacsa. 270. 3,6 6. 271. 9,6 km. 272. 1) 2; 2)
barmilyen szam lesz a gydke; 273. Utmutatas. Az adott szamot fel-

irjuk, mint 1000a + a = 1001a alakban. 304. 3) —43,2. 305. 3)
32
Y 306. 2) 24,5; 3) 30. 307. 2) 1350; 3) —486. 309. 600 hr. 329.

600 g. 400 g. 345. 6) 5; 7) nincs gydke. 346. 4) 6; 5) barmilyen
2
szam az egyenlet gyoke lesz. 349. 1) —45; 2) 24. 350. 1) 11; 2) 3

363.5.373. 9hax=0.374.4 hay=0.378. 1) abc+ bca + cab
=100a + 10b + ¢ + 1006 + 10c + a + 100c + 10a + b + = 111a +
1115 + 111c. 379. Utmutatas. Vizsgaljatok meg a polinomok &ssze-
gét. 381. Novemberben. 383. 3990 hr. 384. 4 ora. 385. 144 fa. 386
10km. 400. 1) -2; 2) -5; 3) —0,5; 4) barmilyen szdm; 5) nincs gyo-
ke' 6) 4.401. 1) 2; 2) 0; 3) 6. 407. 1) 7b% 2) 0. 408. 1) 45; 2) 0; 3)

83 3
— 4)21 409. 1) —1; 2) —— 410. —-. 422. 22 alkatrész, 34 alkat-

rész24 alkatrész.411. 8 cm. 412. 64 cm. 419. 1) 3; 2)— 3) 5 4)
44
—.420. 1) 4; 2) 10. 421. 36 km, 42 km, 30 km. 422. 22 alkatresz

34 alkatrész, 24 alkatrész. 423. Utmutatas. A feladat feltételébdl
kovetkezik, hogy a =3n + 1, b = 9m + 7, ahol az m és n természe-
tes szamok. 427. 800 km?, 360 km?, 204,8 km?. 428. 210 oldal. 429.
90 km. 430. 8 nap. 438. 1) —7; 2) -2; 3) 1; 4) —1; 5) nincs gyoke.
2
439. 1) 2; 2) _E; 3) 6; 4) az egyenletnek barmilyen szam megol-
dasa lesz. 445. 6; 7; 12; 14. 446. 8; 12; 18.447.7; 8; 9; 10. 448. 16;
17; 18. 449. 15 cm. 450. 18 cm, 12 cm. 451. 14 cm, 12 cm. 465.

24339000 hr. 466. 2300 hr. 467. 15 alkatrész, 11 alkatrész. 468.
9%. 469. 1) 3; 2) 9. 471. 60 év. 495. 5) —a (a + b) (2a + 3b); 6) 3m
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(m —8) 3m — 16); 7) (a + 5) 3a + 2); 4) (4y — 1) (x — 3). 496. 4)
(x — 6) (x + 4); 5) (x> = 2) 2y — 7); 6) (4a — 3b) (3a + 7b);

2
7) (- 97 (2p+ 17 (3p—8). 497. 1) -7:2) 2,273 3) 5, 40; 4) 7;

1 1 1
14. 498. 1) -6;9;2) 10; -6; 3) ~ 3 75 4) 173 1. 499.7) 492 (1 +
26) % 8) 81¢ (¢ — 2)* 500. 5) 64x5° (2x + 5)% 6) 32x1° (1142 —
3
14)%. 505. 1) 0; 5.2) 0 0.4; 3) 0; -0,2; 4) 0; 3,6. 506. 1) 0; 6; 2)

1
0; 3 507. 1) 2a + 4; 2) 6ab — 4b; 3) 8ab’ — 14b°. 508. 1) 2a*b*; 2)
2ab +2b* . 511. 2) 24; 3) 20. 512. 2) —4; 3) —12. 513. 1) 1; 2) 0,8;
2 .
3)5.514. 1) a=3;2)a = _; 515. 18. Utmutatas. Legyen adva az

ab. Ekkor ab = 10a + b =(a+ 1) (b+1) Innen 9a ==ab + 1, a (9
—b)=1. Ebbdl a = 1, b = 8. 518. 20 kg. 519. 28 iiveg; 520. Nem.
533. 1) 15;2) 72; 3) 25.534. 1) 250; 2) —1.537. 1) (x + 6) (x + 2);
Dx—4)x-1;3)x-1)x+8);4)(x+1)(x—5).538.1) (x +
Dx+3);2)(x-2)(x=8);3) (x+6)(x—3);4) (x—8) (x +4).
539, Utmutatds. n* +3n*+2n=n (R*+3n+2)=n (n*+n+2n +
D)=nnn+t1)+2m+1)=nm+1)(n+2).540. (a+ b+ c)
Utmutatds. Adjatok meg polinom minden 2ab, 2bc és 2ac kifejezé-
seket ab + ab, bc + bc, ac + ac Osszegként és alkalmazzatok a
csoportositasi modszert. 541. Utmutatds. 3n+2 —2n+ 2 + 3n — 2n
=3n(32+1)—2n(22+1)=3n-10-2n-5=3n-10-2n—-1-
2:5=3n-10-2n—1-10=10 3n —2n — 1). 542. 2. Utmutatds.
264+ 3022 + 2 =20+ 22 H a2+ 2 =202 (2 +)P) +
v (x* +?) + Y% 543, 4%-kal csokkent. 544. 23 %-kal csokkent.
545. 4 barany. 546. 6 ora. 547. 40 1, 10 1. 565. 5) 16a* — 1; 6) ¢'* —
625.566.4) a®— 1. 567. 3) y>* — x¥; 4) @’ +2 — b 2. 568. 5) 4x> +
3x +93; 6) b’c. 569. 2) x> — 4x + 19; 3) b'%. 570. 1) —1; 2) nincse-
nek gyokei; 3) az egyenletnek szamtalan megoldasa van; 4) —25,6.
571. 1) —40; 2) -3.576. 1) 4; 2) 25;3) 9;4) -1, 5)-1.577. 1) 1; 2)
256. 579. 1) Utmutatds. 253- 259 = (256 — 3) (256 + 3). 581. 14
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km/h, 42 km. 582. 20 kg, 80 kg. 583. 4 6ra. 584. 75 = 16 807 ma-
4 1
rok, 1,34 t. 585. 1) —1E; 2) 6 600. 1) ~150; 2) 12,8. 601. ~40.

605. 1) (@~ b) (a + b) (@ + 1) (a* + b'); 2) (@ = 2) (@* +2) (a* +
)(Cl ) . ) s 3’ )_9_9 )_ s 3’ ) 7: 23
607. 1) 2/11; 10/11; 2) —16; — 3/8. 611. 1) 2n + 2)> — (2n)>* = (2n +

2 2m) 2n+2+2n) =2 (4n + 2). 613. 43 és 34. 615. 1) b = 2; 2)
b=-2;3)b+2é b+#-2. 618. 8 km/h. 619. 45 kg. 620. a = -3.

5
621. 1) —g; 2) az egyenlet gyoke barmilyen szdm lehet. 622. a >

0; 2) a #0; 3)a barmilyen szém. 651. 5. 652. 1) 9; 2) —0,6; 3) —5.

653. 1)— =5 2) 7. 654. 7 cm. 655. 26 cm. 656. 12; 13; 14. 657. 19;
1

20; 21; 22. 668. 1. 671. 7. 672. 3. 675. a = 1. 676.4 = . 677.0

vagy 1. 680. Legyen n — a harmadik az adott szamok koziil, akkor
az adott szamok megfelelden azn—2,n—1,n, n + 1, n + 2 lesznek,
ahol n > 2. Bizonyitsatok be, hogy ezen szamok négyzeteinek az
Osszege 5(n* + 2) lesz. Ahhoz, hogy az eredményt valamilyen ter-
mészetes szam négyzete legyen az n* + 2 kifejezésnek az 5 tobb-
szorosének kell lennie. Mivel az n* utols6 szamjegye a 0, 1, 4, 5, 6
9 lehet csak, ezért az n?> + 2 O-ra vagy 5-re kell végzbdnie. 681.
5000 t. 683. 500 kg. 684. 190 6ra. 687. 2) Nincs ilyen értéke; 3) x
=—-1.702. 1) (4a — b)* 2). (6x + 5y)~ 703. 1) 2m + 2n)* 2) (7x +
7

4y)2. 704 1) 0,0016; 2) 10 000. 70S. 1) 10 000; 2) 9. 708. 2) —

709. 2) =. 713. 1) Utmutatds. x> — 14x + 52 = x> 14x + 49 + 3 =
1

2
1 7
716. 1) 8, hax = -8, 2) - ha ¥ =5 3) -7 ha x =~ 718. 1)

3
(x—7)2+3 714. 1) 1 hax = 3;2) 16, ha x == 3)—hax——
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3 5
100 hax=-8;2) 11x == 719. 1) 4 ha x = 14, 2) =50 ha x =

721. (a —3b) (a—-3b—-4)+4==(a—-3b)*-4(a—-3b)+4=(a
— 3b + 2)%. 722. 6) Utmutatds. 2a* + 2b* = (a*> + 2ab + b*) + (a® +
2ab+0*).723. ) (@ +1-a) (@ +1+a)2)(x—y) (x+y+4),
3)(@ab—-c-3)(ab+tc+5);4)Ra+b-2)(4a-b-2).724. 1) (&’
+47+(Ba);2) (k=57 + (v +7)%3) (x = 3p)* + (x = 3)% 4) (x - 2)°
—+tDAT25. D) x=-4,y=52)x=-6,y=1.726. 1) x=-1,y
= 0,5; 2) nem léteznek ilyen értékek. 727. 45. 728. 8. 729. —10.
730. 24 = 12 + 12. Utmutatds. Legyen az egyik 6sszeadando x,
akkor a masik 24 — x, a szorzatuk x(24 — x) = 24x — x* = 122 — 122
+2 - 12x —x2 = 144 — (12 — x)2 731. 5 cm, 5 cm. 732. Utmutatds.

2 2
a

2
b2+T=b2+%+ab—ab=(b+%j —ab. 733. 0. Utmutatds. Az

egyenldség mindkét oldalat megszorozzuk 2-vel, aztan a kovetke-
z6alakban irjuk fel: (@ — b)* + (b —¢)* + (a — ¢)* = 0. 736. 6 csonak.
737. 100 km. 738. 60 ha, 40 ha. 740. 13. 741. 420 nap. Utmutatds.
Ahhoz, hogy megtudja, hany nap mulva gyiilekeznek ujra egyiitt a
horgaszok a tavon, meg kell taldlnia a legkisebb k6zos tobbszorosét
az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamoknak. 762. 1) 9; 2) 25x — 64; 3) —6a* +
9a —27;4) a®* — 1. 763. 1) —124; 2) —* + 3y — 36; 3) a® — b°. 765.
1) 0,5; 2) —1; 3) 8. 766. 1) 6; 2) =5. 772. Utmutatds. Legyenek az
adott szamok 2n — 1, 2n + 1. 773. Utmutatds. Ezeket a szamokat
meg lehet adni, mint 3n + [ és 3n + 2, ahol n barmilyen természe-
tes szam. T74. 1. Utmutatds. x° + 3x32 + y° = (x2 + %) (x* — ¥ +

vY) + 3x%% 775. 8. 778. Divatruha. 779. 18 kg, 6 kg. 780. 2. 783. 4)
1 1
g; 6) 0; o 805.6)-2;-3;3;7)5;8) —1; 1. 806. 5) —1; 1; 6) -5; 5;

4,.816. (x —y+t4) (x + y—2);2) RQa —3b—3) 2a +3b + 1). 817.
(5x —y* +4) (5x +)*-10); 2) 43m — 2n + 3) 3m + 2n — 2); 818.
4) (2a—-5)(2a—-1);5) Bx—7y) Bx—y); 6) 3 2m —n) x (6m — Tn).
819.4) (x +3) (x —2); 5) (¢ + 3d) (c + 5d); 6) 3x — 8y) (3x — 2y).
820. 1) 40; 2) 74; 3) 84; 4) 632. 821. 1) 54; 2) 48; 3) 1746. 823.
DE-DE+1D)Ex-2)x+2)2) (@ +x+1)(*—x+1);3) (25
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—4x + 1) (2x% + 4x + 1). Utmutatds. 4x* —12x*> +1 = (dx* +4x2 +1)
—16x% 4) (02 + x +1) - (& + x2 +1) Utmutatds.x® + x +1 = (x° —x?) +
2 +x+1)5 (2 —2x+2) (2 +2x+2);6) (x —1)(x + DH(x*+1)(x*
+2). 824. 1) (X —x+3) (> +x +3); 2) (2 —2x — 2) x (x* + 2x — 2).
826. 210 hr. 827. 14, 18, 22. 828. 13 km. 829. 2) -2; 2; —18; 18; 3)
—18; 2; 4) 4. 873. a = 3. 874. 1) 60%; 2) 119 hely. 907. 0,8 %-kal
novekedett. 909. 12, 22, 32. 911. Adjatok Ossze az egyenlOségek
bal és jobb oldalat. 917. a) Ertelmezési tartomanya az 9sszes x me-
lyeknél: —1 < x < 4, értékkészlete minden y, melyeknél 1 <y < 4;
b) értelmezési tartomanya az dsszes x melyeknél: —2 < x < 3, érték-
készlete minden y, melyeknél 1 <y < 4; ¢) értelmezési tartomanya
az 0sszes x melyeknél: —2 < x < 3, értékkészlete minden y, melyek-
nél 1 <y <4; d) értelmezési tartomanya az 0sszes x melyeknél: —2
< x <4, értékkészlete: y = 2; e) értelmezési tartomanya: x = 1 vagy
x = 3, értékkészlete: y = -2 vagy y = 1. 918. a) Ertelmezési tarto-
manya az 0sszes x melyeknél : -2 < x < 2, értékkészlete minden y,
melyeknél —1 < y < 4; b) értelmezési tartomanya az 0sszes x me-
lyeknél: -2 < x < 2, értékkészlete minden y, melyeknél 1 <y < 4; c)
értelmezési tartomanya az 0sszes x melyeknél: —2 < x < 3, érték-
készlete minden y, melyeknél 1 <y <4 ; d) értelmezési tartomanya
az 0sszes x melyeknél: -3 < x < 2, értékkészlete minden y, melyek-
nél y = 2; e) értelmezési tartomanya: x = —3 vagy x = 4, értékkész-
lete: y = —1 vagy y = 3. 940. 77. abra 941. 78. 4bra.

y
4+ —
y
st —
1-- [ ] [ ] [ ] 2--
L L L L L L= 1-- _O
O ]I. 2 é 4 5' éx 1 1 O 1 : 1 1
Iy e e e 0 2 3 4 5 %
—) —
—_—0 __2

77. abra 78. abra
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942. 15 6ra. 947. 15 méh. 979. A(%; —%) .5 980. 1) (-10; -27); 2)
(—14; 8). 981. (3; 5). 985. 1. 986. 3. 987. k= 0,5, b = 4. 869. k = L
b=-1.993.1) n;2) k; 3) m; 4) p. 995. k = —1. 996. b = 11. 1003.
)y=x+3;2)y=-0,5x - 1. 1004. l)y:_éx; 2)y=2x-4. 884.

79. abra.

//%///////‘

-2 -1 1 2 3 4 5 X

79. abra

1006. Az els6 — 360 000 hr, masodik — 600 000 hr, harmadik
— 840 000 hr. 1007. 1) =39; 2) —12. 1008. 1) %; 2) 1,4.1009. Utmu-

tatas: Legyen ezek koziil a masodik szdm n, akkor az elétte 1évo
szam n — 1 lesz, a harmadik pedig n + 1. Bontsatok fel az elsé és
a harmadik 0sszeadandot, a kobok Osszegének képletével! 1011.
@ — 2. Utmutatds. x* + x52 + y* =x* + 2692 + y* — x32 = (x2 + )?)?
— x%%. 1012. A szam abszolut értékének meghatarozasabol kovet-
kezik, hogy |x| > x, ezért |x| — x > 0. Ezzel egyiitt 2x — x> — 2 = —x?
+2x—-1-1=—(x-1-1<0.

1024. 2. 1025. 6. 1026. 3) (-3; 0); (3; 0); (0; =3); (0; 3); 4) (5;
0); (=5; 0); (0; =5). 1041. 1) (1; 1); 2) (15 3); (6; 2); (115 1). 1044.
3 mddon. 1045. 9 algebra feladat és 2 mértan, vagy 6 feladat algeb-
rabol és 4 mértanbol, vagy 3 algebra feladat €s 6 mértanbol. 1046.
1) (0; 2); 2) (—1; 3); 3) (-0,5; —0,5); 4) nincs megoldasa. 1047. 1)
(5; =5); 2) nincs megoldasa. 1048. (0; 0); (-1; 0); (1; 0); (0; —-2).
1049. (0; 4); (0; —4); (5; 0); (-5; 0). 1050. 5%. 1051. 1) 6; 2) 5.

16
1052. 269,5 km. 1054. 1) 12; 2) —?. 1096. a = 4, b = 2. 1099.
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1)d; 2) c; 3) b; 4) a. 1110. —12. 1101. 4. 1104. 1) y = 0,5x + 2; 2)
y=0,6x—3.1105. x + y = 6. 1108. 1 par (3; 2). 1109. J6 étvagyat.
1111. 24 6ra. 1113. 1) 5; 2) 3,5. 1114. 2) (x> — 3y — 4) (x> -3y + 4);
4Y(c-b-3)(c—b+1).1126. 1) a=3,b=-2,5;2)a=4,b=-6.
1127.a=2,b=5.1132. Haa # 7. 1133. 1) 16; 2) -5. 1134. 1) Ha
a # 14;2) ha a =-10. 1137. 1) (-2; 2); 2) (-2; 2); (1; 1); 3) nincs
megoldésa; 4) (1; —-1); (3; 3). 1138. 1) (1; 1); (-3; 3); 2) (2; 1); (-2;
—1); 3) (2; 0); (=2; 0); (0; 2); (0; —2). 1140. 3 kg. 1141. 60 km/h.
1142. 3; 5; 7; 9. Utmutatds. Jeloljétek a legkisebb szamot 2k —3-
mal, ahol & — 1-nél nagyobb barmilyen természetes szam. 1149. 1)
(65 3); 2) (4; 2); 3) (15 2); 4) (45 =3); 5) (=5; =7); 6) (1,2; -0,7).
1150. 1) (=5; 20); 2) (-1; 3); 3) (=2; —1); 4) (-3; 4). 1151. 1) (0;
—6); 2) (8; 6); 3) (=5; —4); 4) 4; -3). 1152. (1; -1); 2) (-2; 0,5); 3)
(14; 2). 1154. 1) 14; 2) 0,25. 1156. 7 oroszlan. 1158. 2% — 1 = (2%)
— 1= 16" —1. A 16" utols6 szamjegye 6. Ezért az adott kifejezés
utols6 szamjegye 5. 1168. 3) (8; 1); 4); 4) (1,2; 0); 5) (—1; -2); 6)
(75 =1); 7) (4; —1); 8) (6; =2); 9) (25 -2); 10) (5; 6). 1169. 3) (1; 2);
4) (3; —-1); 5) (4; 2); 6) (6; 5); 7) (1,55 0,5); 8) (1; —1). 1170. 1)

3
22152) (-10: 5). 1171 1) (-5:-6): 2) (1: ~6). 1172.a = 5.6,

_1 .
s
b=08 1173.m=9,n=-12.1174. 1) y==-02x + 1,4; 2) y = —x
+ 1. 1175. 1) y = —0,5x + 3,5; 2) y = 3x + 3. 1176. 1) (-3; —4); 2)

(1;-0,5); 3) (5%; —%); 4) (2; -2). 1177. 1) (-0,6; ~3,2); 2) (1; 3).

1178. 1) (1; 1); 2) (3; 3). 1179. 1) (-20; —0,5); 2) (-2; 3). 1181. 1)
(3; —1,6); 2) nincs megoldasa. 1184. —0,8. 1185. 2. 1186. 1) (3; -3);

2) (1,5; 0,75); 3) | 4; —éj; 4) (-5; 6); 5) (2,4, 4). 1187. 1) (10;
5); 2) (0,5; 1,5); 3) (-8; —28). 1188. 1) (0,2; 1); 2) (1; —1). 1189. 1)
(%; %), 2) (2; -2). 1192. 1) 6; 2) -2,5. 1193. 9 feladat. 1194. 2
ora. 1196. 96 fa. 1200. 7 négyszemélyes csonak 3 hatszemélyes.
1202. 9 kg, 7 kg. 1203. 8 ha, 6 ha. 1204. 9 alkatrész, 6 alkatrész.
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1205. 4 q, 5 q. 1206. 60 hr, 30 hr. 1207. 15 hr, 10 hr. 1208. 58
km/h, 70 km/h. 1209. 60 km/h, 40 km/h. 1210. 4 km/h, 16 km/h.
1211. 84 km/h, 79 km/h. 1212. 80 1, 60 1. 1213. 28 utas, 36 utas.
1214. 18 km/h, 2 km/h. 1215. 25 km/h, 2,5 km/h. 1216. 45 6ltony,
30 oltony. 1217. 90 hr, 210 hr. 1218. 40 hr, 60 hr. 1219. 70 hr, 50
hr. 1220. 8000 hr, 6000 hr. 1221. 9000 hr, 3000 hr. 1222. 100 kg,
200 kg. 1223. 20 kg, 30 kg. 1224 87. 1225. 6 cm, 8 cm. 1226. 5 cm,
7 cm. 1227. 5 zsék, 7 zsak. 1228. 40 rupia, 170 rupia. 1229. 42 ¢v,
15 év. 1230. 60 év, 12 év. 1231. 3 km/h, 12 km/h. 1232. 5 km/h, 4
km/h. 1233. 48 km/h, 16 km/h. 1234. 60 t. 1235. 48 km/h, 60 km/h.
1236. 48 km/h, 16 km/h. 1237. 72. 1238 39. 1239. 24 1, 40 1. 1240.
28 1,42 1. 1241. 1) Ilyen szam nem létezik; 2) Barmilyen kétjegyti
szam, melyben amelyben a 10-sek helyiértéke 2-vel nagyobb, mint
az egyesek helyiértéke, az 18 — cal nagyobb az ugyanolyan szamje-
gyekbdl allo szdmnal, melynek a szamjegyei forditott sorrendben
van felirva. 1249. 2) (b* — 2b* + 3) x (b* + 2b* - 3); 4) 3x - 7) (3x
+5). 1250. @* = ¢ + 2b. 1251. 7,5. 1253. -2. 1270. Nem létezik.
Utmutatds: Hatarozzatok meg ezeknek a polinomoknak az Gssze-

6 6 7
gét. 1272. 1) 11252) 75.3) 0.2:4) 5 5) 3: 6) - 1273. 1) 0.4; 2)

4; 3) nincs megoldasa; 4) az egyenlet gyoke barmilyen szam lehet.
1275. 3. 1276. 4. 1278. 1) 20; 2) 5,93. 1279. 1) 2,7; 2) 0,4; 3) 23;
2

4) 51,2. 1282. —4. 1283. 3 1285. 1) 16. Brasiexa. 1,66 - 4,68 =

1,66 - 2,34 - 2;2) 0,16. 1286. Ha a = ¢ vagy b =d. 1289. 1) 0,5; 2)
1 1 2
0.1292. 1) 1; 2) 4. 1302. 1) 2; 2) 0,5; 3) 3 1308. 1) —g; 2) 5
1314. 1) 9; 2) 0,064; 3) 1. 1320. Utmutatds. n(n + 2) (n + 4) (n +
6)+16=m+6n) (M*+6n+8) +16=m+6n+4—4)(n*+6n
+4+4)+16=m+6n+4)Y—42+ 16 = (n* + 6n + 4)~. 1321.
Utmutatds. Legyen n az adott természetes szam. Meg kell vizsgalni
a kovetkez6 eseteket: n = 3k + 1 vagy n = 3k +2, ahol a k — nem
negativ, egész szam. 1322. Utmutatds. Vizsgaljatok megnégy lehet-
séges esetet: 1) n=5k+ 1;2) n=5k+ 2; n =5k + 3; n=>5k + 4,
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ahol a k — nem negativ, egész szam. 1323. Lehet. Utmutatds: Meg
kell vizsgalni a kovetkez6 eseteket: n = 3k + 1 vagy n = 3k + 2,
37

ahol a k — nem negativ, egész szam. 1331. —7. 1338. 1) (-2; 1);
2) (3; 2); 3) (1; —1); 4) (4; 2). 1339. 2. 1340. —1. 1341. 32 tanulo.
1342. 15 m/sec, 10 m /sec. 1343. 64 %. 1344. 120 g, 60 g. 1345. 8
1, 2 1. 1346. 30 ha, 40 ha. 1347. 20 ha, 25 ha. 1348. 12 kg. 1349. 29.
1350. 91. Utmutatds. Ha az adott szam x-szel egyenld, akkor a ka-
pott szam 10x + 1000 + 1 = 10x + 1001 vagy 21x. 1351. 16; 12.

ONELLENORZES TESZT FORMAJABAN FELADATAINAK

EREDMENYEI
A feladat- A feladat sorszama
sorok

sorszama | 1 [ 2|3 |4 [S5]|6 |7 8|9 |10(fI1l]12
1 C/IA|B|C|C|[A|B|C|B|C|B]|D
2 D|C|D|D|C|C|[B|C|[B|A|D|A
3 D|ID|IA|B|[B|C|[A|B|C|A]A|C
4 c|B|Cc|c|c{B|B|[D|C|B|A]|D
5 cC|D|D|B|B[B|JA[C]A|C|D|B
6 A[D|]C[B|C|B|A|JA|C]|C|[B]|A
7 cC|D(A|B|C|D|A|B|C|[A]|]B|B
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a’-b°=(a-b) (A" +ab+b")
a’+ 0*=(a+b) (a”-ab+b”)

—_
T TR (X)

Mihajlo Jakir

X AAX+ADXAD2A-X -x=2a+1;

aAXAX+20=20+1;

aX+X=0+71; /
(a+1) x=a+1. S
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