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UNGHIURI LA CENTRU SI iINSCRISE PRIMUL CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR

B B,
“ABC= % A //\\ //\\
A C Af ¢,

ZLAOC = UAC

Dacd LA =/A,, ZC =/C,, atunci AABC ~AA,B,C,

AL DOILEA CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR

B
TEOREMA LUI FALES /\ //Bl\
A C Al Cl

. AB AC

Daca BB, = ALC, si LA = /A, atunci AABC ©AA,B,C,

AL TREILEA CRITERIU DE ASEMANARE AL TRIUNGHIURILOR

B
/\ /_\Bl
DaCé OA]_ = A]_Az = A2A3 §i AlBl ” A2B2 ” A3B3’ A C Al C]_

atunci OB, = B,B, = B,B,

AB _ BC _ AC

Daca , atunci AABC ©AA,B,C,

ABy BG AG
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DE LA AUTORI

Dragi elevi!

In acest an de invitimant veti continua si studiati geometria. Credem, ci
voi de-acum ati dovedit sd indrigiti aceastd stiintd importantd si frumoasd, si
deci, cu interes veti insusi cunostinte noi. Avem nidejde, ci acestui proces va
contribui manualul pe care il detineti.

Vi rugdm si faceti cunostintd, cu structura lui.

_ Manualul este impirtit in patru paragrafe, fiecare fiind alcdtuit din puncte.
In puncte este expus materialul teoretic. Studiindu-1, o atentie deosebiti atrageti
la textul, care este tipdrit cu font gras, cu cursiv gras si cursiv; astfel in manual
sunt evidentiate definitiile, regulile si cele mai importante afirmatii matematice.

De reguli expunerea materialului teoretic se termind cu exemple de pro-
bleme rezolvate. Aceste scrieri se pot accepta ca unul din variantele posibile de
definitivare a rezolvirii.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme pentru rezolvare de sine stititor,
la rezolvarea cirora vi sfituim si treceti dupd insusirea materialului teoretic.
Printre insircindri sun exercitii de complexitate precum simpla si mijlocie, atat
si probleme complicate (mai ales acelea, care sunt marcate cu ,asterix” (X)).

Fiecare punct cu numere impare se termini cu rubrica ,,Observati, desenati,
construiti, fantazati”. La ea sunt alese probleme, pentru rezolvarea cdrora sunt
necesare nu cunostinte speciale din geometrie, dar numai gandire rationali,
inventivitate si pricepere. Aceste probleme sunt folositoare, ca vitaminele. Ele
o s vi ajute sd invitati a lua decizii neasteptate si creative nu numai in mate-
maticd, dar si in viati.

Daci dupi executarea temelor de acasi vi riméne timp liber si voi doriti si
aflasi mai multe, atunci vi recomandim si vi adresati la rubrica ”Cand temele
sunt indeplinite”. Materia, expusi acolo, nu este simpla. Dar cu aceasta este si
mai interesant, si-ti incerci puterile proprii!

Abnegati! Vi dorim succes!
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4 De la autori

Stimati colegi!

Noi avem mari asteptiri, c¢i acest manual va deveni un ajutor de nidejde
in munca voastrd complicata si nobild, si vom fi cu adevirat bucurosi, daci el
o sd vi placi. A

In manual este cules un material didactic vast si divers. Insd intr-un an
de studiu este imposibil de rezolvat toate problemele, dar aceasta nici nu este
necesar. Totodatd este cu mult mai comod de lucrat cind este o rezervd mare
de probleme. Aceasta oferd posibilitatea realizirii diferentieri pe nivele si a
individualizirii in invitimant

In programul de invitimant la matematici pentru elevii claselor 5 — 9-a a
scolilor de culturd generald este mentionat urmitoarele: ,Continutul materi-
alului de studiu este structurat conform temelor corespunzitoare a cursurilor
de invitimant cu stabilirea numirului de ore pentru studierea lor. O astfel de
distribuire a continutului si timpului de invitimant este orientativ. Profesoru-
lui si autorilor de manuale 1i se acordd dreptul de al corecta in dependentd de
conceptia metodicd acceptati...”.

Tinand cont de cele relatate, noi am socotit ca este rational si mutim ma-
terialul de studiu ale unor anumite teme corespunzitor conceptiei autorilor.
Aceasti oferd posibilitatea diversificirii materialului didactic al manualului.

Cu culoarea verde sunt marcate numere problemelor, care sunt recomanda-
te pentru temele de acasi, cu culoare albastrd — numerele problemelor, care la
hotirarea profesorului (tindnd cont de particularititile individuale ale elevilor
clasei) se pot rezolva oral.

Deci si transformidm impreund cursul de geometrie intr-o materie inteleasi
si atrdgdtoare.

Vi dorim inspiratie creatoare si rabdare.

INSEMNARI CONVENTIONALE

o insarcinari, ce corespund nivelului incepator si mijlociu
" de pregatire;
. insarcindri, ce corespund nivelului satisfacator de
" pregatire;
n" insarcinari, ce corespund nivelului inalt de pregatire;
. probleme pentru cercurile si facultativele de
" matematica,

probleme cheie, rezultatul carora poate fi folosit in
timpul rezolvarii altor probleme;
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REZOLVAREA 1 /E
TRIUNGHIURILOR

In acest paragraf veti afla, ce prezinta sinusul, cosinusul si tangenta
unghiului a, unde 0° < o < 180°.

Veti invata dupa doua laturi ale triunghiului si a unghiului intre ele
sa gasiti a treia latura, si totodata dupa latura si a doua unghiuri
alaturate ei sa gasiti altele doua laturi ale triunghiului.

in clasa a 8-a voi v-ati invatat sa rezolvati triunghiurile dreptunghice.
Studiind materialul acestui paragraf, voi veti putea rezolva orice
triunghiuri.

Veti afla noi formule, cu ajutorul cérora se poate afla aria triunghiului.

1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0°
pana la 180°

Notiunea de sinus, cosinus si tangenta unghiului ascutit vd sunt cunoscute
din cursul de geometrie clasa a 8-a. Sd extindem acest notiuni pentru un unghi
arbitrar o, unde 0° <o <180°.

Sd cercetim in partea superioard a semiplanului de coordonate o
semicircumferinti cu centrul in originea coordonatelor, raza cireia este egald
cu 1 (fig. 1.1). Astfel de semicircumferinti se numeste unitara.

Vom spune, cd unghiului o0 (0° <0 <180°) ii corespunde punctul M/ al
semicircumferintei unitare, daci ZMOA = o, unde punctele O si 4 au cores-
punzitor coordonatele (0; 0) si (1; 0) (fig. 1.1). De exemplu, in figura 1. 1 un-
ghiului, care este egal cu 90°, ii corespunde punctul C; unghiului, care este egal
cu 180°, — punctul B; unghiului, care este egal cu 0°, — punctul 4.

A
Cl1
M
o
B A AL
-1 0] 1 x
Fig. 1.1
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6 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

Fie o0 — un unghi ascutit. Lui ii corespunde un punct oarecare M (x; y) al
arcului AC al sem1c1rcumfer1nte1 unitare (fig. 1.2). In triunghiul dreptunghiular
OMN avem:

ON . MN
cosoL=——, sino=——.
oM OM

Deoarece OM =1, ON = x, MIN = y, atunci
cos 0L = x, sin Ol = j.

Deci, cosinusul si sinusul unghiului ascutit o0 — este abscisa si ordonata
punctului M al semicircumferintei unitare, care corespunde unghiului o.

Rezultatul obtinut indic, cum de formulat cosinusul si sinusul unghiul ar-
bitrar o, unde 0° <a<180°.

17 yﬂl
______ M (x; y)
y Moo sin o
o AN A i AW .
-1 0] x 1 x -1 cosaa O 1 x
Fig. 1.2 Fig. 1.3

Definitie. Cosinusul sisinusul unghiului o (0°<a<180°) se

numeste corespunzitor abscisa si ordonata punctului M al semicircumferintei,
care corespunde unghiului o (ﬁg 1.3).

Folosindune de aceastd definitie, se poate de exemplu, de stabilit, cd
sin 0° =0, cos 0° =1, sin 90° =1, cos 90° = 0, sin 180° = 0, cos 180° =—1.

Dacid M (x; ) — este un punct arbitrar al semicircumferintei unitare, atunci
-1<x<1si 0<y<1. Deci, pentru orice unghi o, unde 0°< < a <180°, avem:

0<sina<l,

-1<cosa<l.

Daci unghiul o — este unghi obtuz, atunci abscisa punctului ce corespunde
acestui unghi, este negativi. Deci, cosinusul unghiul obtuz este numir negativ.
Este adevirati si astfel de afirmatie: daci cos o < 0, atunci oL — este unghi obtuz
sau desfisurat.
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1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180° 7

Fig. 1.4

Din cursul de geometrie din clasa a 8-a voi cunoasteti, ci pentru orice unghi
ascutit o se executd inegalititile:

sin (90° — o) = cos O,
cos (90° — o) = sin o

Aceste formule rimén adevirate de-semeni pentru o = 0° si pentru o = 90°
(convingeti-vi de aceasta sine stititor).

Fie unghiurilor ot si 180° — o, unde o # 0°, 00 # 90° si o # 180°, le corespund
punctele M (xy; ;) si N (xy; y,) al circumferintei unitare (fig. 1.4).

Triunghiurile dreptunghice OMM, si ONN, sunt egale conform ipotenuzei
si a unghiului ascutit (OM = ON =1, ZMOM, = ZNON; = o). De aici y, = y,
si o, = —x;. Deci,

sin (180° — o) = sin @,
cos (180° — o) =—cos o

Convingeti-vi singuri, ci aceste egalititi rimin adevirate pentru o= 0°,
o =90° o = 180°.

Daci o — este unghi ascutit, atunci, dupi cum stiti din cursul de geometrie
din clasa a 8-a, este adevirati si identitatea, care se numeste identitatea fun-
damentala a trigonometriei:

sin?0L + cos?a =1

Aceasti identitate rimane adevidratd pentru o= 0°, o =90°, oo = 180°
(Convingeti-vi de aceasta sine stititor).
Fie o — este unghi obtuz. Atunci unghiul 180° — o este ascutit. Obtinem:
sin? oL + cos? o = (sin (180° — o))? + (—cos (180° — o))? =
= sin? (180° — o) + cos? (180° — o) = 1.
Deci, egalitatea sin” ot + cos” o0 = 1 se executd pentru toate unghiurile
0°<a<180°.
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8 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

Definitie. Cosinusul unghiului o, unde 0° <o <180° sia # 90°,se
sin o

numeste raportul , adica

COSs O

tg o= sin o

COSs O

Deoarece cos 90° = 0, atunci tg o nu este determinata pentru o, = 90°.

Evident, i fiecirui unghi o (0° <o <180°) ii corespunde un singur punc-
tul al circumferintei unitare. Deci, fiecirui unghi o ii corespunde un singur
numdr, care este valoarea sinusului (cosinusului, tangentei pentru o # 90°). De
aceea dependenta valorii sinusului (cosinusului, tangentei) de mirimea unghiu-
lui este functionali.

Functiile f{a) = sin o, g(a) = cos a, (o) = tg o, care corespund acestor
dependente functionale, se numesc functii trigonometrice ale unghiului o.

O—w Problema 1. Demonstrati, ci tg(180° — o) = —tg 0.
Rezolvare
tg (180° — 1)

=sin(180°—0c)= sin o =_sin0c=_tg:0(.4

cos (180°-a) —cosa cos o

Problema 2. Aflati sin 120°, cos 120°, tg 120°. 5
Rezolvare. Avem: sin120° = sin (180° - 60°) = sin 60° = ?3;

c05120° = cos (180° — 60°) = —cos 60° = —%;

") tg120° = tg (180°-60°) = —tg 60° = —\/§. <
® |
Care semicircumferintd se numeste unitara?

Explicati, in ce caz se vorbeste, ca unghiul o corespunde punctului M al
circumferintei unitare.

Ce se numeste sinusul unghiului o, unde 0° < o < 180°?

Ce se numeste cosinusul unghiului o, unde 0° < o, < 180°?

Cu ce este egal sin 0°, cos 0°, sin 90°, cos 90°, sin 180°, cos 180°?

Tn ce limite se afl3 valorile sin o, dacd 0° < o < 180°?

Tn ce limite se afl3 valorile cos o, daci 0° < o < 180°?

Ce fel de numar - pozitiv sau negativ — este sinusul unghiului ascutit? sinusul
unghiului obtuz? cosinusul unghiului ascutit? cosinusul unghiului obtuz?

Ce fel de unghi este unghiul o, dacé cos o < 0?

10. Cu ce este egal sin (180° - a)? cos (180° - a1)?

N =

® NV RW

w
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1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180° 9

11. Cum sunt legate intre ele sinusul si cosinusul unuia si aceluiasi unghi?
12. Ce se numeste tangenta unghiului o, unde 0° < o0 < 180° si ov # 90°?

13. De ce tg o nu este determinata pentru oo = 90°?

14. Ce nume general au functiile f{o) = sin o, g (o) = cos o si A (0r) = tg o?

\, INSARCINARI PREACTICE T

1.1.° Desenati o semicircumferinti unitard, luind ca unitar astfel de segment,
lungimea ciruia este de 5 ori mai mare decit latura pitritelului de caiet.
Construiti unghiul, varful ciruia este originea de coordonate, iar una din
laturi — semiaxa pozitivd a axei absciselor si:

. .. 1 . . .
1) cosinusul ciruia este egal cu g; 4) sinusul ciruia este egal cu 1;
2) cosinusul ciruia este egal cu —0,4; 5) cosinusul ciruia este egal cu 0;
3) sinusul ciruia este egal cu 0,6; 6) cosinusul ciruia este egal cu —1.

EXERCITII E—

1.2.° Cu ce este egal: 1
1) sin (180° — o), dacd sin o = 3’

2) cos (180° — o), daci cos 0. = 0,7;
3) cos (180° — o), daci cos o = —%;

4) tg (180° — o), daci tg oo = =5?

1.3.° Unghiurile o si B sunt aliturate (adiacente), cos o = —%.
1) aflati cos B.
2) care din unghiurile o si B este ascutit, si care — obtuz?

1.4.° Gisiti valoarea expresiei:
1) 2 sin 90° + 3 cos 0° 4) 6 tg 180° + 5 sin 180°%
2) 3sin 0° — 5 cos 180°; 5) cos? 165° + sin® 165°;
3) tg23Y-tg0 ¥tg 106  6) SO *sin90°
1.5.° Calculati:
1) 4 cos 90° + 2 cos 180° — tg 180°;
2) cos 0° — cos 180° + sin 90°.

cos 0° — cos 90°
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10 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

1.6.° Cu se este egal sinusul unghiului, daci cosinusul lui este egal cu:

1)1; 2) 0?

1.7.° Cu se este egal cosinusul unghiului, daci sinusul lui este egal cu:

1)1; 2) 0?
1.8.° Aflati sin 135°, cos 135°, tg 135°.
1.9.° Aflati sin 150°, cos 150°, tg 150°.

1.10.° Existd oare unghiul o, pentru care:

1 3
1) sino==; 3) cosa=—;
2 5

2) sin o0 = 0,3; 4) cos o0 = —0,99;
1.11.° Gasiti:

1) cos 0, dacd sina =

2) cos o, daci sin o =

5) tg o, dacd sin o = % si 90°< o <180°.

1.12.° Gisiti:

. 5
1) cos o, dacd sin o = —;
13
) . 1
2) sin o, dacid cos o = E;
= 5 : No o
3) tg o, daci cosa = si 0°<a<90°.

5) cos o. = 1,001;

6) sino = %?

1.13.° Este oare corectd afirmatia (argumentati rispunsul):
1) cosinusul unghiului ascutit este mai mare decat cosinusul unghiului

obtuz;

2) existi un unghi obtuz, sinusul si cosinusul ciruia sunt egale;

3) existd unghiul, sinusul si cosinusul ciruia este egal cu zero;

4) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu un numir negativ;
5) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu un numir negativ;

6) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu zero;
7) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu zero;
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1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180° 1"

8) cosinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu —1;
9) sinusul unghiului unui triunghi poate fi egal cu 1;
10) sinusul unghiului, diferit de cel drept, este mai mic decit sinusul unghiului
drept;
11) cosinusul unghiului desfisurat este mai mic decit cosinusul unghiului,
diferit de cel desfisurat;
12) sinusurile unghiurilor adiacente sunt egale;
13) cosinusurile unghiurilor adiacente neegale sunt numere negative;
14) daci cosinusurile unghiurilor sunt egale atunci si unghiurile sunt egale;
15) daci sinusurile unghiurilor sunt egale atunci si unghiurile sunt egale;
16) tangenta unghiului ascutit este mai mare decit tangenta unghiului obtuz?
1.14.° Comparati cu zero valorile expresiei:
1) sin 110° cos 140°; 3) sin 128° cos? 130° tg 92°%
2) sin 80° cos 100° cos 148°; 4) sin 70° cos 90° tg 104°.
1.15. Aflati valoarea expresiei:
1) 2 sin 120° + 4 cos 150° — 2 tg 135°;
2) 2 cos® 120° — 8 sin? 150° + 3 cos 90° cos 162°;
3) cos 180° (sin 135° tg 60° — cos 135°)%.
1.16.° Cu ce este egald valoarea expresiei:
1) 2 sin 150° — 4 cos 120°;
2) sin 90° (tg 150° cos 135° — tg 120° cos 135°)*

1.17. Gisiti valorile expresiei, firi a folosi calculatorul de buzunar:

sin 181 P cos 18Y 3 tg 18Y
sin 162Y cos162Y tg 162Y
1.18.* Gisiti valorile expresiei, firi a folosi calculatorul de buzunar:
sin 28Y P cos 497 3) tg 14Y
sin152Y cos131Y tg 166Y

1.19.° Aflati suna pitratelor sinusurilor tuturor unghiurilor triunghiului drept-
unghic.

1.20.° Aflati suna pitratelor cosinusurilor tuturor unghiurilor triunghiului
dreptunghic.

1.21.°In triunghiul 4BC este cunoscut, ¢i ZB = 60°, punctul O — este centrul
circumferintei inscrise. Cu ce este egal cosinusul unghiului 4/OC?

1.22.° Punctul O — este centrul, circumferintei inscrise In triunghiul 4BC,

cos ZBOC = —?. Gisiti unghiul 4 al triunghiului.
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12 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

1.23. inilgimea paralelogramului, dusid din varful unghiului obtuz, este egali
cu 5 cm si imparte latura paralelogramului in jumitate. Unghiul ascutit al
paralelogramului este egal cu 30°. Aflati diagonale paralelogramului, dusi
din vérful unghiului obtuz, si unghiurile, care le creeazi ea cu laturile pa-
ralelogramului

1.24. Dreapta CE este paraleld laturii laterale 4B ale trapezului ABCD si imparte
baza AD in segmentele AE si DE astfel, ci AE = 7 cm, DE = 10 cm. Gisiti
linia medie a trapezului.

/5%
/2 X7 NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI™

1.25. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 8 cm si 11 cm. Poate oare un-
ghiul, opus laturii cu lungimea de 8 cm, si fie:
1) obtuz; 2) drept?
Argumentati raspunsul.

1.26. In triunghiul ABC este dusi inidltimea BD, £A4 = 60°, £C = 45°,
AB =10 cm. Aflati latura BC.

1.27. Aflati indltimea BD al triunghiului ABC si si proiectia laturii 4B pe latura
AC, daci ZBAC =150°, AB =12 cm.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

1.28. Aritati ci orice triunghi se poate de tiiat in 3 pirti astfel, cd dine pirtile
obtinute se poate de alcituit un dreptunghi.

2. Teorema cosinusurilor

Din primul criteriu de egalitate a triunghiurilor reiese, ci doui laturi si
unghiul intre ele triunghiului determini univoc triunghiului. Deci, conform
elementelor mentionate se poate, de exemplu, de gisit a treia laturd a triunghiului.
Cum se poate aceasta de ficut, arati astfel de teorema.

Teorema 2.1 (Teorema cosinusurilor). Pitratul unei laturi a tri-
unghiului este egald cu suma patratelor altor doud laturi minus produsul indoit
al acestor laturi si cosinusul unghiului cuprins intre ele.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs nigpyvyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



2. Teorema cosinusurilor 13

Demonstratie. © Si cercetim triunghiul ABC. Vom demonstra, de
exemplu, ci
BC? = AB® + AC* -2AB- AC-cos A.
Sunt posibile trei cazuri:
1) Unghiul 4 este ascutit;
2) Unghiul 4 este obtuz;
3) Unghiul 4 este drept.
Primul caz. Fie unghiul 4 este ascutit, atunci mécar unul din unghiurile B
sau C nu este ascutit.
e Fie ZC < 90°. Ducem inaltimea BD. Ea in intregime apartine triunghiului
ABC (fig. 2.1).
In triunghiul dreptunghic 4BD:
BD=AB-sin A, AD = AB-cos A.
In triunghiul dreptunghic BDC: BC? = BD? + CD? =
— BD® + (AC — AD)? = AB? -sin® A + (AC — AB-cos A)* =
= AB’-sin® A+ AC* -2AC-AB-cos A+ AB”-cos® A =
= AB®-(sin® A + cos® A)+ AC®* —2AC-AB-cos A =
= AB* + AC* -2AB- AC - cos A.

B B
A D c D A C
Fig. 2.1 Fig. 2.2

e Fie unghiul ZB < 90°. Ducem iniltimea triunghiului #BC din vérful
unghiului C. Ea in intregime apartine triunghiului 4BC. Demonstrarea pentru
acest caz este analogici celei cercetate mai sus. Demonstrati-o sine stititor.

Cazul doi. Fie unghiul A4 este obtuz. Ducem iniltimea BD triunghiul ABC
(fig.2.2).

In triunghiul dreptunghic 4BD: BD = AB-sin ZBAD =

= AB-sin (180° - Z/BAC) = AB-sin /BAC,
AD = AB-cos £LBAD = AB-cos(180° - £ZBAC) = -AB-cos £LBAC.
In triunghiul dreptunghic BDC: BC* = BD? + CD? =
= BD? +(AC + AD)®* = AB® -sin® ZBAC + (AC — AB-cos ZBAC)? =
= AB® + AC* -2AB- AC -cos ZBAC.

MpaBo anst 6e3onnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



14 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

Cazul trei. Fie unghiul 4 este drept (fig. 2.3). Atunci cos 4 = 0. Trebuie de
demonstrat, ci BC* = AB* + AC?. aceasti egalitate reiese di teorema lui Pitago-

ra pentru triunghiul 4BC. 4

B . . . <
Demonstrarea teoremei cosinusurilor arata, feorema

lui Pitagora este un caz aparte al teoremei cosinusurilor,
iar teorema cosinusurilor este generalizarea teoremei lui
Pitagora.
A C Daci ne vom folosi de insemnirile pentru lungimile
laturilor si mirimilor unghiurilor triunghiului ABC (vezi
Fig. 2.3 forzatul), atunci, de exemplu, pentru o latur, lungimea
cireia este egald cu 4, se poate scrie:

a?=b*+c*—2bccos o

Cu ajutorul teoremei cosinusurilor, cunoscind trei laturi ale triun-
ghiului, se pateu determina, daci el este ascutitunghic, obtuzunghic sau
dreptunghic.

Teorema 2.2(consecintd din teorema cosinusurilor). Fiea,
b si c— lungimile laturilor triunghiului, totodatd a — lungimea laturi mai mari
a lui. Daca @* < b + &, atunci triunghiul este ascutitunghic. Dacd a’ > b + &,
atunci triunghiul este obtuzunghic. Daca o’ = b’ + ¢, atunci triunghiul este
dreptungbhic.

Demonstratie.© Conform teoremei cosinusurilor

@ =0+ - 2bc cos a.

De aici 24c cos ou = 2 + 2 — a2

Fie a? < £ + 2. Atunci # + & — &? > 0. De aici 24¢ cos o > 0, adici cos o > 0.
De aceea unghiul o este ascutit.

Deoarece a—este lungimea celei mai mari laturi a triunghiului, atunci acestei
laturi i se opune cel mai mare unghi, care, dupd cum am demonstrat, este ascutit.
Deci, in acest caz triunghiul este ascutitunghic.

Fie @ > £ + . Atunci £ + & — a? < 0. De aici 24¢ cos o < 0,adici cos o < 0.
De aceea unghiul o este obtuz.

Fie a? = £* + . Atunci 24c cos o0 = 0. De aici
cos o, = 0. Deci, o0 = 90°. In acest caz triunghiul este

dreptunghic. <

O—w Problema 1. Demonstrati, ci suma pi- a a
tratelor diagonalelor paralelogramului este egald cu
suma pitratelor tuturor laturilor lui. A b D

Rezolvare. In figura 2.4. este prezentat parale-
logramul 4BCD. Fig. 2.4
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2. Teorema cosinusurilor 15

Fie AB= CD = a, BC= AD = b, /BAD = 0, atunci ZADC = 180° — .
Din triunghiul ABD dupi teorema cosinusurilor obtinem:

BD? = g* + & — 2ab cos O (1)
Din triunghiul ACD dupi teorema cosinusurilor obtinem:

AC? = 2%+ b — 2ab cos (180° — o). De unde

AC? = 2 + b + 2ab cos o.. ()
Adunand egalititile (1) si (2), obtinem:

BD?*+ AC* =24 + 20°. 4

Problema 2. In triunghiul ABC latura 4B este cu 4 cm mai mare ca latura
BC, ZB =120°,4C = 14 cm. Gisiti laturile 4B si BC.
Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilor
AC? = AB? + BC* —-2AB - BC - cos B.
Fie BC=x cm, x > 0, atunci AB = (x + 4) cm.
Obtinem:
142 = (x + 4)* + x> — 2x (x + 4) cos 120

196=x2+8x+16+x2—2x(x+4)-(—%);

196 =247 + 8x + 16 + x (x + 4);
3% +12x—-180 =0;
x? + 4x— 60 =0;
x, = 65 2, =—10.
Ridicina 10 nu satisface conditia x > 0.
Deci, BC=6 cm, 4B =10 cm.
Raspuns: 10 cm, 6 cm. <

Problema 3. Pe latura AC al triunghiului ABC este marcat punctul D
astfel, cd CD : AD =1 :2. Calculati segmentul BD, daci 4B =14 cm,
BC=13cm,AC=15 cm.

Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilor di triunghiul ABC (fig. 2.5)
vom obtine:
AB? = AC? + BC* —2AC - BC -cosC.

A
.. AC® + BC? - AB?
De aici cosC = AU +8Y — AP
2AC- BC
_15%+18°-14> 225+169-196 33 D
2-15-13 2-15-13 65
. 1 B c
Deoarece CD : AD =1:2, atunci CD = gAC =
=5 (cm). Fig. 2.5
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16 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

Atunci di triunghiul BCD obtinem:
BD? = BC? + CD? — 2BC-CD - cos C = 182 + 52 —2-13-5-§=128.

Deci, BD =+/128 =8+/2 (cm).
Raspuns: 82 cm. <

Problema 4. Doui laturi ale triunghiului sunt egale cu 23 cm, si 30 cm,
iar mediana, dusi la cea mai mare laturi cunoscutd, — 10 cm. Gisiti latura treia
a triunghiului.

Rezolvare. Fie in triunghiul ABC este cunoscut, ci AC =23 cm,
BC =30 cm, segmentul AM — mediand, AM = 10 cm.

Pe prelungirea segmentului 4M dupi punctul M segmentul MD, care este
egal cu mediana AM (fig. 2.6). Atunci 4D = 20 cm.

In patrulaterul ABDC diagonalele 4D si BC sunt impirtite in jumitate de
citre punctul M (BM = MC dupi conditie, M = MD dupi constructie). Deci,
patrulaterul ABDC — este paralelogram.

Deoarece suma pitratelor diagonalelor paralelo-
gramului este egald cu suma pitratelor laturilor lui
(vezi problema cheie nr. 1), atunci

AD?*+ BC* =2 (AB? + AC?).

Totodati

20%+ 302 =2 (AB? + 23%);
400 + 900 = 2 (AB? + 529);
AB? =121,
AB =11 cm.
Raspuns: 11 cm. <

Fig. 2.6

1. Formulati teorema cosinusurilor.

2. Triunghiul culaturile g, 4 si ¢, unde a este lungimea celei mai mari laturi a lui, este
ascutitunghic, dreptunghic, sau obtuzunghic, daca:
N@<P+2ad>0+ 3)a?=b0+c2?

3. Cum sunt legate intre ele diagonalele si laturile paralelogramului?

EXERCITII B

2.1.° Gisiti latura necunoscuti a triunghiului #BC, daci:
1) AB=5 cm,BC =8 cm, /B = 60°;
2) AB=3 cm, AC =2+/2 cm, ZA = 135°.
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2. Teorema cosinusurilor 17

2.2.° Aflati latura necunoscuti a triunghiului DEF, daci:
1) DE =4 cm, DF =2+/3 cm, 2D = 30°%
2) DF=3 cm, EF=5cm, ZF=120°.

2.3.° Laturile triunghiului sunt egale cu 12 cm, 20 cm si 28 cm. Gisiti cel mai
mare unghi al triunghiului.

2.4.° Laturile triunghiului sunt egale cu J18 cm, 5 cm si 7 cm. Gisiti unghiul
mijlociu dupd mérime al triunghiului.

2.5.° Stabiliti, cum este ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic triunghiul,
laturile caruia sunt egale cu:
1)5Scem,7 cmsi 9 cm; 3) 10 cm, 15 cm si 18 cm.
2)5 cm, 12 cm si 13 cmy;

2.6.° Laturile triunghiului sunt egale cu 7 cm, 8 cm si 12 cm. Este oare triun-
ghiul dat ascutitunghic?

2.7.° Demonstrati ci triunghiul cu laturile 8 cm, 15 cm §i 17 cm este drept-
unghic.

2.8.° Laturile paralelogramului sunt egale 2 V2 cm si 5 cm, iar unu din unghiuri
este egal cu 45°. Aflati diagonalele paralelogramului.

2.9.°Tn trapezul ABCD este cunoscuit,ci BC || AD, BC=3 cm, 4D =10 cm,
CD =4 cm, /D = 60°. Aflati diagonalele trapezului.

2.10.° Pe latura 4B a triunghiului echilateral ZBC este plasat punctul D astfel,
caAD : DB =2 : 1. Gisiti segmentul CD, daci 4B = 6 cm.

2.11.° Pe ipotenuza 4B a triunghiului dreptunghic ZBC este plasat punctul M/
astfel, ca AM : BM =1 : 3. Gisiti segmentul CM, daci AC = BC =4 cm.

2.12.° Doui laturi ale triunghiului sunt egale cu 3 c¢m, si 4 cm, iar sinusul un-

Ly . 35 . . . . .
ghiului cuprins intre ele este egal cu T Aflati a treia laturd a triunghiu-

lui. Cite solutii are problema?

2.13.°In triunghiul #BC este cunoscut, ci ZC = 90°,4C = 20 cm, BC =15 cm.
Pe latura 4B este insemnat punctul M astfel, ci BM =4 cm. Aflati seg-
mentul CM.

2.14.° Pe continuarea ipotenuzei 4B a triunghiului isoscel dreptunghic 4BC
dupi punctul B este notat punctul D astfel, ci BD = BC. Gisiti segmentul
CD, daci cateta triunghiului 4BC este egali cu a.
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18 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

2.15.1In triunghiul 4BC este cunoscut,ci ZC = 90°, 4B = 13 cm,4C =12 cm.
Pe continuarea ipotenuzei 4B dupi punctul B este insemnat punctul M astfel,
cd BD = 26 cm. Aflati segmentul CD.

2.16." Centrul circumferintei, inscrise in triunghiul dreptunghic, se afld la
distantele @ si 4 de la capetele ipotenuzei. Aflati ipotenuza triunghiului.

2.17.* Punctul O — centrul circumferintei, inscrise in triunghiul ABC, BC = a,
AC = b, ZAOB = 120°. Gisiti latura 4B.

2.18.° Doui laturi ale triunghiului, unghiul dintre care este egal cu 60°, se raporti
ca 5 :8,iar a treia laturd este egald cu 21 cm. Aflati laturile necunoscute ale
triunghiului.

2.19.* Doui laturi ale triunghiului se raportd ca 1: 2 J3 si si creeazd unghiul,
mirimea cdruia este de 30°. A treia laturd a triunghiului este egald cu 2 J7

cm. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului.

2.20.° Suma a doui laturi ale triunghiului, care formeaza un unghi cu mirimea
de 120°, este egald cu 8 cm, iar lungimea laturii a treia — 7 cm. Aflati laturile
necunoscute ale triunghiului.

2.21.° Doui laturi ale triunghiului, unghiul dintre care este de 120°, se raporti
ca 5 : 3. Gisiti laturile triunghiului daca perimetrul lui este de 30 cm.

2.22.* Doui laturi ale triunghiului, sunt egale cu 16 cm si 14 cm, unghiul opus
laturii mai mici din cele cunoscute, este egal cu 60°. Aflati latura necunoscuti
a triunghiului.

2.23.° Doui laturi ale triunghiului, sunt egale cu 15 cm si 35 ¢cm, unghiul opus
laturii mai mici din cele cunoscute, este egal cu 120°. Aflati perimetrul
triunghiului.

2.24.° Pelatura BCa triunghiului 4BC este notat punctul D astfel,ci CD = 14 cm.
Aflati segmentul 4D, dacid 4B = 37 cm, BC = 44 cm si AC = 15 cm.

2.25.* Pe latura 4B a triunghiului 4BC este notat punctul X iar pe prelungi-
rea laturii BC dupi punctul C — punctul M. Gisiti segmentul MK, dacid
AB=15cm,BC=7 cm,AC=13 cm, AK = 8 cm, MC =3 cm.

2.26.* O laturi a triunghiului este de doui ori mai mare decit alta, iar unghiul
cuprins intre ele alcatuieste 60°. Demonstrati ci acest triunghi este drept-
unghic.

2.27.° Demonstrati, ci atunci cand pitratul laturii triunghiului este egald cu
suma pitratului necomplet a altor doud laturi, atunci unghiul opus acestei
latri este egal cu 120°.
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2. Teorema cosinusurilor 19

2.28.* Demonstrati, ci atunci cand pitratul laturii triunghiului este egald cu
diferenta patratului necomplet a altor doud laturi, atunci unghiul opus acestei
latri este egal cu 60°.

2.29.* Doui laturi ale paralelogramului, sunt egale cu 7 cm si 11 cm, iar una
dina diagonale — 12 cm. Aflati cea de-a doua diagonala.

2.30.* Diagonalele paralelogramului, sunt egale cu 13 cm si 11 cm, iar una dina
laturi — 9 cm. Aflati perimetrul paralelogramului.

2.31.* Diagonalele paralelogramului, sunt egale cu 8 cm si 14 cm, iar una
dina laturi este cu 2 cm mai mare ca alata. Aflati laturile paralelogra-
mului.

2.32.° Laturile paralelogramului, sunt egale cu 11 cm si 23 cm, iar diagonalele
se raportd ca 2 : 3. Aflati diagonalele paralelogramului.

2.33.* In trapezul ABCD se cunoaste, ci AD || BC, AB=5cm, BC=9 cm,
AD =16 cm, cos A = - Gisiti latura CD a trapezului.

2.34.In trapezul ABCD se cunoaste,ci AD || BC, AB= J15 cm,BC=6cm,
AD =4 cm, AD =11 cm. Gisiti cosinusul unghiului D a trapezului.

2.35.>* Aflati diagonala AC a patrulaterului ABCD, daci in jurul lui se poa-
te circumscrie o circumferintd si 4B =3 cm, BC=4cm, CD =5 cm,
AD =6 cm.

2.36." Se poate oare circumscrie o circumferinti la patrulaterul ABCD, daci
AB=4cm,AD =3 cm,BD =6 cm i ZC=30°7

O—w 2.37.~ Demonstrati, ci unghiului mai marea a paralelogramului i se
opune diagonala cea mare. Formulati si demonstrati afirmatia inversa.

2.38.* Laturile triunghiului sunt egale cu 12 ¢cm, 15 cm si 18 cm. Aflati bisec-
toarea triunghiului dusi din varful unghiului mai mare.

2.39.” Baza triunghiului isoscel este egald cu 5 cm, iar latura laterald —
20 cm. Aflati bisectoarea triunghiului, dusi din varful unghiului de la
baza lui.

2.40." Laturile triunghiului sunt egale cu 16 cm, 18 cm si 26 cm. Aflati mediana
triunghiului dusi la latura lui mai mare.

2.41." Baza triunghiului isoscel este egald cu 4 /2 cm, iar mediana, dusi la

latura laterald, — 5 cm. Aflati mirimea laturii laterale a triunghiului.
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20 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

2.42.** Doui laturi ale triunghiului sunt egale cu 12 cm si 14 c¢m, iar mediana,
dusi la latura a treia, — 7 cm. Aflati latura necunoscuti a triunghiului.

2.43.1In triunghiul ABC'se cunoaste,ci 4B = BC, ZABC = 120°. Pe prelungirea
segmentului 4B dupi punctul B este notat punctul D astfel, ci BD = 24B.
Demonstrati, ci triunghiul ACD este isoscel.

O—w 2.44. Demonstrati, ci in triunghiul cu laturile 4,  si ¢ se executi egali-
1 . . e e <
tatea m, =2 V2a® +2b° - ¢, unde m, — este mediana triunghiului, dusi la

latura, lungimea cireia este egali cu c.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

2.45.1In circumferinta sunt duse diametrul AC si coarda 4B, care este egald cu
raza circumferintei. Aflati unghiurile triunghiului 4BC.

2.46. Unul din unghiurile create la intersectia bisectoarei unui unghi a paralelo-
gramului cu una dina laturile lui, este egald cu un unghi al paralelogramului.
Gisiti unghiurile paralelogramului.

2.47. In triunghiul ABC este inscris paralelogramul ADEF astfel, ci unghiul A la

ele este comun, iar punctele D, E si F'apartin corespunzitor laturilor 4B, BC
1 AC a triunghiului. Aflati laturile paralelogramului ADEF, daci 4B = 8 cm,
AC=12 ecm, AD : AF=2:3.

Q
,&' NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI =

2.48. Aflasi unghiul ADC (fig. 2.7), daci ZABC = 140°.

D

B C
Fig. 2.7 Fig. 2.8 Fig. 2.9
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3. Teorema sinusurilor 21

2.49. Aflasi unghiul 4BC (fig. 2.8), daci £ADC = 43°.

2.50. Segmentul 4B este diametrul circumferintei, raza cireia este egali cu R,

ZABC = o (fig. 2.9). Aflati coarda AC.

3. Teorema sinusurilor

In timpul demonstririi unui sir de teoreme si rezolvarea multor probleme
se foloseste astfel de lema.

L ema. Coarda circumferintei este egald cu produsul diametrului si a sinusului
oricdarui unghi inscris , care este intins de aceastd coardd.

Demonstratie.® In Figura 3.1 segmentul MN — coarda circumferintei ci
centrul O. Ducem diametrul MP. Atunci ZMNP = 90° ca unghi inscris, ce este
intins de diametru. Fie mirimea unghiului
inscris MNP egali cu o.. Atunci din triunghiul
dreptunghic MPN obtinem:

MN=MPsino. (1)

Toate unghiurile inscrise, care sunt intinse
de coarda MN, sunt egale cu o sau 180° — a.
Deci, sinusurile lor sunt egale. De aceea
egalitatea obtinutd (1) este adeviratd pentru
toate unghiurile inscrise, care sunt intinse de
coarda MN. <

Din alti criteriu de egalitate a triunghiului
reiese, ci latura si doud unghiuri aliturate ei Fig. 3.1
determind univoc triunghiul. Deci, conform
elementelor indicate se pot gisi alte doud laturi ale triunghiului. Cum se poate
de ficut aceasta, ne arati astfel de teorema.

Teorema 3.1 (teorema sinusurilor). Laturile triunghiului sunt
proportionale sinusurilor unghiurilor opuse lor.

Demonstratie.© Fie in triunghiul ABC este cunoscut, ci 4B = ¢, BC = a,
CA = b.Vom demonstra ci

a b ¢

sinA sinB sinC’
Fie raza circumferintei circumscrise a triunghiului ABC este egald cu R.
Atunci conform lemei a = 2R sin 4,5 = 2R sin B, c = 2R sin C. De aici

a b c

=2R |«

sinA sinB sinC
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Consecinta. Raza circumferingtei circumscrise unui triunghi, poate fi
calculata conform formulei

a

R= ,
2sina

unde a este lungimea laturii triunghiului, o. — marimea unghiului opus acestei
laturi.

Problema1.In triunghiul /BC este cunoscut,ci AC = J2 cm,BC=1 cm,
ZB = 45°. Aflati unghiul 4.
Rezolvare. Dupi teorema sinusurilor
BC _ AC

sinA sin B

Atunci
BCsinB 1-sin45° 2 1
= = — \/5 = —.
AC J2 2 2
Deoarece BC < AC,atunci ZA < ZB. Deci, unghiul A4 — este ascutit. De aici,

sin A =

. . . 1 .
luand in considerarea, ci sin A = 2’ obtinem /4 = 30°.
Raspuns: 30°. <

Problema2.In triunghiul /BC este cunoscut,ci AC = J2 cm,BC=1 cm,
ZA =30°. Aflati unghiul B. AC

.. . BC .
Rezolvare. Conform teoremei sinusurilor —— = ——. Atunci
sinA sinB

ACsinA 2
BC 2’

sin B =

Deoarece BC < AC, atunci /4 < ZB. Atunci unghiul B poate fi precum
ascutit, asa si obtuz. De aici ZB = 45° sau ZB = 180° — 45° = 135°.
Rispuns: 45° sau 135°. <

Problema 3. Pe latura 4B a triunghiului ABC este notat punctul D
astfel,cd ZBDC =v,A4AD = m (fig. 3.2). Aflati segmentul BD, daci Z4 = o,
ZB=0.

Rezolvare. Unghiul BDC — unghi exterior al triunghiului #DC. Atunci
LACD + £A = ZBDC, de aici ZACD =y — q.

Din triunghiul #ADC conform teoremei sinusurilor obtinem:

cD _ AD
sin ZCAD  sin ZACD'
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3. Teorema sinusurilor 23

ADsin /CAD  msina ¢
sin ZACD sin (y — o) )
Din triunghiul BCD dupi teoreme sinusurilor

Deci, CD =

obtinem:
BD __CD ‘ Y B
sin ZBCD sin ZCBD A m D B
Deci,
BD = CD sin Z/BCD _ Fig. 3.2
sin ZCBD

_ msinasin(180°~(B+y))  msinasin(B+7)

sin B sin (y — o) sin B sin (y — o) )

m sin o sin (f + y)

Raspuns:

sin B sin (y — a) )

Problema 4. Segmentul BD — este bisectoarea triunghiului 4BC,
ZABC =30°, £C =105° (fig. 3.3). Gisiti raza circumferintei circumscrise tri-
unghiului ABC, daci daci raza circumferintei circumscrise triunghiului BDC,

este egalid cu 86 cm.

C Rezolvare. Fie R, — este raza circumferintei
circumscrise triunghiului BDC, R, =86 cm.
D .
Deoarece segmentul BD — este bisectoarea
1
A B triunghiului, atunci ZCBD = EAABC =15°,
Fig. 3.3 Din triunghiul BDC vom obtine:

/BDC=180°—-(£CBD + £C) =180° -
(15° +105°) = 60°.
BC

Conform consecintei din teorema sinusurilor —————— = R,. De aici
2sin ZBDC

BC = 2R, sin ZBDC = 2-8/6 sin 60° = 24 /2 (cm).
Din triunghiul ABC vom obtine:
Z/A=180° - (LABC + £C) = 180° — (30° + 105°) = 45°.

Fie R — raza ciutati a circumferintei, circumscrise triunghiului 4BC.

- =R, deaici R = B¢ _ 242 =24 (cm).
2sin A 2sin A 2sin 45°

Atunci

Riaispuns: 24 cm. <4
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.vg

1. Cum de gasit coarda, daca este cunoscut diametrul circumferintei si unghiul
nscris, care este intins de aceastd coarda?

2. Formulati teorema sinusurilor.

3. Cum de gasit raza circumferintei circumscrise triunghiului cu latura  si a unghiului
oL opus acestei laturi?

—
W EXERCITIl M

3.1.° Aflati latura BC a triunghiului ABC, prezentat in figura 3.4. (lungimea
segmentului este datd in centimetri).

B
4
45° B
62 6
A 60°
A 45°
a2 © A C
Fig. 3.4 Fig. 3.5

3.2.° Aflati unghiul 4 al triunghiului ABC, prezentat in figura 3.5. (lungimea
segmentului este datd in centimetri).

3.3.° Aflati latura 4B a triunghiului 4BC, daci AC = J6 cm, /B =120°,
ZC=45°.

3.4.°In triunghiul 4ABC este cunoscut, ci 4B = 12 cm, BC = 10 cm, sin 4 = 0,2.
Gisiti sinusul unghiului C.

3.5.20In triunghiul DEF este cunoscut, ci DE =16 cm, £ZF = 50°, £D = 38°.
Gisiti latura EF.

3.6.°In triunghiul MKP este cunoscut, ci KP= 8 cm, ZK =106°, ZP = 32°.
Gsiti latura MP.

3.7.° Pentru Determinarea distantei de la punctul 4 pani la clopotnita B care se
afld pe al mal al unui rau (fig. 3.6), cu ajutorul jaloanelor, ruletei si a dispo-
zitivului de misurare a unghiurilor (teodolitul) s-a insemnat pe loc punctul
C astfel, ca ZBAC =42°, ZACB = 64°, AC =20 m. Cum de aflat distanta
de la punctul 4 pani la clopotniti B? Aflati aceastd distanti.
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Fig. 3.6

3.8.°In triunghiul 4BC este cunoscut, ci BC = a, /A4 =a, ZC =Y. Gisiti la-
turile 4B si AC.

3.9.° Diagonala unui paralelogram este egald cu &'si creeazi cu laturile lui un-
ghiurile o si . Aflati laturile paralelogramului.

3.10.° Aflati unghiul A al triunghiului #ABC, daci:
1) AC=2cm,BC=1cm, £LB=135%
2) AC=+2 cm, BC =3 cm, ZB = 45°.

Cate solutii are problema in fiecare din cazuri? Argumentati rispunsul.

3.11.° Existd oare un astfel de triunghi ABC, ca sin 4 =0,4, AC=18 cm,
BC = 6 cm? Argumentati rispunsul.

3.12.°In triunghiul DEF este cunoscut, ci DE = 8 cm, sin /= 0,16. Gisiti raza
circumferintei circumscrise triunghiului DEF.

3.13.° Raza circumferintei circumscrise triunghiului MKP, este egald cu 5 cm,
sin M = 0,7. Gisiti latura KP.

3.14.° Pe prelungirea laturii 4B al triunghiului #BC dupi punctul B s-a notat
punctul D. Gisiti raza circumferintei circumscrise triunghiului 4CD, daci
ZABC = 60°, ZADC = 45°, iar raza circumferintei, circumscrise triunghiului
ABC, este egali cu 4 cm.

3.15." Raza circumferintei circumscrise triun- B
ghiului 4BC este egali cu 6 cm. Gisiti raza B
circumferintei circumscrise triunghiului 40C,
unde O este punctul de intersectie a bisectoa-
relor triunghiului #BC, daci ZABC = 60°.

3.16." Folosind datele din figura 3.7, aflati ¢ 7 D ! A
segmentul 4D, daci CD = a, ZBAC =Y,
ZDBA = . Fig. 3.7
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3.17.° Folosind datele din figura 3.8, aflati seg- A
mentul AC, daci BD = m, ZABC = q,
Z/ADC = .
3.18.° Pe latura 4B a triunghiului 4BC s-a
insemnat punctul M astfel, ci ZAMC = @.
Aflati segmentul CM, daci AB=¢, /A4 =q, a B
ZACB =. ¢ B m
3.19." In triunghiul 4BC este cunoscut, ci /A =
= o, ZB = f. Pe latura BC s-a notat punctul
D astfel, ci ZADB = @, AD = m. Aflasi latu-
ra BC.

3.20.* Demonstrati, ca bisectoarea triunghiului imparte latura lui in segmente,
lungimile cirora sunt invers proportionale sinusurilor unghiurilor adiacente
la aceasti laturi.

3.21." Doui laturi ale triunghiului sunt egale cu 6 cm i 12 cm, iar iniltimea
dusi la a treia laturd — 4 cm. Aflati raza circumferintei circumscrise acestui
triunghi.

3.22.° Aflati raza circumferintei circumscrise unui triunghi isoscel cu baza egala
cu 16 cm si latura laterald cu 10 cm.

3.23.* O laturi a uni triunghi este egald cu 24 cm, iar raza circumferintei cir-
cumscrise lui — 84/3 cm. Cu ce este egal unghiul triunghiului, opus laturii

date?

3.24.° Traseul pentru biciclisti are o formi de triunghi, doui unghiuri ale ciruia
sunt egale cu 50° si 100°. Latura mai mici a acestui triunghi unul din biciclisti
il trece intr-o ora. In cit timp el va trece tot traseul? Rispunsul dati-1 in ore,
rotunjindu-1 la zecimi.

3.25.~In triunghiul 4BC este cunoscut, ¢ AC =5, ZA=a, ZC=y. Aflati
bisectoarea BD a triunghiului.

3.26." Baza unui triunghi isoscel este egald cu 4, unghiul opus ei este egal cu .
Aflati bisectoarea triunghiului, dusd din varful unghiului de la baza.

3.27.* Demonstrati, folosind teorema sinusurilor, ci bisectoarea triunghiului
imparte latura lui in segmente, lungimile cirora sunt proportionale laturilor
aldturate’.

! Va amintim, cd afirmatia folosirii teoremei despre segmentele proportionale
a fost demonstratd in manualul de clasa a -8-a de aceiasi autori si editurd. Pe
parcurs ne v-om referi la acest manual astfel: “Geometria de clasa a 8-a”. nota
traducitorului.
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3.28.* Bazele unui trapez isoscel sunt egale cu 9 cm si 21 cm, iar indltimea —
8 cm. Aflati raza circumferintei circumscrise acestui trapez.

3.29.* Segmentul CD este bisectoarea triunghiului ABC, in care /4 = q,
ZB = . Prin punctul D este dusi o dreapti, care este paraleli laturii BC si
intersecteazi latura 4C in punctul E, totodati AE = a. Gisiti segmentul CE.

3.30.* Media AM a triunghiului 4BC este egali cu 7 si creeazi cu laturile 4B
si AC unghiurile o si B corespunzitor. Aflati laturile 4B si AC.

3.31.” Media CD a triunghiului 4BC este egald cu m si creeazi cu laturile 4B
si AC unghiurile o si B corespunzitor, BC = a. Aflati mediana CD.

3.32. Iniltimile triunghiului ascutitunghic #BC se intersecteazi in punctul A.
Demonstrati, ci razele circumferintelor circumscrise triunghiurilor 4HB,

BHC, AHC si ABC, sunt egale.

3.33.* Drumurile care leagi satele 4, B si C (fig. 39), creeazd un triunghi, tot-
odatd drumul din satul A la satul C este asfaltat, iar drumurile din satele 4
la satul B si din satul B la satul C - pietruite. Drumurile, ce duc de la satul
A la satul B si C, creeazd unghiului, mirimea ciruia este egald cu 15°, iar
drumurile, ce duc din satul B la satele 4 si C,—unghiul mirimea ciruia este
de 5°. Viteza miscirii automobilului pe drum de asfalt este de 2 ori mai mare
decit viteza lui pe drum pietruit. Care drum este necesar de ales soferului
automobilului, ca s ajungd mai repede din satul A4 la satul B?

A B

C

Fig. 3.9

3.34.* Drumurile din satele 4 si B se unesc langi intersectia C (fig. 3.10). Dru-
mul din satul 4 pani la intersectie creeazd cu drumul din satul A4 la satul
B un unghi care este egal cu 30°, iar drumul din satul B pani la intersectie
creeazd cu drumul din satul B la satul 4 un unghi mirimea ciruia este de
70°.1n acelasi timp din satul A spre intersectie s-a pornit un autoturism cu
viteza de 90 km/h, iar din satul B — un autobus cu viteza de 60 km/h. Cine
dintre ei va ajunge primul la intersectie?
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=== 1259

Fig. 3.10

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

3.35. Bisectoarele unghiurilor B si C a dreptunghiului ABCD intersecteazi
latura 4D in punctele M si K corespunzitor. Demonstrati, cd BM = CK.
3.36. In figura 3.11 DE|| AC, FK || AB. Indicati, B
care triunghiuri in aceastd figurd sunt aseméinitoa-
re. F
3.37. Pe latura 4B a pitratului ABCD este notat D, E
punctul X, iar pe latura CD — punctul M astfel, A
i AK:KB=1:2,DM:MC=3:1. Aflati latura K

patratului, dacd MK =13 cm. .
Fig. 3.11

0
{37 o
,_g@i' NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI =
3.38. Rezolvati triunghiul dreptunghic:
1) conform a doui catete =7 cm si 4 =35 cm;
2) conform a ipotenuzei ¢ = 17 c¢m si catetei a = 8 cm;
3) conform a ipotenuzei ¢ = 4 cm si a unghiului ascutit o = 50%
4) conform catetei @ = 8 cm si a unghiului opus o = 42°.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

3.39. Intr-o circumferinta cu raza de 1 cm este inscris un pentagon. Demonstrati
cd suma lungimilor laturilor lui si a diagonalelor este mai micid de 17 cm.
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4. Rezolvarea triunghiurilor 29

4, Rezolvarea triunghiurilor

A rezolva triunghiul inseamni a afla toate laturile si unghiurile necunoscute
ale triunghiului conform laturilor si unghiurilor cunoscute’.

In clasa a 8-a voi v-ti invifat si rezolvati triunghiurile dreptunghice.
Teoremele cosinusurilor si sinusurilor oferd posibilitatea rezolvirii oriciror
triunghiuri.

In problemele urmitoare valorile functiilor trigonometrice le vom
gisi cu ajutorul calculatorului de buzunar si le vom rotunji pani la sutimi.
Mirimile unghiurilor le vom gisi in acelasi mod si rotunji aceste valori
pani la unitdti. Calculand lungimile laturilor, rezultatul il vom rotunji
pani la zecimi.

Problema 1. Rezolvati triunghiul (fig. 4.1) conform laturii 2 =12 cm si
a doud unghiuri f = 36°,y=119°.

Rezolvare. Folosind teorema despre
suma unghiurilor triunghiului obtinem: o =

180° — (B +v) = 180° — 155° = 25°.

. . b
Conform teoremei sinusurilor —— =
sin B

a . - a sin
=—— Deaici b= —B Avem:
sin o sin a
b= 12sin36° 12-0,59
sin 25° 0,42
Tarasi aplicim teorema sinusurilor si scriem:
c a

siny sina

=16,9 (cm).

.. asiny
De aici ¢=—.
sin o

Obtinem:

o 12sin110° _12sin61° 120,87
sin 25° sin 25° 0,42
Raspuns: b~16,9 cm, ¢~ 24,9 cm, o0 = 25°. <

= 24,9 (cm).

Problema 2. Rezolvati triunghiul conform a doui laturi ¢ = 14 cm,
b =8 cm si a unghiului y = 38° cuprins intre ele.

! In problemele acestui punct si in exercitiile 4.1.—4.9 sunt acceptate insemnirile:
a, b si ¢ — lungimile laturilor triunghiului, o, B si Yy — mirimile unghiurilor, opuse cores-
punzitor laturilor cu lungimile 4, 4 si c.
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Rezolvare. Dupi teorema cosinusurilor & = a? + 4 — 2ab cos .
De aici

c*=196+64—2-14-8 cos 38° =~ 260 —224-0,79 = 83,04;

c~ 9,1 cm.
Mai departe vom avea:
a* =0+ —2bccos o
2 2 2 2 2 2
cosa = b+c——a; cos ol = §+91 -14 =-0,34.
2bc 2-8-9,1
De aici o0 = 110°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:
B=180°—(a+7); B~180°—148°=32°.

Raspuns: c~9,1 cm, o0~ 110°, B = 32°. <

Problema 3. Rezolvati triunghiul conform a treilaturia = 7 cm, 4 = 2 cm,
c=8cm.

Rezolvare. Conform teoremei cosinusurilor a?> = #* + & —2bc cos o.. De aici

b? +¢® —a’ 4+64-49 )
cos oL = #; coso=—— = 0,59. Obtinem: oL ~ 54°.
2bc 2:-2-8

- . . a b ..

Dupi teorema sinusurilor = . De aici
sina  sinf
. bsina . 2sinb4° 2-0,81
sinf = Sin ; sinP = SH; = 7 =0,23.
a

Deoarece 4 — lungimea celei mai mici laturi ale triunghiului dat, atunci
unghiul f este ascutit. Atunci aflim, ci § = 13°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:
v=180° - (o + B); v~ 180°-67°=113°.
Raspuns: oo~ 54°,B~13°y~ 113°. <

Problema 4. Rezolvati triunghiul conform a doud laturi si a unghiului
opus uneia din laturi:

1)a=17cm,b=6 cm, 0. = 156°;
2)b=7cm,c=8 cm, [} = 65%
3)a=6cm,b=5cm,p =50°. b

oo . a -
Rezolvare. 1) Conform teoremei sinusurilor —— =——_ De aici
sino  sinf

_ 6sin156°  6sin24°  6-0,41
17 17 17

bsin o

sinff = ” ; sinp

= 0,14.
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Deoarece unghiul o al triunghiului dat este obtuz atunci unghiul 3 este
ascutit. Atunci gisim, ci B = 8°.

Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem: y = 180°
(@ By~ 16" .

Dupi teorema sinusurilor —— = ——.

sina  siny

asiny o=~ 17 sin 16° B 17-0,28
sina sin156° 0,41
Raspuns: B~8°y~16°c~11,6 cm.

Cc

De aici ¢ = =11,6 (cm).

Cc

.. . b
2) Conform teoremei sinusurilor —— = ——.
sinf}  siny

c e csinf . 8sin65° 8-:0,91
De aici siny = . ; siny = .

=1,04 >1, ceeacenu

este posibil.
Rdspuns: probleme nu are solutii. b

. . . a ..
3) 3) Conform teoremei sinusurilor = . 3) De aici
sinoe  sinf

sino = asmB; sin o = 6 sin 50 5 6-0,77 ~0,92.
b 5 5
Sunt posibile doud cazuri: o0  67° sau o0 = 180° — 67° = 113°.
Sa cercetim cazul cind o= 67°.
Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:

v =180°— (o + B); y ~ 180° — 117° = 63°.

c

.. . b
Conform teoremei sinusurilor —— = ——.
sinff siny

bsiny = 5 sin 63° - 5:0,89
sinp’ sin 50° 0,77
S4 cercetim cazul cand o =~ 113°.

Folosind teorema despre suma unghiurilor triunghiului, obtinem:
v =180° — (0. + B); y ~ 180° — 163° = 17°.

=5,8 (cm).

De aici ¢ =

bsiny . 5sinl17° 5-0,29
Deoarece ¢ = , atunci ¢ ~ ~

sin 8 sin 50° 0,77
Raspuns: 0= 67°y~=63°c~58cmsauo~113°y~17°c~ 1,9 cm. <

~ 1,9 (cm).

Ce inseamna a rezolva triunghiul?
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W EXERCITII EE

4.1.° Rezolvati triunghiul dupi o laturi si doud unghiuri:

1) a=10 cm, p = 20°,y = 85% 2)b=16 cm, 0. =40°, 3 = 110°.
4.2.° Rezolvati triunghiul conform unei laturi si a doud unghiuri:
1) 6=9 cm, 0 =35°y="70% 2) c=14 cm, B = 132°,y=24°.

4.3.° Rezolvati triunghiul dupa doui laturi si a unghiului cuprins intre ele:
1) 6=18 cm, c=22 cm, oL = 76°;
2)a=20cm, b =15 cm,y=104°.
4.4.° Rezolvati triunghiul dupi doui laturi si a unghiului cuprins intre ele:
1)a=8cm,c=6cm,p =15% 2)b=7cm,c=5 cm, o = 145°.
4.5.° Rezolvati triunghiul conform celor trei laturi:
1)a=4cm,b=5cm,c=7cm; 2) a=26 cm, 6=19 cm, c=42 cm.
4.6.° Rezolvati triunghiul conform celor trei laturi:
1)a=5cm,b=6cm,c=8 cm; 2) a=21 cm, b=17 cm, c=32 cm.
4.7.° Rezolvati triunghiul, in care:
1) =10 cm, 4 =3 cm, B = 10°, unghi o ascutit ;
2)a=10 cm, /=3 cm, = 10°, unghi o obtuz.
4.8.* Rezolvati triunghiul dupi doui laturi si a unghiului, care este opus uneia
din laturile date:
1)a=7cm,b=11cm, p = 46°% 3)a=7cm,c=3cm,y=27°.
2)b=15cm,c=17 cm, B = 32°%
4.9.° Rezolvati triunghiul dupi doui laturi si a unghiului, care este opus uneia
din laturile date:
1) a=23 cm, c=30 cm,y = 102°%
2)a=18 cm, b =25 cm, o0 = 36°.
4.10.* In triunghiul ABC este cunoscut, ci 4B = BC = 20 cm, /4 = 70°. Aflati:
1) latura AC;
2) mediana CMV,
3) bisectoarea AD;
4) raza circumferintei circumscrise triunghiului ABC.
4.11.* Diagonala AC a trapezului isoscel ABCD (BC || AD) este egald cu 8 cm,
ZCAD =38°, ZBAD = 72°. Aflati:
1) laturile trapezului;
2) raza circumferintei circumscrise triunghiului 4BC.
4.12.* Bazele trapezului sunt egale cu 12 cm si 16 cm, iar laturile laterale — 7 cm,
si 9 cm. Aflati unghiurile trapezului..
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EXERCITII PENTRU REPETARE H NS

4.13. Bisectoarea unghiului B a paralelogramului 4/BCD intersecteaza latura
lui 4D in punctul M, jar latura CD in continuarea dupd punctul D - in
punctul K. Aflati segmentul DK, daci AM = 8 cm, iar perimetrul paralelo-
gramului este egal cu 50 cm.

4.14. Perimetrul unuia din doud triunghiuri asemenea este cu 18 cm mai mic
de la perimetrul celui de-al doilea triunghi, iar doui laturi corespunzitoare
a acestor triunghiuri sunt egale cu 5 cm, si 8 cm. Aflati perimetrele triun-
ghiurilor date.

- NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI ™

4.15. Punctul M — este mijlocul laturii CD a drept- B c
unghilui ABCD (fig. 4.2),AB =6 cm,AD =5 cm.
Cu este egald aria triunghiului A4CM?

M
4.16. Pe latura 4ACa triunghiului ABC este notat punc-
tul D astfel, ci ZADB = .. Demonstrati ci
S o = %AC .BDsino. A D

Fig. 4.2

E TRIGONOMETRIA - STIINTA DESPRE MASURAREA
TRIUNGHIURILOR

Voi stiti, ci caldtorii antici se orientau dupi stele si planete. Ei puteau destul
de exact si determine localizarea cordbiei in ocean sau a caravanei in pustiu dupi
amplasarea astrilor pe bolta cereasci. Totodatd unul din criteriile de orientare
era indltimea, la care se ridica deasupra orizontului unul sau altul corp ceresc
in localitatea datd intr-un anumit moment de timp.

Bineinteles, cd nemijlocit de misurat aceastd indltime este imposibil. De
aceea savantii au inceput si elaboreze metode de misuriri indirecte. Aici un
rol important a jucat rezolvarea triunghiului, doud varfuri ale ciruia se aflau
pe suprafata Pimantului, iar a treia era steaua (fig. 4.3) — vi este cunoscuti

problema 3.17.
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S
AT
h
aja
A\]:I/B
Fig. 4.3 Fig. 4.4

Pentru a rezolva asemenea probleme astronomilor strivechi le era necesar
sd se Invete a gisi legiturile reciproce intre elementele triunghiului. Astfel
a apdrut stiinta trigonometria — stiinta, care studiazd dependentele intre
laturile si unghiurile triunghiului. Termenul “trigonometria” (de la cuvintele
grecesti “trigonon” — triunghi, si “metreo” — misurare) inseamni “misurarea
triunghiurilor”.

In figura 4.4. este prezentat unghiul central OB, care este egal cu 20.
Din triunghiul dreptunghic OMB avem: MB = OB sin o.. Deci, daci intr-o
circumferintd unitard de masurat jumititile lungimilor corzilor, care intind un-
ghiurile centrale cu mirimea de 2°,4°,6°, ..., 180°, atunci astfel noi vom calcula
valorile sinusurilor unghiurilor de 1°, 2°, 3%, ..., 90° corespunzitor.

Misurand lungimile semicorzilor, astronomul antic grec Hiparh (sec al II-a
1. Hr.) a alcituit primele tabele trigonometrice.

Notiunea de sinus si cosinus apare in tractatele trigonometrice ale savantilor
indieni in sec. IV-V ale erei noastre. In Sec al X-a savantii arabi operau cu
notiunea de tangentd, care a apirut la cerintele gnomonicii — stiintei despre
ceasornicele solare (fig. 4.5).

Fig. 4.5

In Europa prima lucrare, in care trigonometria se cerceteazi ca stiintd
aparte, a fost tractatul “Cinci cirti despre triunghiurile de toate tipurile ”, pri-
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Leonhard Euler
(1707-1783)

llustru matematician, fizician, mecanic
si astronom, autorul a peste 860 de lucrari stiintifice,
membru al academiilor de stiinte al Petersburgului,
Berlinului, Pragai, a asociatie regale din London
si a multor alte academii si asociatii stiintifice.
Numele lui Euler se intalneste aproape in toate
domeniile matematicii: teoremele lui Euler,
identitatile lui Euler, unghiuri, functii, integrale,
formule, ecuatii substitutii etc.

ma dati tipdrit in anul 1533, Autorul lui a fost savantul german Regiomontan
(1436-1476). Acelasi savant a descoperit teorema tangentelor:

o- B-v y-a
a—b_tg 2 b—c_tg 2 C—a_tg 2

a+p’ B +y’ B +a’
a+b te 25 b+c thZY c+a thz

Unde 4, 4 si ¢ — lungimile laturilor triunghiului, o, 3 si y — marimile unghiurilor
triunghiului, opuse corespunzator laturilor cu lungimile , 4 si .

Aspectul contemporan trigonometria 1-a obtinut in lucririle marelui mate-
matician Leonhard Euler.

5. Formulele pentru aflarea ariei
triunghiului

Din cursul de geometrie clasa a 8-a voi stiti cd aria § a triunghiului cu laturile
a, b si ¢ si indltimile 4,, 4, si 4, se poate calcula dupi formulele

S=Yan =Lton, =Len,.
2 2 2

Acum la noi a apirut posibilitatea de a obtine incid cateva formule pentru
aflarea ariei triunghiurilor.

Teorema 5.1. Aria triunghiului este egali cu jumdtatea produsului a doud
laturi ale lui 5i a sinusului unghiului cuprins intre ele.

Demonstratie. © Si cercetim triunghiul ABC, aria ciruia este egali cu S,
astfel, cd BC=a,A4AC=bsi ZC =Y. Vom demonstra, ci

1
S =—absin
2 Y
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Sunt posibile trei cazuri:
1) unghiul y ascutit (fig. 5.1);
2) unghiul y obtuz (fig. 5.2);

3) unghiul y drept.
B
a a
T _L£180° -y
! A
A b D c b C
Fig. 5.1 Fig. 5.2

in figurile 5.1 si 5.2 vom duce iniltimea BD a triunghiului ABC. Atunci
SleD-ACZEBD-b.
2 2

Din triunghiul dreptunghic BDC 1 primul caz (vezi fig. 5.1) vom obtine:
BD = asin Y, iar in al doilea (vezi fig. 5.2): BD = a sin (180° —y) = a sin y. De

.. . < . 1 .
aici pentru primele doud cazuri avem: S = Eab siny.

Daci unghiul C este drept, atunci sin y = 1. Pentru triunghiul dreptunghic
ABC cu catetele a si b avem:

S = lab = lab sin 90° = lab siny. «
2 2 2

Teorema 5.2(formula lui Herone'). Aria $ atriunghiului cu laturile
a, b si c se pateu calcula dupd formula

S=\p(p-a)(p-b)(p-o),

unde p — semi perimetrul lui.

Demonstragie.© Si cercetim triunghiul ABC, aria ciruia este egali cu S,
astfel, ci BC = a, AC = b, AB = c. Vom demonstra, ci

S=\p(p-a)(p-b)(p-c).

! Heron din Alexandria — savant antic grec, care a triit in sec. al I-a al e.n.
Lucririle lui din matematici sunt enciclopedie a matematicii aplicate.
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Fie ZC =Y. Vom scrie formula ariei triunghiului:
S = %ab siny. de aici 8% = iazb2 sin® y.

Confor teoremei cosinusurilor & = a? + 4> — 2ab cos Y.
2

a®+b* —c
2ab
Deoarece sin?y =1 - cos®’y = (1 — cos y) (1 + cos ), atunci:

S? = i(sz (1-cosy)(1+cosy):

:la%z'(l_az+b2—c2)(1+a2+b2—c2j:
4 2ab 2ab

1a2b2 2ab—-a® —-b2+¢* 2ab+a’®+b2-¢° _
4 2ab 2ab

1 2 o 742 2 _ .2y _
_E(c (@a=-b))((a+b)" —-c%)

Atuci cosy =

_c-a+b c+a-b a+b-c a+b+tc _

2 2 2 2
_(a+b+c)—2a (a+b+c)-2b (a+b+c)-2¢c a+b+c
2 2 2 2
2p-2a 2p-2b 2p-2c 2p
= Z : : p(p-a)(p-b)(p-o).

2 2 2 2
De aici S=p(p-a)(p-b)(p-c). <

Teorema 5.3. Aria § a triunghiului cu laturile a, b si c se poate calcula
dupa formula

_abe
4R’

unde R — raza circumferintei circumscrise triunghiului.
Demonstratie.© Si cercetim triunghiul ABC, aria ciruia este egali cu S,
. . abc
astfel, ci BC=a, AC = b, AB = c. Vom demonstra, ci S = R unde R — raza
circumferintei circumscrise triunghiului.

Fie ZA4 = a.. Vom scrie formula ariei triunghiului:

1
S = Ebc sin a.

. . . a
Din lema p. 3. reiese, cd sina = 2R

. 1 . 1 b
Atunci S=§bcs1noc=—bc-i= ave

2R 4R’
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Mentionam, ci formula demonstratd oferd posibilitatea gisirii razei
circumferintei circumscrise triunghiului conform formulei

_abe
48

Teorema 5.4. Aria triunghiului este egali cu produsul semi perimetrului
lui si a razei circumferingei inscrise in triungbhi.
Demonstragie. © In figura 5.3 este
B prezentat triunghiul ABC, in care este inscrisa
circumferinta cu raza 7. Vom demonstra, ci

"

9) unde § — aria triunghiului dat, p — semi pe-
rimetrul lui.
A P C Fie punctul O — centrul circumferintei
inscrise, care se atinge de laturile triunghiului
Fig. 5.3 ABC in punctele M, N'si P. Aria triunghiului
ABC este egald cu suma ariilor triunghiurilor

AOB, BOC'si COA:
S =808 +Spoc + Scoa-
Sa ducem razele in punctele de tangentd. Vom obtine: OM L 4B, ON 1 BC,

OP 1 CA.De aici: 1 1
S 08 =§OM-AB:5r-AB;

Spoc = %ON .BC = %r - BG;

_lop.ac=1r ac.
2 2

SC OA

AB+ BC+ AC _

Deci,S=%r-AB+%r-BC+%r-AC=r pr. <4

Teorema 5.4 este generalizatd de astfel de teorema.

Teorema 5.5. Aria poligonului circumscris este egaldi cu produsul perime-
trului lui si a razei circumferintei inscrise in el.

Demonstrati aceasti teoremi sine stititor (fig. 5.4).

Mentiondm. Ci teorema 5.5 di posibilitate de a afla raza
circumferintei inscrise in poligon dupi formula

r=—
p

Fig. 5.4
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O—w Problema 1. Demonstrati, ci aria

§ a paralelogramului se poate calcula conform B ¢
formulei
a
o
unde 4 si 4 — lungimile laturilor megiese ale A 2 D

paralelogramului, ot — unghiul cuprins intre ele.
Rezolvare. Si cercetim paralelogramul .

ABCD, in care AB =a, AD = b, /BAD = o Fig. 5.5

(fig. 5.5). Ducem diagonale BD. Deoarece

AABD = ACBD, atunci scriem:

1
Sazep =28 45D =2-Eabsina=absina. <

O—w Problema 2. Demonstrati, ci aria patrulaterului convex este egali cu
jumitatea produsului diagonalelor lui si a sinusului unghiului cuprins intre ele.

C Rezolvare. Fie ci unghiul intre diagonalele AC
B ( si BD a patrulaterului ABCD este egal cu @. In figu-
P’ ra 5.6 ZAOB = ¢. Atunci ZBOC = ZAOD = 180° — ¢
si ZCOD = @. Avem:
A A Sapcp = Saos + Spoc + Scop + Spos =
D :%OB-OA-sin(p+%OB-OC-sin(ISOO—(p)+

Fig. 5.6 +%OC-OD—sin(p+%ODoOA-sin (180° - ¢) =

=%OB(OA+OC)-sin(p+%OD(OC+OA)-sin(p=
=%OB-AC-sin(p+§OD-AC-sin(p=%AC(OB+OD)-sin(p=

:%AC-BD-sin(p. <

Problema 3. Laturile unui triunghi sunt egale cu 17 c¢m, 65 cm si 80 cm.
Aflati cea mai mici indltime a triunghiului, raza circumferintelor inscrise si
circumscrise triunghiului.

Rezolvare. Fiea=17 cm, b =65 cm, c = 80 cm.

. . . s 17+65+80 . .

Aflim semi perimetrul triunghiului: p = —Y - 81 (cm). Aria tri-

unghiului o vom calcula dupi formula lui Herone:

S=\p(p-a)(p-b)(p-c) = 81(81-17)(81-65)(81-80) =

=/81-64-16=9-8-4 =288 (cm?).
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Cea mai micd iniltime este iniltimea, dusi la latura cea mai mare a lui,
lungimea cireia este egald cu c.

1 25 2-288
Deoarece S ==ch,, atunci h, =— = =7,2 (cm).
2 c 80
. NN . S 288 32
Raza circumferintei inscrise r = — = — = — (cm).
» 81 9
. ... . b 17-65-80 17-65-5 5525
Raza circumferintei circumscrise R = 2o = = = (cm).
’ 4S 4-288 4-18 72
32 5525
Raspuns: 7,2 cm, — cm, —— cm. <
9 72
° -

1. Cum se poate calcula aria triunghiului, daca sunt cunoscute doua laturi ale lui si
unghiul cuprins intre ele?

2. Scrieti formula lui Herone pentru calcularea ariei triunghiului.

3. Cum se poate calcula aria triunghiului cu laturile , & si c si a razei R a circumferintei
circumscrise?

4. Cum se poate calcula raza circumferintei circumscrise triunghiului, daca sunt
cunoscute aria triunghiului si laturile lui?

5. Cum se poate afla aria triunghiului, daca sunt cunoscute semi perimetrul lui si
raza circumferintei circumscrise triunghiului?

6. Cum se poate afla raza circumferintei inscrise in triunghi, dacad sunt cunoscute
aria triunghiului si laturile lui?

7. Cu ce este egald aria poligonului circumscris?

EXERCITII B

5.1.° Aflati aria triunghiului #BC, daci:
1) AB=12 cm, AC=9 cm, /A= 30°;
2) AC=3 cm, BC=6+/2 cm, Z/C=135°,
5.2.° Aflati aria triunghiului DEF, daci:
1) DE=7 cm, DF' =8 cm, /D = 60°;
2) DE =10 cm, EF =6 cm, ZE = 150°.
5.3.° Aria triunghiului MKN este egali cu 75 cm?. Aflati MK, daci KN =15 cm,
ZK=30°.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



5. Formulele pentru aflarea ariei triunghiului 41

5.4.° Aflati unghiul intre laturile date ale triunghiului ABC, daci:
1) AB =12 cm, BC = 10 cm, aria triunghiului este egald cu 30 V3 em?

2) AB =14 cm, AC = 8 cm, aria triunghiului este egald cu 56 cm?.

5.5.° Aria triunghiului #ABC este egald cu 18 cm?. Este cunoscut, ci AC = 8 cm,
BC =9 cm. Aflati unghiul C.

5.6.° Aflati aria triunghiului isoscel cu latura laterald egald cu 16 cm si a un-

ghiului de la bazi 15°.

5.7.° Aflati aria triunghiului cu laturile:

1) 13 cm, 14 cm, 15 cm; 2)2 cm, 3 cm, 4 cm.

5.8.° Aflati aria triunghiului cu laturile:
1) 9 cm, 10 cm, 17 cmy; 2)4 cm,5 cm, 7 cm.

5.9.° Aflati cea mai micd indltime a triunghiului cu laturile 13 cm, 20 cm
si 21 cm.

5.10.° Aflati cea mai mare iniltime a triunghiului cu laturile 11 cm, 25 cm
si 30 cm.

5.11.° Perimetrul triunghiului este egal cu 32 cm, iar raza circumferintei inscrise
in triunghi — 1,5 cm. Aflati aria triunghiului.

5.12.° Aria triunghiului este egald cu 84 cm?, iar perimetrul — 72 cm, aflati raza
circumferintei inscrise in triunghi.

5.13.° Aflati razele circumferintelor inscrise si circumscrise triunghiului cu
laturile:
1)5cem, 5 emsi 6 cm; 2) 25 cm, 29 cm si 36 cm.

5.14.° Aflati razele circumferintelor inscrise si circumscrise triunghiului cu
laturile 6 cm, 25 cm si 29 cm.

5.15.° Aflati aria paralelogramului conform laturilor lui @ si & si a unghiului o
cuprins intre ele, daci:

1) a=5+2 cm, =9 cm, o, = 45°
2)a=10cm, 4 =18 cm, o = 150°.

5.16.° Cu ce este egali aria paralelogramului laturile ciruia sunt egale cu 7 cm
si 12 c¢m, iar unul din unghiuri — 120°?

5.17.° Aflati aria rombului cu latura 9 V3 cm si unghiul 60°.

5.18.° Diagonalele patrulaterului convex sunt egale cu 8 cm si 12 cm, iar unghiul
cuprins intre ele — 30°. Aflati aria patrulaterului.

5.19.° Aflati aria patrulaterului convex diagonalele ciruia sunt egale cu 3+/3
cm si 4 cm, iar unghiul cuprins intre ele — 60°.

5.20.° Aflati latura laterald a triunghiului isoscel, aria ciruia este egald cu 36 cm?,
iar unghiul de la varf — 30°.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



42 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

5.21.° Care triunghi cu doui laturi date are cea mai mare arie?

5.22.° Se poate oare ca aria triunghiului cu laturile de 4 cm i 6 cm si fie egali cu:
1) 6 cm?; 2) 14 cm? 3) 12 cm??

5.23.° Doui laturi aliturate ale paralelogramului sunt corespunzitor egale
cu doui laturi ale unui dreptunghi. Cu ce este egal unghiul ascutit al
paralelogramului, daci aria lui este de ori mai micd decit aria drept-
unghiului?

5.24.* Gisiti raportul ariilor §; si §, ale triunghiurilor, reprezentate in figura 5.7
(lungimile segmentelor sunt date in centimetri).

a b c
Fig. 5.7

5.25.° Segmentul 4D — este bisectoarea triunghiului 4BC. Aria triunghiului
ABD este egald cu 12 cm?, iar a triunghiului ACD — 20 cm?. Aflati raportul
laturii 4B catre latura AC.

5.26." Aflati aria triunghiului, latura ciruia este egald 4, iar unghiurile adiacente
ei sunt egale cu f siy.

5.27.° Raza circumferintei circumscrise triunghiului este egald cu R, iar doud
unghiuri ale triunghiului sunt egale cu o si B. Aflati aria triunghiului.

5.28.In triunghiul ABC este cunoscut, ci AC = b, LA = a,, ZB = f. Aflati aria
triunghiului.

5.29./ In triunghiul ABC unghiul 4 este egal cu @, iar iniltimile BD si CE sunt
egale corespunzitor cu A, si 4,. Aflati aria triunghiului ABC.

5.30.° Segmentul BM — este inaltimea triunghiului /BC, BM = b, /A4 =q,
ZABC = P. Aflati aria triunghiului 4BC.

5.31.* In triunghiul cu laturile de 17 cm, 25 cm si 28 cm este inscrisi o

circumferinti, centrul cireia este unit cu varfurile triunghiului, aflati aria
triunghiurilor care totodatd s-au obtinut.

5.32.** Segmentul 4D — este bisectoarea triunghiului 4BC, 4B =6 cm,
AC =8 cm, ZBAC = 120°. Aflati bisectoarea AD.
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5. Formulele pentru aflarea ariei triunghiului 43

5.33.>* Aflati aria trapezului, bazele ciruia sunt egale cu 10 cm si 50 cm. Jar
laturile laterale — 13 cm si 37 cm.

5.34.** Bazele trapezului sunt egale cu 4 cm si 5 cm, iar diagonalele — 7 cm si 8
cm. Aflati aria trapezului.

5.35." Segmentele BM si CK— sunt iniltimile triunghiului ascutitunghic ABC,
ZA = 45°. Aflati raportul ariilor triunghiurilor AMK si ABC.

5.36. Laturile unui triunghi sunt egale cu 39 cm, 41 cm si 50 cm. Aflati raza
circumferintei centrul cdreia apartine celei mi mari laturi ale triunghiului si
care este tangenti la altele doud laturi ale lui.

5.37.> Varturile triunghiului sunt unite cu centrul circumferintei inscrise in el.
Segmentele duse impart triunghiul in triunghiuri, ariile cirora sunt egale
cu 26 cm?, 28 cm? si 30 cm? Aflati laturile triunghiului dat.

.. 11 1 1 . T T
5.38.” Demonstrati,ci —+—+ PR unde Ay, 4, si h; — lungimile inaltimi-
r
1 2 3
lor triunghiului, » — raza circumferintei inscrise.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

5.39. Perpendiculara din varful dreptunghiului la diagonala lui, imparte unghiul
dat in raportul de 4 : 5. Determinati unghiul intre aceastd perpendiculari si
cea de-a doua diagonali.

5.40. Linia medie MK a trapezului ABCD (BC || AD) este egald cu 56 cm.
Prin punctul M al laturii 4B este dusi o dreapti, care este paraleld laturii
CD si intersecteazd baza 4D in punctul E astfel, cd AE : ED =5 : 8. Aflati
bazele trapezului.

5.41. Segmentul CD — este bisectoarea triunghiului 4BC. Prin punctul D este

dusi dreapta, care este paraleld dreptei 4C si intersecteazd latura BC in
punctul E. Aflati segmentul DE, daci AC =16 cm, BC = 24 cm.

;@ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI ®

5.42. Aflati suma unghiurilor heptangonului convex.

5.43. Existd oare un poligon convex, suma unghiurilor ciruia si fie egali cu:

1) 1080°; 2) 1200°?

5.44. Existd oare un poligon, fiecare unghi al ciruia sa fie egal cu:
1) 72° 2)171°?
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44 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

5.45. Existi oare corectd afirmatia (argumentati rispunsul):

1) daci toate laturile poligonului, inscris in circumferingi, sunt egale, atunci
si toate unghiurile lui tot sunt egale;

2) daci toate unghiurile poligonului, inscris in circumferintd, sunt egale,
atunci de asemenea sunt egale si laturile lui;

3) daci toate laturile poligonului, circumscris circumferintei, sunt egale,
atunci si toate unghiurile lui tot sunt egale;

4) daci toate unghiurile poligonului, circumscris circumferingei, sunt egale,
atunci de asemenea sunt egale si laturile lui?

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTEZATI

5.46. Este dat un pitrat cu dimensiunile 99 x99 pitritele (de caiet). Fiecare
patritel al pitratului este vopsit in culoare neagrd sau albd. Se permite de
vopsit din nou toate pitritele unei coloane sau a unui oarecare rind in acea
culoare, pitritelele ciruia in aceastd coloani sau rand au fost mai multe pana
la revopsire. Oare totdeauna se poate de a obtine aceea, ca toate pitritelele
patratului si devind de aceiasi culoare?

E;g/ CIRCUMFERINTA EXiINSCRISA TRIUNGHIULU | I

Sa ducem bisectoarele a doud unghiuri exterioare din varfurile 4 si C ale
triunghiului 4BC (fig. 5.8). Fie O — este punctul de intersectie ale acestor bisec-
toare. Atunci punctul O este egal depirtat de la dreptele 4B, BC si AC.

Vom duce trei perpendiculare: OM 1L 4B, OK 1 AC, ON 1 BC. Bineinte-
les ci OM = OK = ON. Deci, existd o circumferintd cu centrul in punctul O,
care este tangentd la latura triunghiului si la prelungirile altor doud laturi ale
lui. Astfel de circumferinti se numeste circumferinti exinscrisa triunghiului
ABC (fig. 5.8).

Deoarece OM = ON, atunci punctul O apartine bisectoarei unghiului 4BC.

Orice triunghi are trei circumferinte exinscrise. In figura 5.9 centrele lor
sunt insemnate O, Oy si O.. Razele acestor circumferinte le vom insemna
respectiv 7, 7, §i 7.

Dupi proprietatea tangentelor, duse la circumferinti printr-un punct, avem:
CK = CN, 4K = AM (fig. 5.8). Atunci AC = CN + AM. Deci, perimetrul triun-
ghiului 4BC este egal cu suma BM + BN. Insi BM = BN. Atunci BM = BN = ?
unde p — semiperimetrul triunghiului 4BC.
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B

Fig. 5.8 Fig. 5.9

Avem: 1 1 1
Sus0 = Sous + Socs = Spse = ;OM - AB+_ON-BC -~ OK - AC =

1 +b+c-2b 2p-2b
=§rb(c+a—b)=rb-a 2c =r,- p2 =r1,(p-b).

.. S s 1
De aici r, = —— unde § este aria triunghiului 4BC.

. < S S
Analogm se poate arata,ca r, = , .= .
p-a p-c

EXERCITII B

.11 1 1 . e
1. Demonstrati, ci —=—+—+—, unde r — este raza circumferintei exin-
r I, r
a b c

scrise a triunghiului 4BC.

2. Demonstrati, ci aria § a triunghiului dreptunghic se poate calcula conform
formulei § = 7, * r,unde 7, — este raza circumferintei exinscrise, care este tan-
gentd la ipotenuza triunghiului, 7 — raza circumferintei inscrise in triunghiul
dat.

3. In triunghiul echilateral cu latura 4 este inscrisi o circumferingi. La cir-
cumferinti este dusi o tangenti astfel, cd segmentul tangentei, care apartine
triunghiului, este egal cu 4. Aflati aria triunghiului, pe care aceasti tangenta
o reteazd de la triunghiul echilateral..
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46 § 1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

4. In patrulaterul ABCD diagonala BD este perpendiculari la latura 4D,
£ADC=135°, ZBAD = ZBCD = 60°. Demonstrati, ci diagonala 4C este
bisectoarea unghiului B4D.

Indicatie. Demonstrati, ci punctul C este centrul circumferintei exinscrise
al triunghiul 4BD.

5. In triunghiul ZBC unghiul B este egal cu 120°. Segmentele AN, CF'si BK
sunt bisectoarele triunghiului ABC. Demonstrati, ¢i unghiul NKF este egal
cu 90°.

Indicatie. Pe continuarea laturii 4B dupi punctul B insemnim punctul
M. Atunci ZMBC= ZKBC = 60°, adici semidreapta BC este bisectoarea
unghiului exterior MBK al triunghiului 4BK. De aici reiese ¢i punctul NV
este centrul circumferintei exterioare la triunghiul 4BK. Analogic se poate
demonstra, ci punctul Feste centrul circumferintei exinscrise al triunghiului

BCK.

6. Latura pitratului ABCD este egald cu 1 cm. Pe laturile 4B si BC sau notat
punctele M si N corespunzitor astfel, ci perimetrul triunghiului MBN este
egal cu 2 cm. Aflati unghiul MDN.

Indicatie. Demonstrati, ci punctul D este centrul circumferintei exinscrise
al triunghiul MBN.
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Insarcinara nr. 1 “controleaza-te” in formé test a7

INSARCINARA NR. 1“CONTROLEAZA-TE” iN FORMA TEST

1. Care din egalititi este corecta?
A) cos (180° — o) = sin oy
B) cos (180° — o) = cos o
C) sin (180° — o) = cos o
D) sin (180° — o) = sin a.

2. Care din inegalititi este corecti?
A) sin 100° cos 110° > 0;
B) sin 100° cos 10° < 0;
C) sin 100° cos 110° < 0;
D) sin 100° cos 90° > 0.

3. Aflati latura a treia a triunghiului, daci doui laturi ale lui sunt egale cu 3
cm si 8 cm, iar ughiul cuprins intre ele este egal cu 120°.

A) V97 cm; B) 7 cm; C) 9 cm; D) /32 cm.

4. Cum este unghiul, ce este opus celei mai mari laturi a triunghiului cu laturile
4cm,7 cmsi 9 cm?
A) Ascutit;
B) obtuz;
C) drept;
D) nu este posibil de stabilit.

5. Unghiul intre doua laturi ale triunghiului, una dina care este cu 10 cm mai
mare decat alta, este egal cu 60°, iar a treia laturd este egald cu 14 cm. Care
este lungimea laturi mari a triunghiului?

A) 16 cm; B) 14 cm; C) 18 cmy; D) 15 cm.

6. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 17 cm si 19 cm, iar laturile lui
se raportd ca 2 : 3. Cu ce este egal perimetrul paralelogramului?

A) 25 cm; B) 30 cmy; C) 40 cm; D) 50 em.

7. In triunghiul ABC este cunoscut, ci 4B = 8 cm, £ C = 30°, £ A = 45°. Aflati
latura BC.
A) 842 cm; B) 442 cm; C) 162 cm; D) 1242 cm.

8. Cu ce este egal raportul 4C: BC ale laturilor triunghiului ABC, daci
ZA=120°, /B =30°?
NED
3 ’

A) g; B) V3; ) D)

&
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9. In triunghiul 4BC este cunoscut, ci AB=4 V2 cm, ZC=135°. Aflati
diametrul circumferintei circumscrise triunghiului.

A) 4 cm; B) 8 cmy; C) 16 cmy; D) 2 cm.

10. Care este valoarea cea mai mare pe care o poate obtine aria triunghiului cu
laturile de 8 cm si 12 cm?
A) 96 cm?;
B) 48 cm?;
C) 24 cm?;
D) nu-i posibil de stabilit.

11. Aflati suma razelor circumferintelor inscrise si circumscrise uni triunghi cu
laturile de 25 cm, 33 cm §i 52 cm.

A) 36 cm; B) 30 cm; C) 32,5 cm; D) 38,5 cm.

12. Doui laturi ale triunghiului sunt egale cu 11 cm si 23 cm, iar mediana, dusi
la a treia laturd, — 10 cm. Aflati latura necunoscuti a triunghiului.
A) 15 cm; B) 30 cm; C) 25 cmy; D) 20 em.
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@ PRINCIPALULIN PARAGRAFUL 1 i
Cosinusul si sinusul

Cosinusul si sinusul unghiului a (0° < a < 180°) se numeste corespunzator
abscisa si ordonata punctului M al semicircumferintei, care corespunde

unghiului a.

Tangenta
Tangenta unghiului a, unde 0" o< 1807 si o # 90° se numeste raportul
sina

CoSa |

Teorema cosinusurilor

Patratul unei laturi a triunghiului este egald cu suma patratelor altor doua
laturi minus produsul indoit al acestor laturi si cosinusul unghiului cuprins
intre ele:

a=>b*+ ¢2 — 2be cos o.

Consecinta din teorema cosinusurilor

Fie a, b, si ¢ — lungimile laturilor triunghiului, totodatd a — lungimea laturi
mai mari a lui. Dacd a2 < b2 + ¢2, atunci triunghiul este ascutitunghic. Daca
a2 > b2 + + c2 atunci triunghiul este obtuzunghic, Daca a2 = b2 + ¢2, atunci
triunghiul este dreptunghic.

Lema despre coarda circumferintei
Coarda circumferintei este egalda cu produsul diametrului si a sinusului
oricarui unghi inscris, care este intins de aceasta coarda.

Teorema sinusurilor
Laturile triunghiului sunt proportionale sinusurilor unghiurilor opuse lor:
a b c

sinoge  sinf}  siny

1
S =—absin vy
Formulele pentru aflarea ariei triunghiului
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S=Jp(p-a)ip-bp-¢)

Formula lui Herone:
k=

iR
&= pr

Formula pentru aflarea razei circumferintei,
Tnscrise in triunghi

5
—
[

Formulele pentru aflarea razei circumferintei,
circumscrise triunghi

L
2Ein o

g abe
48

Aria poligonului, circumscris unei circumferinte
Aria poligonului circumscris este egald cu produsul perimetrului lui si a razei
circumferintei inscrise in el.
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POLIGOANE § 2
REGULATE ‘
9

In acest paragraf veti afla, care poligoane se numesc regulate. Veti
invata proprietdtile poligoanelor regulate. Veti afla cum cu ajutorul
compasului si a riglei se construiesc unele din ele.

Veti invata sa aflati razele circumferintelor circumscrise si inscrise
a poligoanelor regulate, lungimea unui arc de circumferinta, ariile
sectorului si segmentului de cerc.

v

tile lor

2

6. Poligoanele regulate si propriet

Definitie. Poligonul se numeste re gulat, daca in el toate laturile sunt
egale si toate unghiurile sunt egale.

Cu unele poligoane regulate voi deja sunteti
cunoscuti: triunghiul echilateral — este triunghi
regulat, pitratul — este patrulater regulat. In fi-
gura 6.1 sunt prezentate pentagonul si octogonul
regulate.

Sd facem cunostintd cu unele proprietiti
care sunt caracteristice pentru toate poligoanele
regulate cu z-unghiuri.

Fig. 6.1

Teorema 6.1. Poligonul regulat este poligon convex.

Cu demonstratia acestei teoreme putem face cunostingi pe pag. 60-61.

180°(n—-2) -

Fiecare unghi al poligonului regulat cu 7-laturi este egal . Intr-

adevir, de oarece suma unghiurilor poligonului convex cu 7-laturi este egali cu
180° (7 — 2) si si toate unghiurile sunt egale, atunci fiecare unghi va fi egal cu
180° (1 - 2)

" .

In triunghiul regulat este un punct egal depirtat de la toate varfurile lui si de
la toate laturile. Acest punct este intersectia bisectoarelor triunghiului regulat.
Punctului intersectiei diagonalelor pétratului tot este caracteristic proprietatea
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52 § 2. POLIGOANE REGULATE

analogici. Faptul, cd in orice poligon regulat este un punct egal depirtat de la
toate varfurile lui precum si de la toate laturile, il confirmi teorema.

Teorema 6.2. Oriacre poligon regulat este precum inscris in circumferinta
asa si circumscris in jurul circumferingei, totodatd centrele la circumferintele
circumscrise si inscrise coincid.

Demonstragie.© In figura 6.2 este desenat un poligon regulat cu 7-
laturi 4,4,4;...4,. Demonstrim, ci in el se poate inscrie si circumscrie
circumferinte.

Ducem bisectoarea unghiurilor 4, si 4,. Fie O — punctul de intersectie
al lor. Unim punctele O si A;. Deoarece in triunghiul 04,4, si OA4,4; un-
ghiurile 2 si 3 sunt egale, 4,4, = 4,4; si OA, — latura comund, atunci aceste
triunghiuri sunt egale dupi primul criteriu de egalitate a triunghiurilor. In
afard de aceasta, unghiurile 1 si 2 egale ca jumititile unghiurilor egale. De
aici triunghiul 04,4, — echilateral, deci, echilateral este si triunghiul O4,4;.
De aceea 04, = 04, = OA4,.

Unind punctual O cu varturile 4,, 4, ..., 4,_,, 4, analogic se poate de de-
monstrate, cd OA4; = OA,=...= 0A4,_, = OA4,.

Astfel, pentru poligonul 4,4,4;...4, existi un punct egal depirtat de la toate
varfurile lui. Acesta este punctul O — centrul circumferintei circumscrise.

Deoarece triunghiurile isoscele O4,4,, OA4,4;, OA4A,, ..., OA,_.A,, OA,A,
sunt egale, atunci si iniltimile duse din vérful O tot sunt egale. De aici facem
concluzie: punctul O este egal depirtati de la toate laturile poligonului. Deci,
punctul O — centrul circumferintei inscrise. <«

Punctul, care este centrul cercului circumscrise si inscrise a poligonului
regulat se numeste centrul poligonului regulat.

In figura 6.3 este desenat un fragment a unui poligon regulat cu
n-laturi cu centrul O si cu latura 4B, lungimea cirei o notim a,. Unghiul /OB

A4
A, o
| >
Az Anfl
NV u
A, A, A M B
Fig. 6.2 Fig. 6.3
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6. Poligoanele regulate si proprietatile lor 53

se numeste unghi de la centru a poligonului regulat. Este clar, ci

2408 =%
n
In triunghiul isoscel #OB ducem iniltimea OM. Atunci ZAOM =
= sBoM =18 Amr-mB-= % Din triunghiul OMB obtinem, ci
n
op=—MB____ 4% _Gom-—MB___ 4
sin ZBOM 94i 180° ° tg /BOM 180°
sin —— 2tg—
n n

Segmentele OB si OM —sunt razele circumferintelor circumscrise si inscrise
poligonului regulat cu #-laturi. Dacd lungimile lor notim R, si 7, atunci rezul-
tatele obtinute se pot scrie in forma de formulele:

a a
R =——2 r = —=n
n 1 (o] n 1800
2 sin 80 2tg

n n

Inlocuind in aceste formule in loc de # cifrele 3, 4, 6, obtinem formulele
pentru aflarea razelor circumferintelor circumscrise si inscrise a triunghiului
regulat, patrulaterului si a hexagonului cu latura a:

Numirul 1aturi9r poligonului re- n=3 — =6

gulat cu 7-laturi

Raza circumferintei circumscrise R =% V3 R =2 V2 Ry=a
P 3 v

Raza circumferintei inscrise — V3 r=2 . = aN8
6 to2 S 2

Din rezultatele obtinute rezultd, ci latura he-
xagonului regulat este egald cu raza circumferintei
circumscrise lui. Acum se poate scrie algoritmul
construirii hexagonului regulat: de la oricare punct
M a cercului trebuie una dupi alta de depus coarde,
care sunt egale cu raza (fig. 6.4). In asa fel obtinem
varfurile hexagonului regulat.

Fig. 6.4
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c
Fig. 6.5 Fig. 6.6

Unind peste unul varfurile hexagonului regulat, obtinem un triunghi regulat
(fig. 6.5).

Pentru a construi un patrulater regulat este destul de dus in circumferinti
doui diametre perpendiculare AC si BD (fig. 6.6). Atunci patrulaterul /BCD —
pitrat (demonstrati aceasta independent.

Daci sunt construite poligoane regulate cu z-unghiuri, atunci este usor de
construit poligoane regulate cu 2z-unghiuri. Pentru aceasta trebuie de aflat
mijlocurile laturilor poligonului cu z-unghiuri si de dus razele circumferintei
circumscrise prin punctele obtinute. Atunci capetele razelor si varfurile po-
ligonului cu z-laturi dat vor fi varfurile poligonului regulat cu 2z-laturi. In
figura 6.7 si 6.8 este desenat cum se construieste poligonul regulat cu 8 laturi
si 12 laturi.

Fig. 6.7 Fig. 6.8

Problema 1. Existi oare un poligon regulat, unghiul cirui este egal:
1) 155°; 2) 177°? In cazul rispunsului afirmativ, specificati tipul .

1) Fie ci n — este numirul de laturi ale poligonului ciutat. Pe de o parte,
suma unghiurilor este 180° (7 — 2). 1) Pe de alti parte, aceastd sumi este egald
cu 155°7. Deci, 180° (2 — 2) = 155°7; 25°7 = 360°; n = 14,4. Deoarece 7 trebuie
sd fie numar natural, atunci asa un poligon regulat nu existi

2) Avem: 180° (n — 2) = 177°n; 180°n — 360° = 177°n; n = 120.
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6. Poligoanele regulate si proprietatile lor 55

Raspuns: 1) nu existd; 2) existd, acesta este — poligon cu o sutd doudizeci
de laturi. <«

Problema 2. Intr-o circumferinti este inscris un triunghi regulat cu latura
18cm. Aflati latura hexagonului regulat circumscris acestei circumferinte.

Rezolvare. Raza circumferintei circumscrise triunghiului regulat se cal-

a3

culeazd dupi formula R, =

1843

, unde 4 — lungimea laturii triunghiului

(fig. 6.9). Deci, R, = 5 - 6+/3 (cm).

Dupi conditie raza circumferintei inscrise in he-
xagonul regulat este egald cu raza circumferintei cir- . VDA
cumscrise triunghiului regulat,deci r, = R, = 6 V3 em.
Deoarece r, = #, unde 4 — lungimea laturii hexa- ( )
gonului regulat, atuncib = 20 _ M =12 (cm). AN

NG

Raspuns: 12 cm. 4 Fig. 6.9
g |
[ ]

. Care poligon se numeste regulat?
. Cum se mai numeste triunghi regulat?
. Cum se mai numeste patrulater regulat?

1
2
3
4. njurul c3rui poligon regulat se poate circumscrie o circumferinta?
5. Tn care poligon regulat se poate inscrie o circumferinta?

6

. Cum sunt situate unul fata de altul centrele cercurilor circumscrise si inscrise
poligonului regulat?

7. Ce se numeste centrul poligonului regulat?

8. Scrieti formulele razelor circumferintelor circumscrise si inscrise poligonului
regulat, triunghiului, patrulaterului, hexagonului.

9. Descrieti construirea hexagonului regulat.
10. Descrieti construirea patrulaterului regulat.

11. Cum, avand un poligon regulat cu z-unghiuri, se poate de construit un poligon
cu 27-unghiuri?
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56 § 2. POLIGOANE REGULATE

@: INSARCINARI PRACTICE I

6.1.° Desenati o circumferinti, raza cireia este egald cu 3 cm. Construiti inscris
in aceastd circumferinti:
1) hexagon regulat;
2) triunghi regulat;
3) decagon regulat.
6.2.° Desenati o circumferintd, raza cireia este egald cu 2,5 cm. Construiti
inscriind in aceastd circumferinta:
1) patrulater regulat;
2) octogon regulat.

e
W EXERCITII I

6.3.° Aflati laturile poligonului regulat cu 7 laturi, daci:

1) n==6; 2)n=9; 3) n=15.

6.4.° Aflati unghiurile poligonului regulat:
1) octogonului; 2) decagonului.

6.5.° Cite laturi are poligonul regulat, unghiul ciruia este egal cu:
1) 160°; 2) 171°?

6.6.° Cite laturi are poligonul regulat dacd unghiului lui este egal:
1) 108°; 2) 175°?

6.7.° Exista oare poligon regulat, unghiul carui este egal:
1) 140°; 2) 130°?

6.8.° Cite laturi are poligonul regulat, dacd unghiul adiacent cu unghiul
poligonului alcituieste % din ughiul poligonului?

6.9.° Aflati numirul de laturi ale poligonului regulat, dacd unghiul lui este cu
168° mai mare da la unghiul adiacent cu el.

6.10.° Cate laturi are poligonul regulat inscris in circumferinti, daci misura
in grade a arcului circumferintei circumscrise pe care o intinde latura poli-
gonului, este egali:
1) 90°; 2) 24°?

6.11.° Aflati numirul de laturi a poligonului regulat, unghiul de la centru a
cirui este egal:

1) 120% 2) 72°.
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6. Poligoanele regulate si proprietatile lor 57

6.12.° Fie, cd a — lungimea laturii triunghiului regulat, R si » — razele
circumferintelor circumscrise si inscrise. Completati tabelul (lungimea
segmentului este in centimetri):

a R r

6+/3

43

2

6.13.° Fie, ci a — lungimea laturii patratului, R si 7— razele cercurilor circumscrise

si inscrise. Completati tabelul (lungimea segmentului este in centimetri):

a R r

8

NG

6.14.° Iniltimea triunghiului regulat este egald cu 15 cm. Cu ce este egald raza:
1) circumferintei circumscrise; 2) circumferintei inscrise?

6.15.° circumferintei inscrise 6 V2 cm. Cu ce este egald raza:

1) circumferintei circumscrise; 2) circumferintei inscrise?

6.16.° Raza circumferintei este egald cu 12 cm. Aflati latura poligonului regulat
inscris In aceastd circumferinti:

1) a hexagonului; 2) a decagonului.

6.17.° Raza circumferintei este egald cu 8 V3 cm. Aflati latura hexagonului
regulat circumscris circumferintei.

O—w 6.18.° Demonstrati, ci raza circumferintei circumscrise unui triunghi
regulat, este de doui ori mai mare decit raza circumferintei inscrise in acest
triunghi.

6.19.° Raza circumferintei,circumscrise in jurul triunghiului regulat este cu

4 cm mai mare ca raza circumferintei inscrise. Aflati razele circumferintelor
inscrise si circumscrise si latura triunghiului.
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6.20.° Latura poligonului regulat este egald cu 4, raza circumferintei circumscrise
este egald cu R. Aflati raza circumferintei inscrise.

6.21.° Razele cercurilor inscrise si circumscrise a poligonului regulat sunt egale

cu 7si R. Aflati latura poligonului.

6.22.° Latura poligonului regulat este egald cu a, raza circumferintei inscrise
este egald cu 7. Aflati raza circumferintei circumscrise.

6.23.° Unei circumferinte este circumscris un hexan regulat cu latura 4+/3 cm.
Aflati latura pitratului inscris in aceastd circumferinta.

6.24.° In circumferinti este inscris un pitrat cu latura de 6v/2 cm. Aflati la-
tura triunghiului regulat care este circumscris acestei circumferinte.

6.25.° Diametrul circumferintei este egal cu 16 cm. Se poate oare din ea de tdiat
un pitrat cu latura de 12 cm?

6.26.° Care trebuie si fie cel mai mic diametru al unui bustean rotund ca din el
s se poatd produce o grindi, a cireia sectiune transversald este un triunghi
regulat cu laturile de 15 cm?

6.27.° Care trebuie si fie cel mai mic diametru al unui bustean rotund ca din
el sd se poatd produce o grindi, a cireia sectiune transversald este un pitrat
cu laturile de 14 cm?

6.28.° Cite laturi are poligonul regulat, unghiul ciruia este cu 36° mai mare ca
unghiul de la centru?

6.29.° Unghiul intre razele circumferintei inscrise in poligonul regulat duse la
punctele de tangenti ale acestei circumferinte la laturile megieseale poligo-
nului, este egal cu 20°. Aflati numirul de laturi ale poligonului.

6.30.° Demonstrati, ci toate diagonalele pentagonului regulat sunt egale.

6.31.° Demonstrati, ci fiecare diagonald a pentagonului regulat este paraleld
uneia din laturile lui.

6.32.° Coarda comuni a douid circumferinte, care se intersecteazi este latura
triunghiului regulat inscris intr-o circumferinta si latura patratului inscris in
altd circumferintd. Lungimea acestei coarde este egald cu 2. Aflati distanta
dintre centrele acestor circumferinte, daci ele sunt situate:

1) din ambele pirti a coardei; 2) de aceiasi parte a coardei.

6.33.* Coarda comuni a doui circumferinte, care se intersecteazd este latura
triunghiului regulat inscris intr-o circumferinti si latura hexagonului regulat
inscris in altd circumferintd. Lungimea acestei coarde este egald cu 4. Aflati
distanta dintre centrele acestor circumferinte, daci ele sunt situate:

1) din ambele pirti a coardei; 2) de aceiasi parte a coardei.
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6.34." Intr-o circumferinti este inscris un triunghi regulat si in jurul ei
este circumscris un triunghi regulat. Aflati raportul laturilor acestor
triunghiuri.

6.35.* Intr-o circumferinti este inscris un hexagon regulat si in jurul ei
este circumscris un hexagon regulat. Aflati raportul laturilor acestor
hexagoane.

6.36." Demonstrati, ci latura octogonului regulat este egald cu R /2 — V2, unde

R — raza circumferintei circumscrise lui.

6.37.° Demonstrati, ci latura dodecagonului regulat este egali cu R+/2— V3,
unde R — raza circumferintei circumscrise lui.

6.38.° Care este dimensiunea deschiderii unei chei pentru piulitd hexagonala,
baza cirei are forma unui hexagon regulat (fig. 6.10), daci litimea fetei

piulitei este egald cu 25 mm iar spatiul intre fetele piulitei si cheie este
0,5 mm?

25

Fig. 6.10

6.39.° Aflati aria octogonului regulat, daci raza circumferintei circumscrise lui
este egald cu R.

6.40.° Aflati diagonalele si aria hexagonului regulat, latura ciruia este egali cu a.

6.41. Unghiurile pitratului cu latura de 6 cm sunt tdiate in asa fel, ¢i s-a obtinut
octogon regulat. Aflati latura octogonului obtinut.

6.42.> Unghiurile triunghiului regulat cu latura de 24 cm sunt tiiate in asa fel,
cd s-a obtinut hexagon regulat. Aflati latura hexagonului obtinu.

6.43.> Aflati diagonalele octogonului regulat, latura ciruia este egald cu a.

6.44.* Intr-un dodecagon regulat latura ciruia este egald cu 4, pe rind au fost
unite mijlocurile a sase laturi luate peste una. Aflati latura hexagonului
regulat, care sa format.
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6.45.” In octogonul regulat, latura ciruia este egali cu 4, pe rind au fost unite
mijlocurile a patru laturi luate peste una. Gasiti latura hexagonului regulat,
care sa format.

6.46." Ce formi a poligoanelor regulate egale pot avea plicile parchetului, astfel
incat cu ele sd se poatd asterne podeaua?

6.47." Este dat hexagonul regulat, latura ciruia este egald cu 1 cm. Folosind doar
rigla, construiti un segment cu lungimea de /7 cm.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

6.48. Circumferinta este impirtitain 5 arcuriegale: UAB = UBC = UCD = UDE =
= UAE. Aflati:
1) ZBAC; 2) ZBAD; 3) £BAE; 4) ZCAD; 5) ZDAE.

6.49. Pe o parte a unghiului cu vérful in punctual 4 sau notat punctele
B si C (punctul B este situate intre punctele 4 si C), pa altd parte —
punctele D si E (punctul D este situate intre punctele 4 si E), precum
AB =28 cm, BC =8 cm, AD = 24 cm, AF = 42 cm, BE = 21 cm. Aflati
segmentul CD.

6.50. Baza triunghiului isoscel obtuz este egald cu 24 cm, iar raza circumferintei
circumscrise lui, — 13 cm. Aflati aria triunghiulu.

6.51. Prin punctul 4 la o circumferinti sunt duse doui tangente. Distanta pana
la punctul 4 de tangenti este egald cu 12 cm, iar distanta intre punctele de
tangentd — 14.4 cm. Aflati raza cercului.

22! DESPRE CONSTRUIREA POLIGOANELOR IS
REGULATE C n-LATURI

Demonstrim ci orice poligon regulat cu #-laturi este un poligon convex.
Pentru aceasta este destul de aritat ci orice poligon are cel putin un unghi mai
b mic de 180°. Atunci din aceea ci in poligonul regulat cu 7-laturi
y toate unghiurile sunt egale, rezultd ci toate ele sunt mai mici de
180°, adicd poligonul este convex.
Analizim un poligon arbitrar si dreapta a, care nu are cu el
puncte comune (fig. 6.11). Din fiecare unghi a poligonului ducem
Fig. 6.11 perpendiculari pe dreapta a.
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Comparind lungimile acestor perpendiculare, noi putem alege varful
poligonului care este mai putin indepirtatd de la dreapta a (daci asa varfuri
sunt cteva, atunci alegem oricare din ele). Fie ci aceastd proprietate o are
varful 4 (fig. 6.11). Prin punctul 4 ducem dreapta 4, paraleld dreptei a.
Atunci unghiul 4 al poligonului este situat intr-un semiplan fati de dreapta
b. Deci, £A < 180°.

Voi deja stiti cum cu ajutorul compasului si riglei sd construiti poligo-
nul regulat cu 4 laturi si 8 laturi, 16 laturi, 32 laturi, adici orice poligon cu
2" laturi (» — numdr natural, n > 1). Priceperea de a construi un triunghi
regulat di posibilitatea construirii unui lant de astfel de poligoane regulate:
6 laturi, 12 laturi, 24 laturi si asa mai departe, adicd oricare 3 - 2" laturi (7 —
numir natural).

Sarcina de a construi un poligon regulat cu ajutorul compasului si a riglei
au studiat-o geometrii Antici Greci. In special, fati de poligoane mentionate
mai sus, ei puteau construi poligoane regulate cu 5 laturi si 15 laturi, ceea ce
este destul de dificil.

Savantii antici, care puteau construi orice poligon regulat cu 7 laturi, unde
n=3,4,5,6,8,10,au incercat si rezolve aceastd problemi si pentru z =7,9. Ei
nu au reusit. In general, mai mult de doud mii de ani matematicienii nu au
putut si se miste din loc in rezolvarea acestei probleme. In 1796 marele mate-
matician german Carl Friedrich Gauss a putut cu ajutorul compasului si riglei
sd construiascd poligonul regulat cu 17 laturi. In 1801 Gauss a demonstrat, cu
ajutorul riglei si compasului se poate construi un poligon regulat cu 7 laturi
atunci si numaiatunci,cand » = 2,unde k € N, 4> 1,saun =2* - p.p,- ... - p,,

unde # — numir intreg ne negative, py, p,, ..., p, — nu-
mere simple de tip 2% +1, unde m — numir intreg
ne negative, care se numesc numere simple Ferma'.
Acum sunt cunoscute doar cinci numere simple Ferma:
3,5,17,257,65 537.

Gauss a dat descoperirii sale atit de mare
importantd, incit a poruncit si-i infitiseze poligonul
cu 17 laturi pe mormantul lui. Pe piatra funerari a lui
Gauss aceastd figurd nu este, cu toate c¢i monumentul
lui Gauss din Braunschweig este pe piedestal in forma

X K Carl Friedrich Gauss
de poligon cu 17 laturi. (1777-1855)

! Pierre Ferma (1601-1665) — este un matematician francez, unul dintre
fondatorii teoriei numerelor.
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62 § 2. POLIGOANE REGULATE

7. Lungimea circumferintei. Aria cercului

In figura 7.1 sunt prezentate poligoane regulate cu 4 laturi, 8 laturi si 16
laturi inscrise in circumferinti.

Noi observam, ci la mirirea numarului de laturi a poligonului regulat cu
n-laturi perimetrul P, tot mai putin si mai putin se deosebeste de lungimea C
circumferintei circumscrise.

Astfel, pentru exemplul nostru putem scrie:

C-P,>C-P;> C-Py.

La mirirea nelimitatd a numarului de laturi a poligonului regulat, perimetrul
lui v-a fi cét se poate de putin deferit de la lungimea circumferintei. Acest lucru
inseamnd ci diferenta C — P, se poate face mai mici de, de exemplu, 10°¢, 10
si chiar mai mici de la orice numir pozitiv.

—
—
D)
N

Fig. 7.1 Fig. 7.2

Analizim doui poligoane regulate cu z-laturi cu laturile 4, i @, inscrise in
circumferintele, razele cirora sunt corespunzitor egale R si R’ (fig. 7.2). Atunci
perimetrele P, si P, se pot calcula dupi formul

o

1
P =na,=n-2Rsin 80 )

n
. 180°
P/=na/ =n-2R’sin .
n
De aici P, 2R o
P’ 2R

n

Aceasti egaliz‘az‘e este corectd pentru orice valoare a lui n (n — numar natural,
n 2 3). La mirirea nelimitati a valorii 7, perimetrele P, si P,’ corespunzitor
vor fi cit se poate de putin deferite de la lungimile C si C' circumferintelor

. ) . .. e . P, .
circumscrise. Atunci la mirirea nelimitatd a lui # raportul =% v-a fi cat se

n
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului 63

poate de putin deferit de la raportul g Avind in vedere egalitatea (*) ajungem

. 2R .1 C
la concluzia, ci numirul R putin diferd de la numirul o Aceasta este

- . . A C 2R .. C c’
posibil numai atunci, cind — = —, adici — = —.
C’ 2R 2R 2R
Ultima egalitate inseamnd, ci pentru toate circumferintele raportul lungimii
circumferintei la diametrul este unul si acelasi numadr.
Din cursul de matematici clasa 6 voi stiti, cd acest numdr se noteazi cu litera

greceascd T (se citeste: “pi”).

. . C . L
Din egalitatea BT obtinem formula pentru calculul lungimii

circumferintei:

C=2nR

Numirul 7 este irational, deci el nu poate fi reprezentat formi de fractie
zecimald finitd. De obicei la rezolvarea problemei ca valoare aproximativi 1 se
considerd numirul 3,14.

Remarcabilul savant al Greciei antice Arhimede (sec. III i.e.n.), a exprimat
prin diametrul circumferintei circumscrise perimetrul poligonului regulat cu 96

. e, . 510 1 .. <«
laturi, a stabilit, ci 37—1 <M< 3?. De aici rezulti, ci  ~ 3,14.

Cu ajutorul calculatoarelor moderne si programe special se poate calcula
numirul 7 cu mare precizie. anegistrém numdrul 7 cu 47 de cifre dupi virgula:

1 =3,14159265358979323846264338327950288419716939937....

In 1989 numirul 7 a fost calculate cu precizia de pani la 1 011 196 691
cifre dupi virgula. Acest fapt a fost inscris in cartea recordurilor lui Ghinnes.
Acest numir in carte nu este indicat, deoarece pentru acesta ar trebui peste
o mie de pagini. In 2017 au fost calculate peste 22 de trilioane de semne a
numirului 7.

S4 gisim formula pentru calculul lungimii arcului de circumferinti cu mi-
sura in grade 7°. Deoarece misura in grade a circumferintei intregi este egald

. . . 2nR R . .
cu 360°, lungimea arcului de 1° este egald 2 I Atunci lungimea / a
360 180
arcului in #° se calculeazd dupi formula
I nRn
180
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Deducem formula pentru calculul ariei circumferintei.

Ne adresim din nou la figura 7.1. Noi vedem ci la mirirea numarului de
laturi a poligonului regulat cu 7 laturi aria lui §, tot mai putin diferd de la aria §
a circumferintei. La cresterea nelimitatd a numarului de laturi aria lui se apropie
de aria circumferintei.

In figura 7.3 este aritat un fragment de poligon regulat cu 7 laturi cu centrul
in punctul O, cu latura 4B = a, i raza circumferintei circumscrise, care este

egald cu R. Ducem perpendicular OM pe latu-

o 180° ra AB. Avem:
n S0 =%AB-OM=%an-R003180.

n

Deoarece razele sunt duse in varfurile
poligonului regulat cu #z laturi, il impart
pe el in 7 triunghiuri egale, si aria poli-

A ]\; = gonului cu 7 laturi §, de » ori este mai
mare decit aria triunghiului AOB. Atunci
Flg. 7.3 1 180°
Sn:n-SAOB:En-an-Rcos . Rezulta
n
1 180°
S,==P, -Rcos , *
2 n

unde P, — perimetrul poligonului regulat cu # laturi.

Y . .
se va diferentia de la 0°,

La mirirea nelimitati a valorii #» mirimea
n

180Y
asadar, cos

se apropie la 1. Perimetrul P, se v-a apropia de mirimea C a

circumferintei, iar aria §, — la aria § a circumferintei. Atunci dupi egalitatea

1
(**) se poate scrie: S = EC@R.

Din aceasti egalitate obtinem formula pentru calculul ariei cercului:

S=nR?

In figura 7.4 razele OA si OB impart cercul in doud pirti, care sunt colorate
in culori diferite. Fiecare din aceste parti impreund cu razele O4 si OB se numesc
sector circular sau simplu sector.

Este clar, ci cercul cu raza R se poate impirti in 360 sectoare egale, fieca-
2

R .
. Atunci
0

re din ele va contine arcul de 1°. Aria acestui sector este egald cu
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului 65

aria § a sectorului, care contine arcul circumferintei de 7°, se calculeazd dupi
formula

nR’n
360

In figura 7.5 coarda 4B imparte cercul in doui pirti, care sunt colorate
in doud culori diferite. Fiecare din aceste parti impreund cu coarda 4B se
numeste segmentul circular sau simplu segment. Coarda 4B se numeste
baza segmentului.

A B
@ AB A®B
Fig. 7.4 Fig. 7.5 Fig. 7.6

Pentru a afla aria segmentului vopsit in culoare roz (fig. 7.6), trebuie de
la aria sectorului, care include coarda AB de scizut aria triunghiului /OB
(punctul O — centrul cercului). Pentru a afla aria segmentului vopsit in
azuriu trebuie la aria sectorului, care nu include coarda 4B de adunat aria
triunghiului 40B.

Daci coarda 4B este diametrul cercului, atunci ea imparte cercul in doud
segmente, care se numesc semicercuri. Aria § semicercului se calculeazd dupi

nR?

formula S = , unde R — raza cercului.

Problema 1. Lungimea arcului cercului, raza ciruia este 25 cm, este egald
cu 1 cm. Aflati misura in grade a arcului.

) nR . 180! . N
Rezolvare. Din formula [ =2 obtinem n = g Deci, misura in
n

180m \°
grade ciutati n° = T =7 ,2°,
n-25

Riaspuns: 7,2°. 4
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66 § 2. POLIGOANE REGULATE

C_—D Problema2. In cercul cu centrul O, raza
cirui este egald cu 8 cm este inscris octogonul
z regulat ABCDEFMK (fig. 7.7). Aflati aria secto-

rului si a segmentului, care includ arcul 4B.
Rezolvare. Unghiul AOB — unghiul de la

centru a octogonului regulat, de aceea ZAOB =

A F
\ / = 360 =45O.

Atunci aria sectorului ciutat este egald cu

. n-8°-45
Fig. 7.7 8,oee = ———— = 8n (cm?), aria segmentului:
360
e = S = Sion = 81—~ OA” sin ZAOB = (871612 (can’).

Réspuns: 8m cm?, (871:—16 \/5) cm?. <

p |
¢ Care raport se noteaza cu litera 7t?

Numiti valoarea aproximativa a numarului  cu exactitate de sutimi.

Dupa ce formuld se calculeaza lungimea circumferintei?

Dupa ce formuld se calculeaza lungimea arcului de circumferinta?

Dupa ce formula se calculeaza aria cercului?

Explicati, ce figurd geometricd se numeste sector circular.

Dupa ce formula se calculeaza aria sectorului circular?

Explicati, ce figura geometricd se numeste segment circular.

Explicati, cum se poate afla aria segmentului circular.

VR NURWDN=

EXERCITII I

7.1.° Gasiti lungimea circumferintei, diametrul cireia este egal:

1) 1,2 cmy; 2) 3,5 cm.
7.2.° Gisiti lungimea circumferintei, raza cireia este egal:
1) 6 cm; 2) 1,4 m.
7.3.° Gisiti aria cercului, raza ciruia este egal:
1) 4 cmy; 2) 14 dm.
7.4.° Gisiti aria cercului, diametrul ciruia este egal:
1) 20 cmy; 2) 3,2 dm.
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului 67

7.5.° Gisiti aria cercului, lungimea circumferintei cireia este egald cu /.

7.6.° Gisiti aria cercului, lungimea circumferintei cireia este egald cu

125,6 cm.

7.7.° Cum se v-a schimba lungimea circumferintei, daci raza ei:
1) se v-a miri de 2 ori; 2) se v-a micsora de 3 ori?

7.8.° Raza circumferintei a fost miritd cu 1 cm. Cu cit s-a mirit lungimea
circumferintei?

7.9.° Lungimea ecuatorului Piméantului aproximativ este egal cu 40 000 000 m.
Considerdm, ci Pimantul are forma sferei, calculati raza in kilometri.

7.10.° Calculati lungimea liniei rosii in figura 7.8.

Fig. 7.8

7.11.° Cum se v-a schimba aria cercului, daci raza lui:
1) sa v-a miri de 4 ori;
2) se v-a micsora de 5 ori?

7.12.° Calculati aria figurii hasurate, care este prezentati in figura 7.9.

Fig. 7.9
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7.13.° Calculati aria figurii hasurate (fig. 7.9.), daci lungimea laturii pitratului
este egald cu a.

PN
NN

Fig. 7.10

7.14.° Se vand clitite de doui feluri: diametrul 30 cm si 20 cm. Daci toate
clititele au una si aceeasi grosime, atunci in ce caz cumpiritorul mininci
mai mult: cAind mininci unul mare sau doud mici?

7.15.° Gisiti lungimea circumferintei circumscrise unui triunghi regulat cu
latura a.

7.16.° Gisiti lungimea circumferintei inscrise in patratul cu latura a.
7.17.° Gisiti aria cercului circumscris pitratului cu latura a.

7.18.° Giisiti aria cercului inscris in hexagonul regulat cu latura a.
7.19.° Gisiti aria cercului inscris in triunghiul regulat cu latura a.
7.20.° Gisiti aria cercului circumscris dreptunghiului cu latura a si 4.

7.21.° Gisiti aria cercului circumscris in jurul triunghiului echilateral cu latura
lateral 4 si si unghiul o la baza.

7.22.° Gisiti lungimea circumferintei circumscrise dreptunghiului cu latura a
si unghiul o cuprins intre latura dati si diagonala dreptunghiului.
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului 69

7.23.° Raza circumferintei este egald cu 8 cm. Aflati lungimea arcului
circumferintei misura in grade a cireia este egald cu:
1) 4% 2) 182 3) 160°%; 4) 320°.

7.24.° Lungimea arcului circumferintei este egal cu 127 cm, iar misura in garde
a lui este de 27°. Aflati raza circumferintei.

7.25.° Lungimea arcului circumferintei cu raza de 24 cm este egald cu 37 cm.
Aflati misura in grade a arcului.

7.26.° Calculati lungimea arcului ecuatorului Pimantului, misura in grade cireia
este egald cu 1°, daci raza ecuatorului este aproximativ egald cu 6400 km.

7.27.° Raza cercului este egald cu 6 cm. Gisiti aria sectorului, dacd misura in
grade a arcului lui este egald cu:

1) 15° 2) 144, 3) 280°.

. . 5 .. . . . N
7.28.° Aria sectorului este 3 din aria cercului. Aflati misura in grade a arcu-
lui lui.

7.29.° Aria sectorului este 6 dm?. Aflati misura in grade a arcului acestui sector,
daci raza cercului este egald cu 12 dm.

. . 5# . < . . .
7.30.° Aria sectorului este " cm?, iar misura in grade a arcului acestui sector

este 75°. Aflati raza cercului, parte al ciruia este acest sector.
7.31.° Poate oare sectorul cercului si fie segmentul lui?

7.32.° Aflati aria segmentului circular, daci raza cercului este egald cu 5 cm, iar
misura in grade a arcului segmentului este egali:
1) 45° 2) 150°; 3) 330°.

7.33.° Aflati aria segmentului circular, daci raza cercului este egald cu 2 cm, iar
misura in grade a arcului segmentului este egali:

1) 60° 2) 300°.

7.34." Rotile automobilului au diametrul 65 cm. Automobilul merge cu asa
vitezd, ci rotile fac 6 rotatii in fiecare secundi. Aflati viteza automobilului
in kilometri pe secundi. Rispunsul rotunjiti-1 pani la zecimi.

7.35.° Aflati lungimea arcului, care circumscrie indicatorul de ori cu lungimea
de 6 cm intr-o ori.

7.36. Aflati lungimea arcului, care circumscrie indicatorul de minute cu lun-
gimea de 24 cm in 40 de minute.
7.37.° Raza circumferintei a fost miritd cu a. Demonstrati, cd lungimea

circumferintei s-a marit cu mirimea, care nu depinde de raza circumferintei
date.
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70 § 2. POLIGOANE REGULATE

7.38.° Latura triunghiului este egali cu 6 cm, iar unghiurile adiacente sunt egale
cu 50° si 100°. Aflati lungimile arcurilor, pe care varfurile triunghiului impart
circumferinta circumscrisd lui.

7.39.* Latura triunghiului este egali cu 5+/3 cm, iar unghiurile adiacente ei

sunt egale cu 35° si 25°. Aflati lungimea arcurilor, pe care varfurile triun-
ghiului impart circumferinta circumscrisi lui.

7.40.° Pe cateta AC a triunghiului dreptunghiular ABC (£C = 90°) ca pe
diametru este construitd o circumferintd. Aflati lungimea arcului acestei
circumferinte, care apartine triunghiului, daci Z4 = 24°, 4C = 20 cm.

7.41.* Unghiul de la baza unui triunghi isoscel este de 70°. La iniltimea tri-
unghiului, care este dusi la bazi si este de 27 cm, ca pe diametru s-a con-
struit o circumferintd. Aflati lungimea arcului circumferintei, care apartine
triunghiului.

7.42.° Segmentul 4B este impirtit in # segmente. Pe fiecare dintre ele ca pe
diametru a fost construitd o semi circumferinti. Aceastd actiune a fost repe-
tatd prin impdrtirea segmentului dat in 7 segmente. Aflati raportul sumelor
lungimilor semi circumferintelor, obtinute in primul si in al doilea caz.

7.43.* Demonstrati, cd aria semicercului construit pe ipotenuza triunghiului
dreptunghiular ca pe diametru (fig. 7.11), este egald cu suma arcurilor se-
micercurilor, construite pe catetele lui ca pe diametre.

7.44.° Douai tevi, diametrele ciror sunt egale
cu 30 cm si 40 cm, trebuie inlocuite cu o
teavi cu aceiasi capacitate de debit'. Care
trebuie si fie diametrul acestei tevi?

7.45.° Cu cite procente se v-a mdri aria cer-
cului, daci raza lui se v-a miri cu 10 %?

7.46.° In cerc este inscris un pitrat cu latura
a. Aflati aria celui mai mic segment baza
cirora este latura patratului.

7.47.° Dintr-o foaie de tabli, care are formi
unui cerc a fost tdiat un hexagon regulat cu
cea mai mare arie posibild. Céte procente
de tabld a mers in deseu?

Fig. 7.11
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7. Lungimea circumferintei. Aria cercului 71

7.48." In cerc este inscris un triunghi regulat cu latura 4. Aflati aria celui mai
mic segment, baza cirora este latura triunghiului.

7.49.° In sectorul circular, raza cirui este egald cu R, iar unghiul de la centru
este de 60°, este inscris un cerc. Gisiti aria acestui cerc.

7.50.* Gisiti aria rozetei (figurii hagurate), care este desenati in figura 7.12,

daci latura patratului ABCD este egali cu a.

A D
Fig. 7.12 Fig. 7.13

B C

7.51. La construirea a patru arcuri cu centrele in varfurile pitratului #BCD
si razele care sunt egale laturii patratului s-a format figura limitata de linia
rosie (fig. 7.13). Aflati lungimea acestei linii, dacd lungimea laturii patratului

este egald cu a.

Fig. 7.14 Fig. 7.15

7.52.* (Problema lui Hippocrates?). In jurul dreptunghiului este circumscrisd
o circumferintd si pe fiecare laturd a lui ca pe diametre sunt construite
semicircumferinte (fig. 7.14). Demonstrati, ci suma ariilor figurilor vopsite
(secerilor lui Hippocrates) este egald cu aria dreptunghiului.

7.53.* Doui pitrate cu latura de 1 cm au un centru comun (fig. 7.15). Demon-

VR . 3
strati, ca aria par'gn lor comune este mai mare de Z.

! Hippocrates din Pios — geometru din Grecia antici (sec al V-ai.e.n.).
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72 § 2. POLIGOANE REGULATE

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

7.54. Aflati latura rombului, daci iniltimea lui este egald cu 6 cm, iar unghiul
intre latura rombului si a uneia din diagonale este egal cu 15°.

7.55. Bisectoarea unghiului A al dreptunghiului #BCD imparte latura BC a lui
in segmentele BM si MC cu lungimea de 10 cm si 14 cm corespunzitor. In
segmente de ce lungime imparte aceastd bisectoare diagonala dreptunghiului?

7.56. Suma unghiurilor la baza mai mare a trapezului este de 90°. Demonstrati,
ci distanta intre mijlocurile bazelor trapezului este egald cu semi diferenta
bazelor.

[
8 o
_A&' NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI &

7.57. Cu ce este egali distanta intre punctele 4 si B de pe axa de coordonate daci:
1) A (3) si B(7); 3) A (-2) si B (-6);

2)A(-2) si B (4); 4) A (a) si B (d)?

7.58. Pe planul de coordonate desenati segmentul 4B, dupi desen gisiti co-
ordonatele mijlocului segmentului si comparati-le cu media aritmetici a
coordonatelor corespunzitoare a coordonatelor punctelor A4 si B, daci:

1) 4(-1;-6), B (5; -6); 3) 4 (3;-5), B (-1; 3).
2) 4 (3;1), B(3;5);

7.59. Pe planul de coordonate desenati triunghiul ABC si aflati laturile lui, dacd
A(5;-1),B(=3;5), C (-3;-1).

7.60. In ce cadran de coordonate se afli punctul:

DAG;-4);  2)B(31); 3)C(4-5); 4 D192

7.61. In ce cadran se afli punctul M, daci:

1) abscisa este pozitivi iar ordonata este negativi,
2) produsul abscisei si ordonatei este numir negativ;
3) abscisa si ordonata negative?

7.62. Ce se poate de spus despre coordonatele punctului punctele /4, daca:

1) punctul 4 este situat pe axa abscisei;

2) punctul A este situat pe axa ordonatei;

3) punctul A este situat pe bisectoarea celui de-al patrulea unghi de coor-
donate;

4) punctul A4 este situat pe bisectoarea celui de-al treilea unghi de coordo-
nate;

5) punctul A este situat pe bisectoarea primului unghi de coordonate?
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7.63. Indicati coordonatele varfurilor dreptunghiului ABCD (fig. 7.16).

UA
B C(7; 4)
Y A
B(—4; 3) C
-
A(-2; 1) D
0 x
a | -
0 x
YA
A(-1; 1) B
| -
0 x
A D(-1; -5)
|
b
D C(2; -2)
c
Fig. 7.16

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

7.64. Pe plan sunt notate cateva puncte. Unele dintre acestea sunt vopsite in
rosu, restul — albastru. Este cunoscut faptul ci puncte de fiecare culoare
sunt nu mai putin de trei si nici trei puncte de o culoare nu sunt situate pe o
dreapti. Demonstrati cd oricare trei puncte de aceeasi culoare sunt varfurile
unui triunghi, pe laturile cirui pot fi situate nu mai mult de doud puncte
de alti culoare.
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INSARCINARA NR. 2 “CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Gisiti numirul de laturi a poligonului regulat, dacd unghiul lui este egal

cu 170°.
A) 30; C) 36;
B) 32; D) asa un poligon nu exista.
2. Cu ce este egal unghiul de la centru al decagonului regulat?
A) 18° B) 36 C) 144°; D) 10°.
3. Care cel mai mare unghi de la centru poate avea poligonul regulat?
A) 90°; C) 150°;
B) 120°; D) nu se poate indica.

4. In circumferinti este inscris un hexagon regulat, latura cirui este a. Aflati
latura triunghiului, circumscris acestei circumferinte.

a a

A)

33; B) 23; C) av3; D) 24 3.

5. Cu ce este egald raza circumferintei inscrise in hexagonul regulat, diagonala
cea mai mici este egald cu 12 cm?

A) 6 cm; B) 63 cm; C) 243 cm; D) 12 em.

6. Gisiti lungimea arcului de circumferintd, misura in grade a ciruia este egald
cu 207°, dacid raza circumferintei — 4 cm.

A) 23 cm; B) 4,6 cm; C) 231 cmy; D) 4,6m cm.
7. Ce parte a ariei cercului este aria sectorului, unghiul centralizat este egal
cu 140°?
7 7 7 7
A) —; B) —; C) —; D) —.
) 9 ) 12 ) 15 ) 18

8. Unghiul inscris in circumferinti care este egal cu 40°, se sprijind pe un arc
cu lungimea de 8 cm. Care este lungimea circumferintei date?

A) 72 cmy; B) 721 cmy; C) 36 cmy; D) 36m cm.

9. Care trebuie si fie lungimea coardei circumferintei, raza cireia este egald
cu R, pentru ca lungimile arcurilor, pe care capete acestei coarde impart
circumferinta, s se rapoarte ca 2 : 1?

RA3.
b

A) R; B) 2R; Q) - D) R3.
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10. In figuri este desenat triunghiul 4BC, £4 = 30°, B
BC = a.inscris in circumferintd. Cu ce este ega-
ld aria segmentului, baza ciruia intinde arcul

BAC?

A) a’ (211:1;3 \/E), A 30° C

B) a’ (27(‘.1;3 \/5)’

o a’ (10n+3\/§);
12

a’ (10n-3/3)

D) ———.
) 12

11. In triunghiul ABC'se stie, ci £A4 = 20°, £ C = 30°, AC = 14 cm. Circumferinta
cu centrul in punctul A4 este tangenti la dreapta BC. Aflati lungimea arcului
acestei circumferinte care apartine triunghiului 4BC.

A) T cm; B) = cm; O T cmy; D) Lk cm.
18 9 12 6

12. Raza cercului circumscris unui poligon regulat este egald 6+/3 cm, iar raza
cercului inscris in el — 9cm. Cite laturi are poligonul?

A) 6; B) 12; C)9; D) 18.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



76 § 2. POLIGOANE REGULATE

' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 2 -
®
Poligon regulat

Poligonul se numeste regulat, daci la el toate laturile sunt egale si toate
unghiurile sunt egale.

Proprietatile poligonului regulat

* Poligonul regulat este poligon convex.
*  Orice poligon regulat este cum inscris in cerc asa si circumscris in jurul
cercului, centrele cercurilor circumscrise si inscrise coincid.

Formule pentru aflarea razelor cercurilor circumscrise si inscrise
a poligonului regulat

Numirul de laturi

a n-gonului cu la n n=3 n=4 n==6

latura a

a

Raza cercului Rn=w R =a\/§ R =a\/§ R

circumscris 2sin - 3 3 * 2 6=

ARaza‘ cercului r, = ﬁ L _a J3 L L NG

inscris 2tg : 3 5 =y |n=y
Lungimea cercului

C=2nR

Lungimea arcului cercului de 7°

__mRn

180
Aria cercului

S=nR?

Aria sectorului, care contine arcul cercului de 7°
_ nR’n
360

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs nigpyvyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



CORDONATELE 3
CARTIZIENE PE PLAN *

Studiind materialul din acest paragraf, voi veti extinde cunostintele
voastre despre planul de coordonate.

Vetiinvata sa gasiti lungimea segmentului si coordonatele mijlocului
lui stiind coordonatele capetelor lui.

Veti obtine conostinta despre ecuatia figurii, veti deduce ecuatia
dreptei si a circumferintei.

Veti face cunostinta cu metoda coordonatelor, care permite rezol-
varea problemelor geometrice cu metode algebrice.

8. Distanta intre doua puncte
cu coordonatele date.
Coordonatele mijlocului segmentului

In clasa a 6 voi ati ficut cunostinti cu planul de coordonate si anume cu
planul pe care sunt reprezentate doud drepte de coordonate perpendiculare
(axa absciselor si axa ordonatelor) cu origine comuni (fig. 8.1). Voi stiti cum
de reprezetat punctele dupid coordonatele date si invers, sd gisiti coordonatele
punctului mircate pe planul de coordonate.

yh S
L
81 &
S
21 5
g
It

Axa absciselor

3 -2 -10] 1 2 3 «x

»

Fig. 8.1
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78 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Ne-am inteles ca, planul de coordonate cu axa x (axa absciselor) si axa y (axa
ordonatelor) de-1 numit planul xy.

Coordonatele punctului pe planul xy se numesc cordonate cartizie-
ne in cinstea matematicianului francez Rene Descartes (vezi articol pe

pag. 101).
4 ? _ Voi stiti cum de aflat distanta intre doud
x, x, X puncte cu coordonatele date pe dreapta de
coordonate. Pentru punctele 4 (x,) si B (x,)

Fig. 8.2 (fig. 8.2) avem:
AB=|x,— x,|.
Sa invitim si gisim distanta intre punctele 4 (x; y,) si B (xy; 3,), date pe
planul xy.

Studiem cazul, cind segmetul 4B nu este perpendicular la nici o axa de
coordonate (fig. 8.3).

Prin punctele 4 si B ducem drepte perpendicularea la axd de coordonate.
Obtinem triunghiul dreptunghic ABC in care BC = |x,— x,|, AC= |y, -y, .
Deaici AB> = BC* + AC* = |5, — %, > + |y, — 1 1> = (2, — 2.)* + (3, — )

Atunci formula distantei intre punctele 4 (xy; ;) si B (x,; y,) se poate scrie
astfel:

AB=(x, - %,)* + (¥, - y,)’

Demonstrati independent, ci acestd formulid este corectd si pentru cazul,
cind segmetul 4B este perpendicular la o axd de coordonate.

Fie,ca A (x;; y,) si B (x5; y,) — punctul planului xy. Gisiti coordonatele (xy; y,)
a punctului M — mijlocul segmetului 4B.

yA yA .
A (x5 1)
yb--2A (x5 9) 1
M
Yl -ent .B (x5 y,) B(x2 ys)
| | ~ A |m (B
0] x, X, x 0| x; X0 x9 x
Fig. 8.3 Fig. 8.4
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8. Distanta intre doua puncte cu coordonatele date 79

S4 examindm cazul, cind segmetul 4B nu este perpendicular la nici o axi
de coordonate (fig. 8.4). Considerdm, ci x, > x; (cazul, cind x, < x;, se studiazi
analogic). Prin punctele 4, M si B ducem drepte perpendiculare la axa absciselor
care intersectezd aceasta axd in punctele 4, M, si B;. Dupi teorema lui Fales
AM, = M,B,, atuci | x,— x,| = |, — %, |. Deoarece x, > x, > xy, putem scrie:
Xp — %, = x, — x,. De aici

Xt
Xy =——
2

Analogic se demostreazi, ci

_hty,

0 2

Formula pentru gisirea coordonatelor mijlocului segmetului este corecti si in
cazul cind segmetul 4B este perpendicular la o axd de coordonate. Demonstrati
aceasta individual.

Problema 1. Demnstrasi, ci triunghil, varfurile ciruia sunt punctele
A(=1;7),B(1;3) si C(5;5), este triunghi isoscel.

Rezolvare. Folosind formula distantei intre doud puncte, gisim laturile
triunghiului dat:

AB=\(1+1)* +(3-7)* =/4+16 =/20;
BC=/(5-1)* +(5-3)° =16 + 4 =/20;

AC=(5+17 +(5-T) =/36+4 =/40.

Deci, AB = BC, adici triunghiul ABC isoscel.
Deoarece AB*> + BC* =20 + 20 = 40 = AC?, atunci triunghiul 4BC drept-
unghiular. <

Problema 2.Punctul M (2;-5) — mijlocul segmetului 4B, 4 (-1; 3). Gisiti
coordonatele punctului B.

Rezolvare. Notim (xg; y5) — coordonatele puctului B, (x,; y,) — coordo-
natele puctului 4, (x5 ;) — coordonatele puctului M.

X, +x
Deoarece %

R
=x,,, atunci: 5 B =2 —1+xy=4;x,=5.

3
Analogic % =Yy +2yB =-5; y,=-13.

Raspuns: B(5;-13). <
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80 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Problema 3. Demonstrati, ci patrulaterul #BCD cu varfurile in punctele
A(2;-1), B (1;3), C(-3;2) si D (-2; —2) este dreptunghi.

Rezolvare. Fei, ci punctul M — mijlocul diagonalei 4C. Atunci
_X,+tx, 2-3 Yy tye -1+2

x =-0,5; =0,5.
M 9 Yu 9
Deci, M (-0,5; 0,5).
Fie, cd punctul K — mijlocul diagonalei BD. Atunci
Xpt+x, 1-2 Yygt+ty, 3-2
X =—=—=—0,5; = =_=0,5.
® 2 2 Yx 2 2

Deci, K (-0,5; 0,5).

In asa fel, punctele M si K coincid, atunci diagonalele patrulaterului #BCD
au mijlocul comun. De aici rezultd, ci petrulaterul #BCD — paralelogram.

Gisim diagonalele paralelogramului:

AC=\(-3-2)" +(2+1) =\B4, BD=(-2-1)°+(-2-3) =34,

Deci, diagonalele paralelogramului ABCD sunt egale. De aici rezultd, ci
acest paralelogram este dreptunghi. <«

'|) |

1. Cum de determinat distanta fantre doud puncte, dacd sunt cunoscute coordo-
natele lor?

2. Cum de gasit coordonatele mijlocului segmentului, daca sunt cunoscute coor-
donatele capetelor lui?

@ EXERCITII I

8.1.° Gisiti distanta intre puctele 4 si B, daci:

1) 4(10; 14), B (5; 2); 2) 4(-1;2), B (4;-3).
8.2.° Gisiti distanta intre puctele C'si D, daci:
1) C(-2;-4), D (4,-12); 2) €(6;3), D (7;-1).

8.3.° Varfurile triunghiului sunt punctele 4 (-1; 3), B (5; 9), C (6; 2). Demon-
strati ca triunghiul 4BC isoscel.

8.4.° Demonstrati, ci punctual M (0; —1) este centrul circumferintei circumscris
in jurul triunghiului #ABC, daci 4 (6; -9), B (-6; 7), C (8; 5).

8.5.° Demonstrati, ci unghiurile B si C triunghiului 4BC sunt egale, daci
A(5;-7), B (-3;8), C (-10; -15).

8.6.° Gisiti coordonatele mijlocului segmetului BC, daci:

1) B(54), C(3;2); 2) B(=2;-1), C(-1;7).
8.7.° Puctul C'— mijlocul segmetului 4B. Gisiti coordonatele puctului B, daci:
1) 43;-4), C(2; 1); 2)A(-1;1), € (0,5 -1).
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8.8.° Punctul K — mijlocul segmentului 4D. Complectati tebelul:

Punct Coordonata punctuli
A (31 | (-82)
D L-3) (=9;2)
K (=4; 6) (1;2)

8.9.° Gisiti mediana BM a triunghiului, varfurile cirui sunt punctele 4 (3; -2),
B(2;3)si C(7;4).

8.10.° Sunt date punctele 4 (—2; 4) si B (2;—8). Gisiti distanta de la originea
de coordonate pani la mijlocul segmetului 4B.

8.11.° Demonstrati, cd triunghiul cu vérfurile in punctele 4 (2; 7), B (-1; 4) si
C (1; 2) este dreptunghiular.

8.12.° Punctele A4 (-1; 2) si B(7;4) sunt varfurile triunghiului dreptunghic.
Poate oare al treilea varf avea coordonata:
1) (7; 2); 2) (2;-3)?

8.13.° Sunt oare situate pe o dreaptd punctele:
1) 4(=2;-7), B(-1;-4) si C (5; 14);
2) D (-1; 3), E (2;13) si F/(5; 21)?

8.14.° Demonstrati, ci punctele M (—4; 5), N (-10; 7) si K (8; 1) sunt situate pe
o dreaptid si demonstrati care din puncte este situat intre altele doui.

8.15.* La ce valoare a lui x distanta intre punctele C(3;2) si D (x;—1) este
egald cu5?

8.16.° Pe axa absciselor, gisiti punctul egal depirtati de la punctele 4 (-1;-1)
si B(2;4).

8.17.° Aflati coordonatele punctului, care este situat pe axa ordonatelor si este
egal depirtatd de la punctele D (-2; -3) si E (4; 1).

8.18.° Aflati coordonatele puctului, care imparte segmentul 4B in raport 1 : 3,
pornind de la punctul 4, daca 4 (5;-3) si B (=3; 7).

8.19.° Patrulaterul ABCD — paralelogram, 4 (-5; 1), B (—4; 4), C (-1; 5). Gisiti
coordonatele virfului D.

8.20.° Patrulaterul ABCD — paralelogram, 4 (-2; -2), C (4; 1), D (-1; 1). Gisiti
coordonatele virfului B.

8.21.* Demonstrati, ci patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele 4 (-2; 8),
B (3;-3), C (6;2) si D (1; 13) este paralelogram.

8.22.° Demonstrati, ci patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele 4 (-3;-2),
B(-1;2), C(1;-2) si D (-1; —6) este romb.
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8.23.° Demonstrati, ¢ patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele 4 (-2; 6),
B (-8;-2), C (0;-8) si D (6; 0) este pitrat.

8.24.* Punctele D (1; 4) si E (2; 2) — sunt mijlocurile laturilor 4C'si BC a triun-
ghiului 4BC. Gisiti coordonatele virfurilor 4 si C, daci B (=3; -1).

8.25.* Gisiti lungimea segmetului, capetele ciruia apartin axelor de coordonate,
iar mijlocul este punctul M (=3; 8).

8.26.* Gisiti coordonatele varfului € a triunghiului echilateral 4BC, daci
A(2;-3) si B(-2; 3).

8.27.> Gisiti coordonatele varfului £ a triunghiului echilateral DEF, daci
D (-6; 0) si F'(2; 0).

8.28. In triunghiul ABC este cunoscut, ci 4B = BC, 4 (5;9), C (1; -3), modu-
lele coordonatelor punctului B sunt egale. Aflati coordonatele punctului B.

8.29. Giisiti coordonatele tuturor astfel de puncte C pe axa absciselor, ca triu-
ghiul ABC si fie isoscel si 4 (1; 1), B (2; 3).

8.30."" Gisiti coordonatele tuturor astfel de puncte B pe axa ordonatelor incét

triughiul ABC si fie dreptunghic si 4 (1; 3), C (3; 7).

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

8.31. In triunghiul ABC este cunoscut, ci ZC=90°, AB=9 cm, BC =3 cm.
Pe ipotenuza 4B notim punctual M astfel, ci AM : MB =1 :2. Gisiti
segmetul CM.

8.32. Aflati unghiurile rombului, dacd unghiul intre iniltimea si digonala rom-
bului dus dintrun varf este egal cu 28°.

8.33. Diagonala BD a paralelogramului ABCD este egald cu 24 cm, punctul

E — mijlocul laturii BC. Gisiti segmetele pe care dreapta AE imparte dia-
gonala BD.

;@ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI B

8.34. Punctul 4 (1;-6) — centrul circumferingei, punctul B (10; 6) apartine
acestei circumferinte. Cu ce este egald raza circumferintei?

8.35. Segmetul CD — diametrul circumferintei. Gisiti coordonatele centrului
circumferintei, daci C (6; —4), D (-2; 10).

8.36. Care figuri este graficul ecuatiei:
Dy=1; 3) x=-2; 5)xy=1;
2)y=3-4 D@2+ (G-3P=0 6 y=x?
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9. Ecuatia figurii. Ecuatia circumferintei

Din cursul de algebri clasa a 7-a voi deja
stiti ce figurd este numiti graficul ecuatiei. In
acest punct voi veti face cunostintd cu
notiunea ecuatia figurii.

Coordonatele (x; y) a fiecirului punct
a parabolei prezentate in figura 9.1, este
solutia ecuatiei y = &%, Si invers, fiecare so-
lutie a ecuatiei cu doud varaibile y = x* sunt
coordonatele punctului care este situat pe
aceastd paraboli. In acest caz, spunem ci
ecuatia parabolei prezentatd in figura 9.1, Fig. 9.1
are forma y = &,

yA

Ry

0

Definitie. Ecuatia figurii F, data pe planul xy, se numeste ecuatie cu
doui variabile x si y, care are urmitoarele proprietati:
1) daca punctul apartine figurii F, atunci coordonatle lui sunt solutia
ecuatiei;
2) orice solutie (x; y) a ecuatiei date sunt coordonatele punctului, care
apartine figurii F.

De exemplu, ecuatia dreptei desenati in figura 9.2 are forma y = 2x — 1, iar

1
ecuatia hiperbolii, desenati in figura 9.3, are formi y = —. Este primit de spus,
x

ci, de exemplu, ecuatiile y=2x-1si y = 1 dtermina dreapta si hiperbola
x

orespunzator.

Daci ecuatia datid este ecuatia figurii F, atunci aceastd figurd se poate
considera ca locul geometric al punctelor (LGP), coordonatele cirora satisfac
aceastd ecuatie.

7y Y A\
\
1 1
o7/ 1 e ——l_Jo] 1 x
\
Fig. 9.2 Fig. 9.3

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



84 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Folosind aceste consideratii, deducem ecuatia circumferintei cu raza R si
centrul in punctul 4 (a; ).

v 7
M (x; y) R
R _
A (.a; b) 0 x
o] —— =%
Fig. 9.4 Fig. 9.5

Fie M (x; y) — punct arbitrar al circumferintei date (fig. 9.4). Atunci AM = R.

Folosind formula distantei intre puncte, obtinem: \/(x -a)’ +(y-b)’ =R.
De aici
(- af+ (- =R ¢
Noi am aritat, ci coordonatele (x; y) a punctului arbitrar M al circumferintei
date este solutia ecuatiei (*). Acum aritim, ci orice solutie a ecuatiei (x — a)? +
+ (y — £)* = R? sunt coordonatele punctului, care apartine circumferintei date.
Fie perechea de numere (xy; y;) — solutia arbitrard a ecuatiei (*). Atunci

(%, — a)* + (3, — b = R~ De unde (%, - a)’ + (y, - b)* = R.

Aceasti egalitate aratd, cd puctul IV (xy; y,) este depirtat de la centrul circum-
ferintei A (a; 4) la distanta, care este egali cu raza circumferintei, deci punctul
N (x5 y,) apartine circumferintei date.

Deci, noi am demonstrat astfel de teoremi.

Teorema 9.1. Ecuatia circumferintei cu raza R si cu centrul in punctul
A (a; 8) are forma

(x—ay+(y-by=R’

Corecti este si afirmatia: orice ecuatie de forma (x — a)* + (y — b)* = R?, unde a,
b 5i R — unele numere, totodatd R>0, este ecuaia circumferingei cu raza R cu centrul
in puctul cu coordonatele (a; b).

Daci centrul circumferintei este originea de coordonate (fig. 9.5), atunci
a=5b=0.In acest caz ecuatia are forma

P4y =R,
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Problema 1. Alcituiti ecuatia cercului, diametrul cirui este segmetul 4B,
daci 4 (-5;9), B (7; -3).

Rezolvare. Deoarece centrul circumferintei este mijlocul diametrului,
atunci putem afla coordonatele (4; &) centrului C a circumferintei:

Deci, C (1; 3).
Raza circumferintei R este egali cu segmetului AC. Atunci R*=(1+5)* +
+(3-92=72.
Deci, ecuatia ciutati are forma
(e=1+(@y-3)=72.
Raspuns: (x—=1)*+(y—3)*=72. <«
Problema 2. Demonstrati, ci ecuatia &% + y* + 6x — 14y + 50 = 0 deter-
mini circumferinta. Gisiti coordonatele centrului si raza acestei circumferinge.
Rezolvare. Prezentim ecuatia datd in forma (x — a)* + (y — 6)* = R
¥+ 6x+9+y —14y+ 49 + 50 - 58 = 0;
(x+3)+(@y-7y=8.
Deci, ecuatia datid este ecuatia circumferintei cu centrul in puctul (=3; 7) si
raza 2/2.
Raspuns: (=3;7), 2 J2. <

Problema 3. Demonstrati, ci triunghiul cu varfurile in puctele 4 (-2;-3),
B (1; 3) si C(5; 1) este dreptunghiuc, si alcituiti ecuatia circumferintei circum-
scrise triunghiului ABC.
Rezolvare. Aflim pitratul laturilor acestui triunghi:
AB*=(1+2)+ (3 +3)*=45;
AC=(5+2)+(1+3)?=65;
BC*=(5-1)>+(1-3)>=20.
Deoarece AB* + BC? = AC?, atunci triunghiul dat este dreptunghicr cu un-
ghiul drept in varful B. Centrul circumferintei circumscrise este mijlocul ipo-

Je5

1
tenuzei AC — punctul (1,5; —1), raza circumferintei R = EAC =

Deci, ecuatia ciutati are formi

(x-L5+(y+1)° = %

Raspuns: (x-1L5)%+(y+1)* = i—5 <
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1. Ce se numeste ecuatia figurii date pe planul xy?

2. Ceforma are ecuatia circumferintei cu centrul in punctul (4 4) siraza R?

3. Ce forma are ecuatia circumferintei cu centrul in originea de coordonate si
raza R?

e
W EXERCITII B

9.1.° Determinati dupi ecuatia circumferintei, coordonatele centrului si raza ei:
1) (x=8)*+ (y—3)*=25; )+ =7,
2)(x+5P+y=9 4+ (y+1)0=3.

9.2.° Alcituiti ecuatia circumferintei, daci sut cunoscute coordonatele centrului
Asiraza R:
1) A(3;4),R=4; 3) A (7;-6), R =~/2;
2)A(-2;0),R=1; 4)4(0;5), R=A1.

9.3.° Alcituiti ecuatia circumferintei, daci sut cunoscute coordonatele centrului
Bsiraza R:

1) B(-1;9),R=9; 2) B(-8;-8), R=3.
9.4.° Determinati coordonatele centrului si a razei circumferingei, desenate in
figura 9.6 si scrieti ecuatia acestei circumferinte.

D |

Yl

-
C

- \J ,
@
]y

vl v
2 6
[ ]
0 p 0 4 x
b d

Fig. 9.6
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9.5.° Raza circumferintei cu centrul in punctul 4 este egalid cu 4 (fig. 9.7).
Alcituiti ecuatia acestei circumferinte.

y YA

o

a b
Fig. 9.7

=
]y

Ry
N

9.6.° Construiti pe planul de coordonate circumferinta, ecuatia cireia are forma:
D +y =4 2) (x+ 1)+ (y—2)*=25.

9.7.° Construiti pe planul de coordonate circumferinta, ecuatia cireia are forma
(x—4)+y*=09.

9.8.° Circumferinta este determinati de ecuatia (x + 6)* + (y — 1) = 10. Aflati
care din punctele date 4 (-3;0), B (-5;-2), C(1;0), D (-4; 3), E (-7; -3),
F(=9; 0) se afli: 1) pe circumferintd; 2) in interiorul circumferingei; 3) in
afara circumferintei.

9.9.° Apartin oare circumferintei (x — 2)* + (y + 2)? = 100 punctele:
1) A (8;-8); 2) B(6;-9); 3) C(=3;7); 4) D (-4; 6)

9.10.° Alcituiti ecuatia circumferintei cu centrul in punctual M (=3; 1), care
trece prin punctul K (-1; 5).

9.11.° Alcituiti ecuatia circumferintei, diametrul ciruia este segmentul 4B,
daci 4 (2;-7), B (-2; 3).

9.12.* Demonstrati, c¢i segmental 4B este diametrul circumferinteic (x — 5)* +
+(y+4)*=17,daci 4 (1;-5), B(9; -3).

9.13.° Demonstrati, ci segmental CD este coarda circumferingei #* + (y — 9)* =
=169,daci C (5;-3), D (-12; 4).

9.14.° Alcituiti ecuatia circumferingei, centrul cirei este punctual P (=6; 7) si
care este tangentd la axa ordonatelor.

9.15.° Alcituiti ecuatia circumferintei, centrul cirei se afld pe dreapta y = -5 si
care este tangentd la axa absciselor in punctual § (2; 0).

9.16.° Cite circumgerinte existi care trec prin punctual (3; 5), razele cirei sunt
egale 3 J5 si centrele cidrora aprtin axei ordonatelor? Scrieti ecutia fiecirei
circumferinte.
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9.17.* Alcituiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele 4 (—4; 1) si
B (8; 5) si centrul cirei apartine axei absciselor.

9.18.° Demonstrati, ci circumferinga (x + 6)? + (y — 3)* = 36:

1) ste tangenti la axa ordonatelor;
2) intersecteazi axa abceselor;
3) nu are puncte comune cu dreapta y = 10.

9.19.* Stabiliti daci ecuatia dati este ecuatia circumferintei. In cazul rispunsului
afirmativ indicati coordonatele centrului si raza R a acestei circumferinte:
1) &% + 2x + > = 10y - 23 = 0; )+ +6y+8x+34=0;

2) x*=12x+y* + 4y + 40 =0; 4) x> +y —4x-14y+51=0.

9.20.* Demonstrati cd ecuatia datd este ecuatia circumferintei si indicati coor-
donatele centrului si raza R a acestei circumferinte:

1) &+ y* + 16y + 60 = 0; 2)x*+y*-8x+4y+15=0.

9.21.** Demonstrati, i triunghiul cu varfurile in punctele 4 (-1; -2), B (-1; 2),
C (5; 2) este dreptunghic si alcituiti ecuatia circumferintei circumscrise
acestui triunghi.

9.22.* Alcituiti ecuatia circumferintei, raza cireia este egald cu 5 si care trece
prin punctele C (=1; 5) si D (6; 4).

9.23.* Alcituiti ecuatia circumferintei, raza cireia este egald cu V1o si care
trece prin punctele M (-2; 1) si K (—4; -1).

9.24.* Alcituiti ecuatia circumferintei, care este tangenti la axele de coordonate
sila dreapta y = —4.

9.25.* Alcituiti ecuatia circumferintei, care este tangenti la axele de coordonate
sila dreapta x = 2.

9.26." Alcituiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele:

1) 4 (-3;7),B(-8,2), C(-6,-2);
2) M (-1;10), N(12; -3), K (4; 9).

EXERCITII PENTRU REPETARE I

9.27. Bisectoarea unghiului B a paralelogramului ABCD intersecteazi latura 4D
in punctual £, 4B = BE = 12 ¢cm, ED = 18 c¢m. Aflati aria paralelogramului.

9.28. Perpendiculara care este dcoboriti din varful dreptunghiului pe diagonali,
imparte acestd diagonal in doud segmente cu lungimeile 9 cm si 16 cm. Aflati
perimetrul dreptunghiului.

9.29. In trapezul isoscel este inscrisi circumferinta cu raza 12 cm. Una din la-
turile laterale, de punctul de tangenti, este impititd in doud segmente, unul
din care este egal cu 16 cm. Gisiti aria trapezului.
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10. Ecuatia dreptei 89

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

9.30. Pe plan sunt notate punctele 4 si B. Cu ajutorul compasului construiti
punctul C astfel, ca punctual B si fie mijlocul segmentului 4C.

10. Ecuatia dreptei

In punctul precedent am considerat v
circumferinta ca LGP egal depirtate de la
punctul dat, am determinat ecuatia ei. Pentru
a deduce ecuatia dreptei, considerdm pe ea ca
LGP egal depirtate de la doud puncte date.

Fie a — dreapta dati. Alegem douid puncte

A (x15 y1) si B (xy; y,) astfe, ca dreapta a si fie 0~ \l x
mediatoarea segmentului 4B (fig. 10.1). / B (x,; y,)
Fie M (x; y) — punct arbitrar al dreptei a.
Atunci dupd proprietatea mediatoarei se Fig. 10.1
indeplineste egalitatea MA = MB, adici
Y =) +(y=5)" = (@ - 2,)* + (- y,)". )

Noi am aritat ci coordonatele (x; y) a punctului arbitrar M a dreptei a este
solutia ecuatiei (¥).

Acum aritim, ci orice solutie a ecuatieie (*) sunt coordonatele punctului
ce apartine dreptei a.

Fie (x; y,) — solutia arbitrard a ecuatiei (*).

Atunci \/(xo —x)V + (Y, —y) = \/(xo —x,)? + (Y, — Y,)’. Aceasti egali-
tate inseamni, ci puctul IV (x,; y,) este egal depirtatd de la puctele A (x;; ;)
si B («xy; y,), deci, punctul V apartine mediatoarei segmentului 4B, adici
dreptei a.

In asa mod am demonstrat, ci ecuatia (*) este ecuatia dreptei date a.

Insi din cursul de algebri clasa a 7-a stiti, ci ecuatia dreptei are o formi
mult mai simpli si anume: ax + &y = ¢, unde 4, 4 si ¢ — numere arbitrare si @ si &
nu sunt egale cu zero in acelasi timp. Aritim, ci ecuatia (¥) se poate reduce la
asa o formai.

Ridicim ambele pirti a ecuatieie (*) la patrat. Avem: (x — x,)* + (y — y,)* =
= (= + (- o
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90 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Deschidem parantezele si reducem termenii aseminea. Obtinem:
2 (0= x) x+2(p— 1) y =25+ 95— 1 — 4.

Notand 2 (x, — x;) = 4,2 (y, — y1) = &, 23 + y3 — %1 — 2 = ¢, obtinem ecuatia
ax + by =c.

Deoarece punctele A4 (xy; y;) si B (xy; y,) sunt diferite, atunci micar una din
diferentele x, — x; §i y, — y; nu este egald cu zero. Deci, numerele « si 4 nu sunt
egale cu zero in acelasi timp.

Astfel, noi am demonstrat asa o teoremi.

Teorema 10.1. Ecuatia dreptei are forma

ax+by=c,

unde a, b si c — numere arbitrare, a §i b nu sunt egale cu zero in acealasi timp.

Este corecti si astfel deafirmatie: orice ecuatie de forma ax + by = ¢, unde a,
b si ¢ — numere arbitrare si a 5i b nu sunt egale cu zero in acelasi timp, este ecuatia
dreptei.

Dacid a = & = ¢ = 0,atunci graficul ecuatiei ax + &y = c este tot planul xy. Daci
a=b=0sic#0,atunci ecuatia nu are solutie.

Din cursul de algebri clasa a 7-a, stiti cd ecuatia de forma ax + &y = se
numeste ecuatie liniard cu doud variabile. Ecuatia dreptei este un tip aparte a
ecuatiei liniare. Schema pérezentata in figura 10.2, ilustreza cele spuse.

Ecuatii linare cu
doud necunoscute

Ecuatiile
dreptelor

Fig. 10.2

De asemenea la lectiile de algebri clasa a 7-a noi ama primit firi demonstrare
taptul, ci graficul functiei liniare y = 4x + p este o dreaptd. Acum noi putem si
demonstrim aceasta.

Transcriem ecuatia y = &x + p astfel: —&x + y = p. Noi am obtinut ecuatia de
tipul ax + 4y = ¢ pentru exemplul, cind a =—4, 6 =1, c = p. Deoare in aceastd
ecuatie 4 # 0, noi am obtinut ecuatia dreptei.

Dar oare orice dreapti de pe plan se poate determina in formi de ecuatia
y = kx + p? Rispunsul la aceasti intrebare este negativ.
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10. Ecuatia dreptei 91

Faptul ci dreapta este perpendiculard pe axa absciselor, nu poate fi graficul
functiei, deci, nu poate fi determinati de ecuatia de forma y = &x + p.
Totodatd, daci in ecuatia dreptei ax + by = ¢ de inlocuit & = 0, atunci ea se

. c . . . . .
poate transcrie astfel: x = —. Noiam obtinut un tip aparte de ecuatie a dreptei,
a

toate punctele cireia au aceeasi abscisd. Deci, aceastd dreapti este perpendicu-
lari la axa absciselor. Ea se numeste verticala.

Cand 4 # 0, atunci ecuatia dreptei ax + &y = ¢ se poate scrie astfel: y =

= —%x + % Notim —% =k, g = p, obtinem ecuatia y = &x + p.

Deci,daci b= 0sia# 0, atunci dreapta ax + by = c determind o dreapta
verticald; dacd b+ 0, atunci aceastd ecuatie determind o dreaptd ne ver-
ticald.

Ecuatia dreptei ne verticale este comod de scris in forma y = &x + p.

In tabelul de mai jos este generalizat materialul examinat in punctul dat.

Ecuatia Valorile 4, 4 si ¢ Graficul
b#0,asic—oricare Dreapti ne verticala
b= O,.a #0, Dreapti verticald
ax+by=c |¢—orice
a=b=c=0 Tot planul coordonatelor
a=b=0,c#0 -

Problema 1. Alcituiti ecuatia dreptei care trece prin punctele:
1) 4 (-3; 5) si B (-3;-6); 2) C(6;1)si D (-18;-7).
Rezolvare. 1) Deoarece punctele date au abscisele egale, atunci dreapta

AB este verticald. Ecuatia ei are forma x = —3.

2) Deoarece punctele date au abscise diferite, atunci dreapta CD nu este
verticald. Atunci se poate de se folosit de ecuasia dreptei y = 4x + p.

Inlocuind coordonatele punctelor C si D in ecuatia y = &x + p, obtinem
sistemul de ecuatii:

6k+p=1,
-18k+ p=-T.
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92 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Rezolvand acest sistem de ecuatii, aflim, ca & = %, p=-1
Raspuns: 1) x=-3;2) y=%x—1. <

Problema2. Aflati perimetrul si aria triunghiului, limitat de dreapta
5x + 12y = -60 si de axele de coordonate.

Rezolvare. Aflim punctele de intersectie a dreptei date cu axele de co-
ordonate.

Cu axa absciselor: pentru y = 0 obtinem 5x = —60; x = —12.

Cu axa ordonatelor: pentru x = 0 obtinem 12y = -60; y = 5.

Deci, dreapta dati si axele de coordonate
limitazd triughiul dreptunghic AOB (fig. 10.3)
\A o cu varfurile 4 (-12; 0), B (0;-5) si O (0; 0).

Aflim laturile triunghiului: 04 =12, OB=5,

-12
\ B AB =+ AO? + BO® =13. Atunci perimetrul si

-5 \ aria ciutatd sunt egale P= 04 + OB + AB = 30,
1
Fig. 10.3 §=_0A-0B=30.
Raspuns: P=30,8=30. «

YA

]Y

1. Ce forma are ecuasia dreptei pe planul xy?

‘v

N

. Cum se numeste dreapta, punctele carei au aceeasi abscisa? Cum este situata
dreapta data fata de axa absciselor?

. Oare orice ecuatia liniara cu doua variabile este ecuatia dreptei?
. In ce forma se scrie ecuatia dreptei neverticale?
. Oare orice dreaptd de pe plan se poate scrie in forma y = 4x + p?

N U AW

. Pentru care conditie ecuatia dreptei ax + 4y =c este ecuatia dreptei verticale?
dreptei neverticale?

EXERCITII I

10.1.° Care din ecuatiile date sunt ecuatiile dreptelor:

1) 2x-3y=5; 4) 2x=5; 7) O + Oy = 0;
2)2x=3y=0; 5)-3y=5; 8) Ox + 0y = 52
3) 2 =3y=75; 6) 2x+ 0y =0;
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10.2.° Aflati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei 4x —5y =20 cu
axele de coordinate. Apartin oatrer acestei drepte punctele:
DAQ10;4);  2)B(6;1); 3) C(-1,5;5,2); 4) D (-1;5)?

10.3.° Aflati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei 3x + 4y = 12 cu axele
de coordinate. Care din punctele M (-2; 4) si K (8; —3) apartin acestei drepte?

10.4.° Alcituiti ecuatia dreptet, care trece prin puctul A (6;-3) si este perpen-
diculari la axa x. Ce coordonate are punctul de intersectie a acestei drepte
cu axa x?

10.5.° Alcituiti ecuatia dreptet, care trece prin puctul B (5;—8) si este perpen-
diculari la axa y. Ce coordonate are punctul de intersectie al acestei drepte
cu axa y?

10.6.° Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin puctul C (—4; 9) paralel: 1) cu axa
absciselor; 2) cu axa ordonatelor.

10.7.° Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin puctele:

1) 4 (1;-3) si B(-2;-9); 3) E (—4;-1) si F(9;-1);

2) C(3;5) si D (3;-10); 4) M (3;-3) si K (-6; 12).
10.8.° Alciatuiti ecuatia dreptei, care trece prin puctele:

1) 4 (2;-5) si B (-3; 10); 2) C(6;-1) si D (24; 2).

10.9.° Gisiti coordonatele punctului de intersectie a dreptelor:
1) y=3x-7siy=5x+9; 2)2x—7y=-16si6x+11y=16.

10.10.° Gisiti coordonatele punctului de intersectie a dreptelor:
1) y=-4x+1siy=2x—-11;2) 3w+ 2y=10si x — 8y =12.

10.11.° Punctele 4 (-6; 1), B (1; 2) si C (=5; —8) — varfurile triunghiului ABC.
Alcituiti ecuatia dreptei, care contine mediana 4K a triunghiului.

10.12.* Punctele 4 (-3; -4), B (-2; 2), C (1; 3) si D (3; —2) — varfurile trepezu-
lui ABCD (BC || AD). Alcituiti ecuatia dreptei, care contine linia medie a
trepezului.

10.13.* Abscisele mijlocurilor laturilor laterale ale trapezului sunt egale. Se
poate oare afirma, cd bazele trepezului sunt perpendiculare la axa absciselor?

10.14.* Aflati perimetrul triunghiului, limitat de axele de coordonate si de

dreapta 4x — 3y = 12.

10.15.° Aflati aria triunghiului, limitat de axele de coordonate si de dreapta
7y—2x=28.
10.16.* Aflati aria triunghiului, limitat de dreptele 3x+2y=65i y = —%x si

axa ordonatelor.
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94 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

10.17.* Demonstrati, ci circumferinta (x —5)* + (y—5)* = 9 sidreaptax + y =7
se intersecteazi, si aflati coordonatele punctelor de intersectie.

10.18.* Demonstrati, ci dreapta x + y = 5 este tangenti la circumferinta (x— 3)* +
+ (y+2)* =8, si aflati coordonatele punctului de intersectie.

10.19.* Demonstrati, ci circumferinga (x—4)* + (y—2)* = 1 sidreapta 3x + y =3
nu au puncte comune.

10.20." Gisiti distanta de la originea de coordonate pani la dreapta 5x — 2y = 10.

10.21.* Gasiti distanta de la originea de coordonate panila dreapta x ++y = —8.

10.22.* Gisiti lungimea coardei circumferingei (x + 1)* + (y—2)? = 25, care este
situatd pe dreapta y = 3x.

10.23."* Alcituiti ecuatia locului geometric al centrelor circumferintelor, care
trec prin puctele 4 (1;-7) si B (=3; 5).

10.24.* Alcituiti ecuatia locului geometric al centrelor circumferintelor, care
trec prin puctele C (2; 3) si D (=5; -2).

10.25.* Gisiti coordonatele punctului, care este egal depirtat de la axele de
coordonate si de la punctul 4 (3; 6).

10.26.* Gisiti coordonatele punctului, care este egal depirtat de la axele de
coordonate si de la punctul B (—4; 2).

10.27." Alcituiti ecuatia circumferintei, care trece prin punctele 4 (2;0) si
B (4; 0) si centrul cirei apartine dreptei 2x + 3y = 18.

10.28." Alcituiti ecuatia loculuui geometric al centrelor circumferintelor raza
ciror este de 5 si care taie pe axa absciselor coarda cu lungimea egali cu 6.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

10.29. Diagonalele paralelogramului sunt egale 6 J2 cm si 8 cm, iar unghiul
intre ele este de 45°. Gisiti laturile paralelogramului.

10.30. Una din laturi ale triunghiului este cu 15 cm mai mare ca a doua, iar
inaltimea dusi la a treia laturd o imparte pe ea in segmentele 32 cm si 7 cm.
Aflati perimetrul triunghiului.

10.31. Centrul circumferintei circumscrise trapezului isoscel este situate pe
baza mare. Aflati raza circumferingei, daci diagonala trepezului este de 20
cm, iar iniltimea — 12 cm.
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11. Coeficientul unghiular al dreptei 95

11. Coeficientul unghiular al dreptei

S4 analizdm ecuatia y = 4x. Ea deteermni
dreapta neverticald, care trece prin originea de
coordonate.

Vom arita, ci dreptele y=Ax si y = kx + 4,
unde 4 # 0, sunt paralele.

Punctele O (0; 0) si C (1; &) apartin dreptei
y = kx, iar punctele 4 (0; &) si B (1; 2+ &) apar-
tin dreptei y = Ax + 4 (fig. 11.1). Este usor de se

convins (faceti independent), cd mijlocul diago-

nalelor AC'si OB a patrulaterului O4BC coincid. Fig. 11.1
Deci, patrulaterul O4BC — paralelogram. De
aici AB|| OC.

Acum putem face astfel de concluzie:

Daca ky =k, 5i b, # b,, atunci dreptele y = kyx + b, si y = kyx + b, sunt pa-
ralele (1).

Fie ca dreapta y = &x intersecteazi semicercul unitar in punctul M (xy; y,)
(fig. 11.2). Unghiul AOM se numeste unghiul intre dreapta data si directia
pozitiva a axei absciselor.

Daci dreapta y = &x coincide cu axa absciselor, atunci unghiul intre aceasti
dreapti si directia pozitivi a axei absciselor se considera egala cu 0°.

yA yA
. \
&
M (x,; y,) BN NG
’§~z~ * 6
\oc (04
-1 \OL 1 . ) ;?
B 0 A x N

Fig. 11.2 Fig. 1.3

Daci dreapta y = 4x formeazi cu directia pozitivi a axei absciselor unghiul o,
se considerd, cd dreapta y = kx + 4, care este paraleld dreptei y = 4x, tot formeaza
unghiul o cu directia pozitivd a axei absciselor (fig. 11.3).
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96 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

Si examindm dreapta MO, ecuatia cireia are forma y = &x (fig. 11.2). Daci
ZMOA = o, atunci tg o = S _ Y Deoarece punctul M (xy; y,) apartine
coso  x,

dreptei y = 4, atunci Y _ k. De aici &= tg oL
%o

Astfel, pentru dreapta y = &x + & obtinem, ci

k=tga,

unde ot —unghiul, care formeazi acestd dreapti cu directia pozitivi a axei abscise-
lor. De aceea coeficientul £ se numeste coeficientul unghiular a acestei dreapte.
Cand dreptele neverticale sunt paralele, ele formeazi unghiuri egale cu di-
rectia pozitivi a axei absciselor. Atunci tangentele acestor unghiuri sunt egale,
deci sunt egali si coeficientii unghiulari.
Astfel,
daca dreptele y = kyx + b, 5i y = kyx + b, sunt paralele, atunci k, = k, (2).
Concluzie (1) si (2) le unim intr—o teoremi.

Teorema 11.1. Dreptele y = kyx + b, si y = kyx + b, sunt paralele, atunci si
numai atunci, cind k, =k, $i b, # b,.

Problema. Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A4 (—4; 3) si
este paraleld dreptei y = 0,5x — 4.

Rezolvare. Fie, ecuatia dreptei ciutate este y = kx + p. Deoarece acestd
dreapti si dreapta y = 0,5x — 4 sunt paralele, atunci coeficientii unghiulari sunt
egali, adicd £=0,5.

Deci, ecuatia cdutata are forma y = 0,5x + p. Considerand ci dreapta dati
trece prin punctul 4 (=4; 3), obtinem: 0,5 * (-4) + p = 3. De aici p = 5.

Ecuatia cdutati are formd y = 0,5x + 5.

Raspuns: y=0,5x+5. 4

p |
¢ 1. Lamuriti, ce se numeste unghi intre dreapta si directia pozitiva a axei abscisei.
2. De ce se considerd ca unghiul intre dreapta care este paralela la axa abscisei sau
coincide si directia pozitivd a axei abscisei este egal?
3. Ce se numeste coeficientul unghiular al dreptei?
4. Cum sunt leagate coeficientul unghiular a dreptei si unghiul intre dtrapta si
directia pozitiva a axei abscisei?
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5. Formulati conditia necesara si suficienta de paralelism a doua drepte neverticale
pe planul de coordonate.

@ EXERCITII I

11.1.° Cu ce este egal coeficientul unghiular al dreptei:
1) y=2x-17; 3)y=x+10; 5)y=4
2) y=-3x; 4)y=5-x 6) 3x—2y=4?

11.2.° Care din drepte y=6x — 5, y=0,6x+1, y = §x+4, y=2 - bxsi
y =600 + 0,6x sunt paralele?

11.3.° Care numdr trebuie inlocuit in loc de asterix, ca dreptele si fie paralele:
1) y=8x—14siy="x+2;
2)y="x—1siy=3—4x>

11.4.° Alcdtuiti ecuatia dreptei, care trece prin originea de coordinate si este
paraleld dreptei:
1) y=14x-11; 2) y=-1,15x+ 2.

11.5.* Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul 4 (=3; 7) si si coeficientul
unghiular al cireia este egal:
1) 4 2) -3; 3) 0.

11.6.* Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul B (2; =5) si coeficientul
unghiular al cireia este egal cu -0,5.

11.7.* Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul M (-1; 9) si este paraleld
dreptei:
1) y=-7x+3; 2) 3x—4y=-8.

11.8." Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul K (—é; 10) si-1 para-

leld dreptei:
1) y=9x - 16; 2) 6x+2y="7.

11.9.* Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul 4 (2; 6) si formeazi cu
directia pozitivd a axei absciselor unghiul:

1) 60° 2) 120°.

11.10.° Alcituiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul B (3; =2) si formeaza
cu directia pozitivi a axei absciselor unghi:

1) 45°% 2) 135°.
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11.11." Alcituiti ecuatia dreptei, care este prezentatd in 11.4.

A 7
/ .
3
30° _ 30° -
- 0 x 0 5 ﬁ\;
a b
Fig. 11.4

11.12.° Determinati, dacd dreptele sunt paralele:
1) 2x—=5y=9si5y—-2x=1; 3)7x—2y=125i 7x - 3y=12;
2)8x+12y=15si4x+6y=9; 4)3x+2y=3si6x+4y=6.

11.13.* Demonstrati, cd dreptele 7x — 6y = 3 si 6y — 7x = 6 sunt paralele.
11.14." Alcituiti ecuatia dreptei, care este paraleld dreptei y = 4x + 2 si inter-
secteazd dreapta y = —8x + 9 in punctul, care apartine axei ordonatelor.
11.15.* Alcituiti ecuatia dreptei, care este paraleld dreptei y = 3x + 4 si inter-

secteaza dreapta y = —4x + 16 in punctul, care apartine axei abscisei.
11.16." Alcituiti ecuatia dreptei, care este perpendiculard la drepta y =—x + 3
si trece prin punctual 4 (1; 5).

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

11.17. In patrulaterul convex ZBCD bisectoarele unghiurilor A4 si B se inter-
secteazd in punctul O (fig. 11.5). Demonstrati, ca
unghiul 4OB este egal cu semisuma unghiurilor

B
CsiD. \(A
11.18. Iniltimea rombului, care este dusi din virful ‘
unghiului obtuz, imparte latura rombului in A <

segmentele 7 cm si 18 c¢m, socotind de la virful
unghiului ascutit. Gisiti diagonalele rombului. C
11.19. Medianele triunghiului isoscel sunt egale cu D

15 cm, 15 cm si 18 cm. Aflati aria triunghiului.
Fig. 11.5
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Yy 0BSERVATI, DESENATI,
o CONSTRUITI, FANTAZATI

11.20. Ce valoare minimd poate obtine raza circumferintei, din care se poate
tiia un triunghi cu laturile 2 cm, 3 cm, 4 cm?

=2 METODA COORDONATELOR  —

Noi de multe ori spunem: drepta y = 2x — 1, parabola y = &%, circumferinta
«* + y* = 1,identificind astfel o figuri cu ecuatia ei. Asa o abordare face posibild
reducerea problemei despre cdutarea proprietitilor figurii la problema despre
stuidierea ecuatiei ei. In aceasta si constiesenta metodei de coordonate.

Vom ilustra cele de mai sus intr-un asa exemplu.

Din rationamente intuiutive este evident, cd dreapta si cercul au nu mai mult
de doui puncte comune. Cu toate aceasta afirmatia nu este exiomi, de aceea ea
trebuie de domonstrat.

Aceastid problemi se reduce la studierea numirului de solutii a sistemului
de ecuatii

ax+by=c,
{(x -m)’+(y-n)’ =R?,
unde numerele a si 4 nu sunt egale cu zero in acelatsi timp si R > 0.

Rezolvand acest sistem prin metoda substitutiei, noi obtinem o ecuatie
pitratd, care poate avea doud soluti, o solutie sau nici o solutie. Deci, pentru
sistemul dat existd trei cazuri posibile:

1) sistemul are doud solutii — dreapta si circumferinta se intersecteazd in

doui puncte;

2) sistemulare o solutie —dreapta se atinge de (este tangenti) circumferinti;

3) sistemul nu are solutii — dreapta si circumferinta nu au puncte co-

mune.

Cu fiecare din aceste cazuri, v—ati intdlnit rezolvind problemele 10.17-
10.19.

Metoda de coordonate este deosebit de eficientd in cazurile cind trebuie
de giisit figura la care toate punctele ei posedid proprietatea datd, adicd de
aflat LGP.

Notim pe plan doud puncte 4 si B. Este interesant de aflat, ce figuri

MA .
foprmeazi toate punctele M astfel, ci VB 1. Aceasta este mediatoarea
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100 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

YA . .
segmentului 4B. Este interesant de aflat,

ce figurd foprmeazi toate punctele M,

M (x; y)
Y pentru care % =k, unde %2 # 1. Rezol-

- 1
1 X vim aceastd problemi pentru k= >

Planul pe care sunt notate punctele 4
si B il “transformdm” in planul de coor-
donate. Facem aceasta asa: pentru origine

Fig. 11.6 luim punctul 4, pentru segmentul unitar
— segmetul 4B, axa abscisei ducem asa ca
puctul B si aibid coordonatele (1; 0) (fig. 11.6).

Fie M (x; y) — punct arbitrar a figurii cdutate F. Atunci 2MA = MB;

4MA? = MB?. De aici

4+ ) =(x—1)+ %
3+ 2x+ 3y =1,

2 1
2 2
x4 yt=;
3 y 3
2 1 4
X+ x+=+y’=—;
3 9 9

et ov-t

Deci, daci punctul M (x; y) apartine figurii F, atunci coordonatele lui sunt
rezolvarea ecuatie (*).

Fie (x;59,) — o solutie a ecuatieie (*). Atunci este usor de aritat, ci
4 (x> + %) = (%, — 1)* + y,°. Aceasta inseamnd, ci punctul IV (x;; ;) este asa, ci
4NA? = NB*. Atunci 2NA = NB. Deci, punctul V apartine figurii /.

Astfel, ecuatia figurii F este ecuatia (*), adicd figura F — este circumferinata

1 . 2
cu centrul in punctul O (—g; 0] siraza 3
. . 1
Noi am rezolvat problema pentru cazul particular, cind & = 2 Se poate de

aritat, ci figura ciutatd pentru orice pozitiv £ # 1 v—a fi circyumferinti. Aceas-
td circumferinti se umeste circumferinta lui Apollonius’.

! Apollonius Pergcukyy (III-II1.e.n) — matematician si astronom din Grecia
Antici.
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== CUM S-A CONSTITUIT LEGATURA INTRE
“~ GEOMETRIE S| ALGEBRA

Ideia coordonatelor a apdrut foarte demult. Deci incd in antichitate oamenii
studiau Pimantul, urmireau stelele si dupi rezultatele cercetirilor sale formau
mape si scheme.

Insec.aII-ai.e.n. savantul din Greia Antici Hipparchus pentru prima dati
a folosit ideia de coordonate pentru a determina locatia obiectelor pe suprafata
Piméntului.

Abia in sec. al XIV-a savantul francez Nikola Orem (aproape 1323-1382)
pentru prima dati a folosit in matematici ideia lui Hipparchus: a impirtit planul
in pitrate (cum este impdrtitd foia caietului vostru) si a inceput a stabili locul
punctelor prin latitudine si longitudine.

Insi posibilititile mari ale acestei idei au fost descoperite abiai in sec. al
XVII-a in lucririle marilor matematicieni Pierre de Fermat si Rene Descartes.
In lucririle sale savantii au aritat, cum datorita sistemului de coordonate se poate
trece dela puncte la numere, de la linii la ecuatii, de la geometrie la algebri..

Micar ca P. Ferma a publicat lucrarea sa cu un an mai de vreme de la

R. Descartes, sistemul de coordoate cu care noi ne folosim astizi se numeste
cartezian. R. Descartes in lucrarea sa “Rationamentul despre metode”a propus o
noud simbolici de litere comod, cu care ne folosim si astizi, cu putine schimbiri.
Ulrmandu-1 pe Descartes noi notim variabilele cu ultimele litere ale alfabetului
latin x, y, z, iar coeficientii — cu primele: 4, 4, ¢, ... . Insemnirile obisnuite pentru
noi ale puterilor &% y°, 2° etc., tot le-a introdus Descartes.

Pierre de Fermat Rene Descartes
(1601-1665) (1596-1650)
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102 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

INSARCINAREA NR. 3“CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Ce coordonate are mijlocul segmentului 4B, daci 4 (-6; 7), B (4; —9)?

A) (-5; 8); C) (=5 -1);
B) (-1;-1); D) (-1; 8).

2. Cu ce este egali distanta intre punctele C (8; -11) si D (2; -3)?
A) 100; C) V296;
B) 10; D) 164.

3. Ce coordonate are centrul circumferintei (x — 5)* + (y + 9)* = 16?
A) (5;-9); C) (5,9
B) (=5; 9); D) (=5;-9).

4. Centrul cireia din circumferintele date este originea de coordonate?
A)P+(p-171=1 C) ¥ +y=1;
B) (x-1)+y =1 D)(x-1+(@-17=1

5. Afalasi raza c circumferintei, diametrul cirea este segmentul MK, daci

M (14;12) si K (-10; 2).

A) 26; C) 25;
B) 13; D)s.
6. Care sunt coordonatele puctului de intersecsie a dreptei 5x¢ — 3y = 15 cu axa
absciselor?
A) (0;-5); C) (05 3);
B) (-5; 0); D) (3; 0).

7. Patrulaterul ABCD — paralelogram. Sunt date trei vérfuri: B (-2; 3), C (10; 9),
D (7;0). Aflati coordonatele varfului 4.

A) (1; 6); C) (=5;-6);
B) (19;-3); D) (6;5).
8.Ce coordonate are punctul axei ordonatei, egal depirtat de la punctele
A(-3;4)si B(1;8)?
A) (=5; 0); C) (5;0);
B) (0;-5); D) (0; 5).

9. Aflati abscisa punctului dreptei 4B, ordonata ciruia este egald cu 2, daci
A(7;4),B(9;12).
A) 8,5; C) 4
B) -11; D) -2.
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103

10. Cu ce este egala distanta intre punctul de intersectia a dreptelor x — y = 4
si x+ 3y =12 si punctul M (1; 7)?
A)5;

B) 50;

C) 5+/2;
D) 2+5.

11. Care este ecuatia dreptei, care trece prin punctul P (=1; 6) si paraleld dreptei
y=2x-5?

A)y=6-5x

C)y=5x-6;
B)y=2x+38;

D)y=2x-8.
12. Cu ce egald raza circumferintei &* + y* + 14y — 12x + 78 = 0?
A) VT C) 14;

B) 7; D) J14.
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104 § 3. CORDONATELE CARTIZIENE PE PLAN

' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 3 .
o

Distanta intre doua puncte
Distanta intre doud puncte A4 (x;; ;) si B (x,; y,) se poate calcula dupi for-

mula AB = \/(JC2 —x)" + (Y, —y)”

Coordonatele mijlocului segmentului

Coordonatele (x; y,) mijlocul segmentului cu extremiotatile (x;; y,) si (2 ¥,)
se poate calcula dupi formula:

_ntx _Uty,

0 2 ’ 0 2

X,

Ecuatia figurii

Ecuatia figurii F, datd pe planul xy se numeste ecuatia cu doud variabile x

si y, care are asa proprietati:

1) daci punnctul apartine figurii F, atunci coordonatele ei sunt solutia
acestel ecuatii;

2) orice solutie (x; y) a ecuatiei date sunt coordonatele punctului, care
apartine figurii £.

Ecuatia circamferintei

Ecuatia circumferintei cu raza R si central in punctul 4 (a; 4) are forma
(x—a)+(y-0P*=R.
Orice ecuatie de forma (x —a)? + (y— 4)* = R* unde 4, 4 si R — niste numere,
totodatd R > 0, este ecuatia circumferintei cu raza R cu central in punctul
cu coordonatele (a; 4).

Ecuatia dreptei

Ecuatia dreptei are forma ax + by = ¢,unde 4, 4 si ¢ — orice numere, totodati
a si b nu sunt egale cu zero in acelasi timp.

Orice ecuatie de tipul ax + 4y = ¢, unde 4, 4 si ¢ — orice numere, totodati
a si b nu sunt egale cu zero in acelasi timp.

Daci 6 =0 si a # 0, atunci ecuatia dreptei ax + by = ¢ determini p dreapti
verticd; dacd 4 # 0, atunci aceastd ecuatie determind o dreptd neverticala.
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Coeficientul unghiular al dreptei

Coeficientul Zin ecuatia dreptei y = x + & se numeste coeficientul unghiular
al dreptei si el este egal cu tantgenta unghiului care formeazi aceastd dreapti
cu directia pozitivi a absciselor.

Condiatia necesari si suficienta a paralelismului
dreptelor nevertica

Dreptele y = £x + &, si y = &yx + b, sunt paralele atunci si numai atunci, cin
ky=ky si b, # b,
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4
4.
VECTORII o%\
Studiind materialul acestui paragraf, veti afla, ca vectorii se folosesc

nu numai in fizica, dar si geometrie.

O sa va invatati a aduna si scadea vectorii, a inmulti un vector cu
un numadr, a gasi unghiurile intre doi vectori, a aplica proprietdtile
vectorilor pentru rezolvarea problemelor.

12. Notiune de vector

Voi cunoasteti multe marimi, care se determini prin marimile sale numeri-
ce: masa, aria, lungimea, volumul, timpul, temperatura etc. Astfel de mirimi se
numesc marimi scalare sau scalare.

Din cursul de fizici vi sunt cunoscute mirimi, pentru reprezentarea
cidrora nu este suficient si cunosti valoarea numerici a lor. De exemplu, daci
asupra unui arc actioneazi o fortd de 5 H, atunci nu este clar, daci arcul se
va comprima sau intinde (fig. 12.1). Este necesar de cunoscut, in ce directie

actioneazi forta.

o o 7

Fig. 12.1

Mirimile, care sunt determinate nu numai de valorile numerice, dar si de
directie, se numesc marimi vectoriale sau vectori'.

Forta, deplasarea, viteza, acceleratia, greutatea sunt exemple de marimi
vectoriale.

Sunt vectori si in geometrie.

! Termenul «vector” pentru prima data a apirut in a 1845, el a fost introdus in
folosintd de matematicianul si astronomul irlandez V. Hamilton.
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12. Notiune de vector 107

Si cercetim segmentul 4B. Daci noi ne intelegem ca punctul 4 s-il socotim
inceputul (originea) segmentului, iar B — sfarsitul (extremitatea) lui. Atunci
acest segment se va caracteriza nu numai prin lungime, dar si prin directia de
la punctul 4 spre punctul B.

Daci este indicat, care punct este originea segmentului si care punct — ex-
tremitatea lui, atunci astfel de segment se numeste segment orientat sau vector.

Vectorul cu originea in punctul A si extremitatea in punctul B se inseamni
astfel: AB (se citeste: “vectorul 4B”).

Pe figuri vectorii se reprezinti prin segmente cu sigeti, care indicd extremi-
tatea lui. In figura 12.2 sunt reprezentati vectorii AB, CD si MN.

VB

D —
b

Fig. 12.2 Fig. 12.3 Fig. 12.4

C

Pentru insemnarea vectorilor de-asemenea se folosesc literele mici ale alfa-
betului latin cu siageti deasupra. In figura 12.3 sunt reprezentati vectorii
7, b sic.

Vectorul originea si extremitatea caruia este unul si acelasi punct, se numeste
vector nul sau nul-vector si se inseamni 0. Daci originea si extremitatea

vectorului nul este punctul /4, atunci el se poate insemna si astfel: AA. In figu-
ra vectorul nul se reprezintd prin punct.

Modulul vectorului AB se numeste lungimea segmentului 4B. Modulul
vectorului AB se insemni astfel: | AB |, iar modulul vectorului a — astfel: | a |

Modulul vectorului nul este socotit egal cu zero: | 0 | =0.

Definitie. Vectorii nenuli se numesc colineari, daca ei se afla pe
drepte paralele sau pe o dreapta.

Vectorul nul este acceptat ca coliniar oricirui vector.

In figura 12.4. sunt reprezentati vectorii coliniari @, b si MN.

Acel fapt, ci vectorii a si b sunt coliniari, se inseamni astfel: a || &.

In figura 12.5 vectorii nenuli coliniari @ si b sunt la fel orientati. Astfel
de vectori se numesc coorientati si se scrie: alb.
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1

Fig. 12.5 Fig. 12.6 Fig. 12.7 Fig. 12.8

Daci a ||b i b || c, atunci a || c.

O proprietate analogici posedi si vectorii coorientati adicd dacd a™b
si b Me, atuncia T e (fig. 12.6).

In figura 12.7 vectorii nenuli coliniari a si b sunt orientati opus. Acest
fapt se inseamni astfel: @ T4 b.

Definitie. Vectorii nenuli se numesc egali, daci modulele lor sunt
egale si ei sunt coorientati. Oricare doi vectori nuli sunt egali.

In figura 12.8 sunt reprezentati vectorii egali @ si b. Aceasta se inseamni:
a=b.

Egalitatea vectorilor nenuli a si b inseamni,ci a TTb si | a | = | b |

Nu este complicat de demonstrat, ¢ atunci cand a=b si b=c, atunci
a = c. Convingeti-vi de aceasta sine statitor.

Adesea, vorbind despre vectori, noi nu concretizim, care punct este origi-
nea vectorului. Astfel, in figura 12.9 sunt reprezentati vectorul @ si vectorii,

egali cu vectorul a. Fiecare din ei de-asemenea este primit si se numeasci
vectorul a.
In figura 12.10, a este reprezentat vectorul a si punctul 4. Daci este con-

struit vectorul AB, egal vectorului a, atunci se spune, ci vectorul a este

depus de la punctul A (fig. 12.10, 4).

4

Fig. 12.9 Fig. 12.10

8|
o
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Si aritim, cum de la un punct arbitrar M de depus un vector, egal vectoru-
lui dat a.

Daci vectorul a este ne nul, atunci vectorul ciutat va fi vectorul
MM.

Fig. 12.11 Fig. 12.12

Acum si cercetim cazul,cind @ T 0. Fie punctul M se afld pe dreapta, care
contine vectorul @ (fig. 12.11). Pe aceasti dreapti existi doud puncte punctele £
si [ astfel, cdi ME = MF =| a | In figura indicata vectorul MF este egal cu
vectorul @ . Elsi trebuie ales.

Daci punctul M nu apartine dreptei, care contine vectorul @, atunci prin
punctul M ducem o dreaptd paraleli ei (fig. 12.12). Construirea de mai depar-
te este analogicd celei deja cercetate.

De la punctul dat se poate de depus numai un singur vector, egal
celui dat.

Problema. Este dat un patrulater #/BCD. Este cunoscut, ci AB = DC
si | AC | =| BD | Determinat tipul patrulaterului Z/BCD.

Rezolvare. Conform conditiei AB = DC reiese,ci AB|| DC siAB=DC.
Deci, patrulaterul ABCD — paralelogram.
Egalitatea | AC | = | BD | inseamnd, cd diagonalele patrulaterului ABCD

sunt egale. Jar paralelogramul cu diagonalele egale este dreptunghi. <

‘l) -
¢ 1. Dati exemple de marimi scalare.

2. Care marimi se numesc vectori?

3. Ce se numesc in geometrie vectori?

4. Care marimi sunt vectori: timpul, greutatea, acceleratia, impulsul, masa, depla-

sarea, calea, aria, presiunea?
5. Care segment se numeste segmente orientat sau vector?
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110 § 4. VECTORII

Cum se inseamna vectorul cu originea in punctul A si extremitatea in punctul B?
Care vector se numeste nul?

® N o

Ce se numeste modulul vectorului AB?
9. Cu ce este egal modulul vectorului nul?
10. Care vectori se numesc coliniari?
11. Cum se inseamna vectorii coorientati? Vectori orientati opus?
12. Care vectori se numesc egali?

S
ié'i INSARCINARI PRACTICE I

12.1.° Insemnati trei puncte 4, Bsi C, care nu se afld pe aceiasi dreapta. Desenati
™ - A > ’ ’
vectorii AB, BA si CB.

12.2. O salupi s-a deplasat din punctul 4 la nord cu 40 km in punctul B, apoi la
apus cu 60 km din punctul B in punctul C. Alegind scara, desenati vectorii,
care vor reprezenta deplasarea din punctul 4 in punctul B, din punctul B in
punctul C, din punctul 4 in punctul C.

12.3.° Desenati triunghiul 4BC. Desenati vectorul coorientat cu vectorul CA,
originea ciruia este punctul B.

12.4.° Este dat vectorul a si punctul 4 (fig. 12.13). Depuneti de la punctul 4

un vector, egal vectorului a.

A

<

a
|

Fig. 12.13 Fig. 12.14

12.5.° Este dat vectorul b si punctul B (fig. 12.14). Depuneti de la punctul B
un vector, egal vectorului b.

12.6.° insemna;i punctele 4 si B. Desenati vectorul BC, egal vectorului AB.

12.7.° Desenati vectorul @ si insemnati punctele M si N. Depuneti de la aces-
te puncte vectorii, egali vectorului a.
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12.8.° Desenati triunghiul ABC si notati punctul M — mijlocul laturi BC. De la
punctul M depuneti vectorul, egal vectorului AM, iar din punctul B —vec-
torul, egal vectorului AC. Demonstrati ci extremititile vectorilor construiti
coincid.

12.9.° Desenati triunghiul ABC. De la punctele B si C depuneti vectorii egali
cu vectorii AC si AB. Demonstra’gi ci extremité'gile vectorilor construiti
coincid.

EXERCITI W

12.10.° Indicati vectorii egali, originea si extremitatile cirora se afli in varfurile
patratului ABCD.

12.11.° In rombul ABCD diagonalele se intersecteazi in punctul O. Indicati
vectorii egali, originea si extremititile cirora se afli in punctele 4, B, C,
Dsi O.

12.12.° Care din vectorii, reprezentati in figura 12.15 sunt:
1) egali;
2) coorientati;
3) invers orientati;
4) colineari?

\'\Qi
\"Ql

Y

Y

il
\

®|
\

Fig. 12.15

12.13.° Punctele M si N sunt corespunzitor mijloacele laturilor 4B si CD ale
paralelogramului ABCD. Indicati vectorii, originea si extremititile cdrora se
afld in punctele A4, B, C, D, M si N:

1) vectori egali vectorului AM;
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112 § 4. VECTORII

2) coliniari vectorului CD;
3) orientati opus vectorului NC;
4) coorientati vectorului BC.

12.14.° Fie O — punctul intersectiei diagonalelor paralelogramului ZBCD.
Indicati vectorii, originea si extremititile cirora se afld in punctele 4, B,
C,Dsi O
1) egali;
2) coorientati;
3) orientati opus.

12.15.° Punctele M, N si P — sunt corespunzitor mijlocurile laturilor 4B, BC
si G4 ale triunghiului 4BC. Indicati vectorii, originea si extremititile cirora
se afld in punctele 4, B, C, M, N si P:
1) egali vectorului MN;
2) coliniari vectorului AB;
3) orientati opus cu vectorul MP;

4) coorientati cu vectorul CA.

12.16.° Este oare corectd afirmatia:

1) daci m =n, atunci |n7|=|ﬁ ; 3)dacﬁET;, atunci|rTl|T|;|?
2)daci m =n, atunci m || n;

O—x 12.17.° Demonstrati, cd atunci cand patrulaterul ABCD este paralelogram,
atunci AB = DC.

12.18.° Determinati tipul patrulaterului #/BCD, daci AB| DC si BC || DA.

12.19.° Determinati tipul patrulaterului #BCD, daci vectorii BC si AD sunt
coliniari si | BC | T| AD |

12.20.° Gisiti modulele vectorilor a si b (fig. 12.16), daci latura unui patritel
este egald cu 0,5 cm.

12.21.° 1In patrulaterul ABCD este cunoscut, ci AB =

=6 cm, BC = 8 cm, punctul O este intersectia dia- -

gonalelor Aflati modulele vectorilor CA BO \\‘a\

si OC. —
12.22.° In patrulaterul ABCD diagonalele se intersectea- —

zd in punctul O. Este cunoscut, cd |AB | =5 cm,

|A—_O_l=6,5 cm. Aflati modulele vectorilor BD Fig. 12.16

si AD.
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12.23.° Este cunoscut, ci AB = DC. Se poate oare afirma, ci punctele 4, B, C
si D sunt varfurile paralelogramului?

12.24.° Este cunoscut, ci AB = DC. Inci care vectori egali stabilesc punctele
4, B, Csi D?

12.25.° Se di patrulaterul ABCD. Este cunoscut, ci AB=DC si | AB | = | BC |
Determinati tipul patrulaterului ABCD.

12.26.° Se di patrulaterul ZBCD. Este cunoscut, ci vectorii AB si CD sunt
coliniari si | AC | = | BD | Determinati tipul patrulaterului ABCD.

12.27.° Ce se poate spune despre vectorul AB, daci AB=BA?

12.28. In triunghiul dreptunghic 4BC punctul M este mijlocul ipotenuzei 4B
si ZB = 30°. Aflati modulele vectorilor AB si MC, daci AC=2 cm.

12.29. In triunghiul dreptunghic ABC (£C = 90°) mediana CM este egali cu
6 cm. Aflati modulele vectorilor AB si AC, daci /A =30°.

12.30.° Este cunoscut, ci vectorii b si ¢ sunt necoliniari. Vectorul a este
coliniar fiecirui din vectorii b si c.

si Demonstrati, ci vectorul @ nu

este nul.

12.31." Este cunoscut, ci vectorii AB si AC sunt coliniari. Demonstrati, ci
punctele 4, B si C se afld pe aceiasi dreapta. Este oare corectd afirmatia in-
versd: dacd punctele 4, B si C se afld pe aceiasi dreaptd, atunci vectorii AB
si AC sunt coliniari?

O=w 12.32.° Pentru patru puncte 4, B, C si D este cunoscut, ci AB= CD.

Demonstrati, ci mijlocurile segmentelor 4D si BC coincid. Demonstrati
afirmatia inversd: daci mijlocurile segmentelor 4D si BC coincid, atunci

AB=CD.
12.33." Este cunoscut, ci MO = ON. Demonstrati, ci punctul O este mijlocul
segmentului MN. Demonstrati afirmatia inversd: daci punctul O este mij-

locul segmentului MN;, atunci MO = ON.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

12.34. Unul din unghiurile paralelogramului este egal cu semisuma celorlalte
trei unghiuri. Aflati unghiurile paralelogramului.
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12.35. Perimetrul unuia din doud triunghiuri asemenea este cu 8 cm mai mare
ca perimetrul triunghiului al doilea, Aflati perimetrele triunghiurilor date,

daci coeficientul asemindrii este egal cu 3

12.36. Pe laturile BC si AD ale rombului ABCD sunt notate punctele M si K
astfel, ci BM : MC= KD : AK =1 : 2. Aflati segmental MK, daci AB = a,
ZABC = 60°.

13. Coordonatele vectorilor

Si cercetim pe planul de coordonate vectorul a@. Depunem din originea de
coordonate vectorul OA egal cu el (fig. 13.1). Coordonatele vectorului a se
numesc coordonatele punctului 4. Inscrierea a (x; y) inseamni, ci vectorul a

are coordonatele (x; y).

YA YA
AI ______ y E F
| | 7B
: > %l X
x 0 x {1/ 0 2 X
c
A
Fig. 13.1 Fig. 13.2

Numerele x si y se numesc corespunzitor prima si a doua coordonate ale
vectorului a.

Din definitie reiese, cd vectorii egali au coordonatele corespunzdtoare
egale. De exemplu, fiecare din vectorii egali a, b si ¢ (fig. 13.2) au coordona
tele (2; 1).

Este adeviratd si afirmatia inversi: dacd coordonatele corespunzdtoare ale
vectorilor sunt egale, atunci si insesi vectorii sunt egali.

Intr-adevir, daci depunem astfel de vectori din originea de coordonate,
atunci extremititile lor vor coincide.

Este evident, ci vectorul nul are coordonatele (0; 0).

Teorema 13.1. Daca punctele A (x; y,) si B (x,; y,) corespunzdtor sunt
originea si extremitatea vectorului a, atunci numerele Xy— Xy $i y,—y, sunt
egale corespunzdtor primei si a doua coordonate ale vectorului a.
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13. Coordonatele vectorilor 115

Demonstratie. @ Fie vectorul a, egal vectorului AB, are coordonatele
(ay; @,). Vom demonstra, ci a; = x, — x;, 4, = ), — ;.

Daci a =0, atunci afirmatia teoremei este evidenta.
Fie @ 70. Depunem din originea de coordonate vectorul OM, egal vec-
torului AB. Atunci coordonatele punctului M sunt egale (a;; a,).

Deoarece AB = OM, atunci, folosind rezultatele problemei 12.32, putem
face concluziile, ci mijlocurile segmentelor OB si AM coincid. Coordona-

. . 0+x, O+ .
tele segmentelor OB si AM corespunzitor sunt egale (TZ, Tyzj si

(xl—+al, % +a2) Atundi Otx _xta , 0ty _ = y1+_az‘ Aceste egalititi

2 2 2 2 2 ’
se indeplinesc si atunci, cind punctul O coincide cu punctul B sau punctul 4
coincide cu punctul M.

De aici a; = %, — %y, 4, =y, — ;. €

Din formula pentru distanta dintre doui puncte reiese, ci atunci cand vec-
torul a are coordonatele (a;; az) atunci

— | _ 2 2
|a|—,/a1+a2

Problema. Sunt date coordonatele a trei varfuri ale paralelogramului ABCD:
A(3;-2), B(—4; 1), C (-2; -3). Aflati coordonatele varfului D.

__Rezolvare. Deoarece patrulaterul ABCD este paralelogram, atunci
AB = DC. Deci coordonatele acestor vectori sunt egale.

Fie coordonatele punctului D sunt egale cu («; y). Pentru aflarea coordona-
telor vectorilor AB si DC ne vom folosi de teorema 13.1. Obtinem:

AB(-4-3;1-(-2)) = AB(-7;3); DC (-2 - x;—3—-y). De aici

-T=-2-x, |x=5,
3=-3-y; |y=-6.

Raspuns: D (5;-6). 4

9 -
¢ Explicati, ce se numesc coordonatele vectorului dat.

Ce se poate spune despre coordonatele vectorilor egali?

Ce se poate spune despre vectorii, coordonatele carora sunt corespunzator egale?
Cum de gasit coordonatele vectorului, dacd sunt cunoscute coordonatele originii
si extremitatii [ui?

5. Cum de aflat modulul vectorului, daca sunt cunoscute coordonatele lui?

PWbN=
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@:{ INSARCINARI PRACTICE

13.1.° Cu ajutorul compasului si riglei construiti punctul, coordonatele ciruia
sunt egale coordonatelor vectorului dat a (fig. 13.3).

ya YA
A
a a P dl
1
) e ] Iz
Fig. 13.3 Fig. 13.4

13.2.° Depuneti din originea de coordonate vectorii a(-32), b(0;-2) si
c(4; 0).

13.3.° Depuneti de la punctul M (-1; 2) vectorii a(;-3), b(-2;0) si
¢ (0; -1).

W EXERCITII I

13.4.° Aflati coordonatele vectorilor, ce sunt reprezentati in figura 13.4.

13.5.° Aflati coordonatele vectorului AB, daci:
1) 4(2;3), B(-1;4); 3)4(0;0), B(-2;-8);
2) 4(3;0), B (0;-3); 4) A (m; n), B (p, k).

13.6.° Sunt date punctul A4 (1; 3) si vectorul a (-2 1). Aflati coordonatele uni
astfel de punct B,ci BA=a.

13.7.° Sunt date punctul 4 (3;-7), B (4; -5) si C (5; 8). Aflati coordonatele uni
astfel de punct D, cd AB=CD.

13.8.° De la punctul 4 (4; =3) este depus vectorul m (-1 8). Aflati coordona-
tele extremititii vectorului.
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13.9.° Sunt date punctele 4 (3;-4), B (=2;7), C (—4;16) si D (1;5). Demonstrati,
ci CB = DA.

13.10.° Demonstrati, ci patrulaterul ABCD cu virfurile in punctele 4 (1; -5),
B(2;3),C(=3;1) si D (—4;—7) este paralelogram.

13.11.° Printre vectorii a (3; —4), b (-4 2), c(3;V11), d (-2 -4),
e (—1; -2.6 ) si f (—4; 5) gisiti acei, care au moduluri egale.

13.12.° Sunt date punctele 4 (1; —4), B(-2;5), C(1 + a4, -4+ b) si D (-2 + a;
5 + 4). Demonstrati, ci | AC | =| BD |

13.13.° Gisiti toate valorile x, pentru care modulul vectorului a (x; —8) este
egal cu 10.

13.14.° Pentru care valori y modulul vectorului b(12; y) este egal cu 13?

13.15.* Segmentul BM este mediana triunghiului 4BC cu varfurile 4 (3; -5),
B (2;-3) si C(-1; 7). Aflati coordonatele si modulul vectorului BM.

13.16.° Punctul F'imparte latura BC a patrulaterului #ABCD in raportul 1 : 2,

socotind de la varful B (fig. 13.5). Aflati coordonatele vectorilor AF
si FD.

v
A
8 5 "M E ¢
0 C D X 6 T T
F
_4 _________ D=
(0] 8 x
B A
Fig. 13.5 Fig. 13.6

13.17.* Punctul E este mijlocul laturii 4C a dreptunghiului O4CD (fig. 13.6).
Aflati coordonatele vectorilor DE si EO.

13.18.* Modulului vectorului @ este egal cu 10. Prima coordonati a lui este cu
2 mai mare ca cea de-a doua. Aflati coordonatele vectorului a.

13.19.° Modulul vectorului ¢ este egal cu 2. Iar coordonatele lui sunt egale..
Aflati coordonatele vectorului c.
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118 § 4. VECTORII

13.20.* Punctele 4 (2; 5) si B (7; 5) — varfuri ale dreptunghiului ABCD.
Modulul vectorului BD este egal cu 13. Aflati coordonatele punctelor
CsiD.

13.21.* Punctele 4 (1; 2) si D (1; —6) — varfuri ale dreptunghiului 4BCD.

Modulul vectorului AC este egal cu 17. Aflati coordonatele punctelor B
si C.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

13.22. Doui triunghiuri isoscele ADB si CBD (4B = B C
=BD = CD) au o laturi laterald comuni (fig. 13.7).
Determinati tipul patrulaterului ABCD.

13.23. Perimetrul triunghiului este egal cu 48 cm, iar bi- 4 D
sectoarea lui imparte latura triunghiului in segmente
cu lungimile 5 cm i 15 cm. Aflati laturile triunghiului. Fig. 13.7

13.24. Latura laterald a trapezului isoscel, circumscris
unei circumferinte, este egald cu 4, iar unul din unghiuri — 60°. Aflati aria
trapezului.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

13.25. Se poate oare dintr-un pitrat cu latura de 10 cm de tiiat citeva cercuri,
suma diametrelor cirora este mai mare de 5 m?

14. Adunarea si scaderea vectorilor

Daci un corp s-a deplasat din punctul 4 in punctul B, apoi din punctul B
in punctul C, atunci deplasarea sumari din
punctul 4 in punctul C este natural de o re-
prezentat in aspectul vectorului AC, accep-

B

tand acest vector ca sumi a vectorilor AB si

BC, adici AB+ BC = AC (fig. 14.1).
Acest exemplu arati cum de introdus C

notiunea de sumi a vectorilor, adicd cum, de

adunat doi vectori @ si b. Fig. 14.1
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Depunem de la un punct arbitrar A vectorul E, egal cu vectorul a. Mai de-
parte de la punctul B depunem vectorul %, egal cu vectorul b. Vectorul AC este
numit samavectorilor @ 5i b (fig. 14.2) si se scrie: a +b = AC.

Algoritmul descris pentru adunarea a doi vectori este numit regula triun-
ghiului. o

Aceasta este legat cu faptul, ¢ atunci cand vectorii @ si b nu sunt colini-
ari, atunci punctele 4, B si C sunt varfurile uni triunghi (fig. 14.2).

Conform regulii triunghiului se pot aduna si vectorii coliniari. In figura 14.3

vectorul AC este egal cu suma vectorilor coliniari a si b.

)

v
:
I

Fig. 14.2 Fig. 14.3

Deci, pentru oricare trei puncte A, B si C se indeplineste egalitatea

AB+BC = AC, care exprimi regula triunghiului pentru adunarea vecto-
rilor.

Teorema 14.1. Dacd coordonatele vectorilor a si b corespunzdtor sunt
egale cu (a3 a,) si (by; b,), atunci coordonatele vectorului a +b sunt egale cu
(a,+ by;a,+ b,).

Demonstratie. © Fie punctele 4 (x;; 1), B (x5 y,) si C (xs; ;) astfel, cd
a =AB si b = BC. Dispune de: @ +b = AC. Vom demonstra, ci coordona-
tele vectorului AC sunt egale cu (a;, + b5 a, + b,).

Si aflim coordonatele vectorilor @, b si AC: @ (x,—%; Y, — ;)
b (%, = %,3 Yy — ¥,)> AC (%~ %5 Yy — ¥)-

Avem:

a—+5=m(x3—xl; y3—yl)=lﬁ(x3 — Xy + Xy = X3 Ys — Yy T Yy — Yy)-

Tinand cont de faptul, cd w, —x; = ay, x5 — %, = by, Y, =y = a5, Y3 = 9, = by,

obtinem: @ +b = AC (a, +b;; a, +b,). 4
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Observatie. Descriind regula triunghiului pentru aflarea sumei vectorilor
a st b, noi depuneam vectorul a delaun punct arbitrar. Dacd punctul 4 de-1
schimbat cu punctul 4,, atunci in loc de vectorul AC, care este egal cu suma
vectorilor @ si b, vom obtine un vector oarecare A,C;. Din teorema 14.1. reie-
se, cii coordonatele vectorilor AC si AC, sunt egale cu (a, + by; a, + by), deci,
AC = A,C,. Aceasta insemni , ci suma vectorilor @ si b nu depinde de faptul,

de la care punct este depus vectorul a.
Proprietatile adunarii vectorilor sunt analogice proprietitilor adunirii nu-

merelor.
Pentru oricare vectori a, b si ¢ se indeplinesc egalititile:
1)a +0=a;

2) a+b=b+a - proprietatea comutativi,

3) (E +b ) +c=a+ (5 + E) — proprietatea asociativa.

Pentru demonstrarea acestor proprietiti este suficient de comparat coordo-
natele respective ale vectorilor, scrise in partile dreapta si stangi ale egalitatilor.
Faceti aceasta sine stititor.

Suma a tei si mai multi vectori se afld astfel: la inceput se adund primul si
al doilea vectori, apoi la vectorul obtinut se aduni al treilea vector si a.m.d. De

exemplu, a +b +c¢ :(a +b)+c.
Din proprietitile comutativi si asociativd a adundrii vectorilor reiese, ci la
adunarea catorva vectori termenii se pot schimba cu locurile si de pus paran-

tezele in orice mod.
In fizicd adeseori suntem nevoiti de adunat vectori, depusi de la un punct.

Astfel, daci la un corp sunt aplicate fortele F, si F, (fig. 14.4), atunci rezul-

tanta acestor forte este egald cu suma F, + F,.

Pentru aflarea sumei a doi vectori necoliniari, depusi de la un punct, este
comod de se folosit de regula paralelogramului pentru adunarea vectorilor.

Fie este necesar de gisit suma vectorilor necoliniari AB si AD
(fig. 14.5). Depunem vectorul BC, egal vectorului AD. Atunci AB+ AD =

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



14. Adunarea si scaderea vectorilor 121

= AB + BC = AC. Deoarece vectorii BC si AD sunt egali, atunci patrulaterul
ABCD este paralelogram cu diagonala AC.

Rationamentele gisite permit a formula regula paralelogramului pentru
adunarea vectorilor necoliniari a si b.

Depunem de la un punct arbitrar A vectorul E, egal vectorului E, si vectorul
AD, egal vectorului b. Construim paralelogramul ABCD (fig. 14.6). Atunci suma
cdutati a +b este egald cu vectorul AC.

Definitie.Diferenta vectorilor a si b se numeste un astfel de vector
¢, suma ciruia cu vectorul b este egal cu vectorul a.

Se scrie: ¢ =a —b.

Vom arita cum de construit vectorul, egal diferentei vectorilor dati a
si b.

De la un punct arbitrar O depunem vectorii OA si OB, corespunzitor egali

vectorilor a si b (fig. 14.7). Atunci vectorul BA este egal diferentei a-b.
Intr-adevir, OB+ BA = OA. Deci, dupi definitia diferentei a doi vectori
OA - OB = BA, adici a —b = BA.

— = _—
_ — b
a a
B C A
Fig. 14.6 Fig. 14.7

In figura 14.7 vectorii OA si OB sunt necoliniari. Insi algoritmul descris
se poate aphca si pentru gisirea diferentei vectorilor cohman In figura 14.8
vectorul BA este egal cu diferenta vectorilor coliniari @ si b.

a b a b
—_— «— e
B [0) A O B A
L - - 3 ——3p

a b
Fig. 14.8
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Deci, pentru oricare trei puncte O, A si B se indeplineste egalitatea
OA - OB = BA, care exprimi regula aflarii diferentei a doi vectori, depusi de

la un punct.

Teorema 14.2. Dacd coordonatele vectorilor a §i b corespunzator sunt
egale cu (a;; a,) si (by; b,), atunci coordonatele vectorului a —b sunt egale cu
(a,-by;2,-b,).

Demonstrati aceasti teoremd sine statitor.

Din teorema 14.2 reiese, cd pentru oricare vectori @ si b existd un singur
astfel de vector ¢ ,ci a —b =c.

Definitie. Doivectori nenulise numesc o pusi, daci modulelelor sunt
egale si vectorii sunt orientati opus.

Daci vectorii @ si b sunt opusi, atunci se spune, ci vectorul a este opus

vectorului b, vectorul b este opus vectorului a.

Vectorului, opus vectorului nul, este primit vectorul nul.

Vectorul opus vectorului @, se inseamni astfel: —a.

Din definitie reiese, ci opus pentru vectorul AB este vectorul BA. Atunci
pentru oricare punte A si B se indeplineste egalitatea AB = -BA.

Din regula triunghiului reiese, cd

a+ (—a) =0.
Dar din aceastid egalitatea reiese, ci atunci cand vectorul a are coordona-

tele (ay; a,), atunci vectorul —a are coordonatele (—a;; —a,).

Teorema 14.3. Pentru oricare vectori a si b se indeplineste egalitatea
d-b=a+(-b).

—_ 5 Pentru demonstratie este suficient de comparat
coordonatele corespunzitoare ale vectorilor, scrise
in partile dreaptd si stingi a egalititii, Faceti aceasta
singuri.

Sl
S

Teorema 14.3. oferi posibilitatea a reduce sciderea

vectorilor la adunare: pentru a scidea din vectorul a

vectorul b , Se poate la vectorul a de adunat vectorul —b

(fig. 14.9).
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14. Adunarea si scaderea vectorilor 123

Problema. Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteazi in punc-
tul O (fig. 14.10). Exprimati vectorii AB, AD si CB prin vectorii CO=a si
BO=b.

Rezolvare. Deoarece punctul O este B
mijlocul segmentelor AC si BD, atunci OA = ¢
~7G -2 s OD=BO=b. 3 =

Avem: 0

4B -0+ 08~ 0A-B0=-q -5 { i

AD=0D-0A=b —a;

CB=-AD=a-b. 4 Fig. 14.10

-

D

-
.

Descrieti regula triunghiului pentru gdsirea sumei vectorilor.

2. Care egalitate exprima regula triunghiurilor pentru aflarea simei vectorilor?

3. Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, care este egal cu suma a doi vectori
dati?

Scrieti egalitatile, care exprima proprietatile adunarii vectorilor.

Descrieti regula paralelogramului pentru aflarea sumei a doi vectori.

Care vector este numit diferenta a doi vectori?

Care egalitate exprima regula aflarii diferentei a doi vectori, depusi de la un punct?
Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, egal cu diferenta a doi vectori dati?

Care vectori se numesc opusi?

Cum se inseamna vectorul, opus vectorului a?

= O VvV ©® N O U »

e —

Cum se poate de redus scaderea vectorilor la adunarea vectorilor?

A
idﬂ INSARCINARI PRACTICE I

14.1.° Cu ajutorul regulii triunghiului construiti suma vectorilor a si b, re-
prezentate in figura 14.11.

14.2.° Cu ajutorul regulii paralelogramului construiti suma vectorilor @ si b,
reprezentate in figura 14.11, a—d.

14.3.° Pentru vectorii a si b, prezentati in figura 14.11, construiti vectorul

a-b.
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a_— iR b a
AN b,
b N ™\
a b ¢ d
a ~_a .
7 = ™~ < b E >
() 4 0 >
e ¥ &
Fig. 14.11
14.4.° Desenati triunghiul ABC. Depuneti de la punctul 4 vectorul, opus vec-
torului:
1) AB; 2) CA; 3) BC.

14.5.° Desenati paralelogramul /BCD. Construiti vectorii BC + BA, BC + DC,
BC+CA, BC+AD, AC+DB.

14.6.° Desenati triunghiul MNP. Construiti vectorii MP + PN, MN + PN,
MN + MP.

14.7.° Desenati paralelogramul ABCD. Construiti vectorii BA — BC, BA — DA,
BA-AD, AC-DB.

14.8.° Desenati triunghiul 4BC. Construiti vectorii AC—CB, CA-CB,
BC -CA.

14.9.° Notati patru puncte M, N, Psi Q. Construiti vectorul MN + NP + PQ.

14.10.° Pentru vectorii @, b si ¢, prezentati in figura 14.12, construiti vec-
torul:
1) a+b +c; 2)a+b-c; 3) —a +b +ec.

~
~
!
/"’i'

a b c

Fig. 14.12
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14.11.° Depuneti de la un punct trei vectori, modulele cirora sunt egale, astfel,
ca suma a doi din ei si fie egald cu al treilea vector.
14.12.* Depuneti de la un punct tei vectori, mo-
dulele cirora sunt egale, astfel, ca suma lor s
fie egali cu vectorul nul.
14.13.° Pentru punctele 4, B, C si D, prezentate o C
in figura 14.13, construiti un astfel de vector

%, ci AB+CB+CD+x =0. Ac

14.14.* Desenati triunghiul ABC. Construiti un D
astfel de punct X, ci:
1) AX = BX + XC; Fig. 14.13

2) BX = XC - XA.

Y@\V EXERCITII I

14.15.° Este dat triunghiul 4BC. Exprimati vectorul BC prin vectorii:
1) CA si AB; 2) AB si AC.

14.16.° Se di paralelogramulABCD Exprimati vectorii AB, BC si DA prin
vectorii CA = a si CD=c.

14.17.° Se di paralelogramul ABCD Exprimati vectorii AC, BD i si BC C prin
vectorii BA =a si DA =

14.18.° Se da paralelogramulABCD. Exprimati vectorii BC, DC si DA prin
vectorii AB=a si BD=b.

14.19.° Demonstrati, cd pentru oricare din punctele 4, B, C'si D se indeplineste
egalitatea:
1) AB+ BC = AD + DC; 3) AC+CB-AD = DB.
2) CA-CB=DA-DB

14.20.° Demonstrati, cd pentru oricare din punctele 4, B, C'si D se indeplineste
egalitatea:

1) BA+ AC = BD + DC; 3) BA-BD+ AC = DC.
2) AB- AD =CB-CD;

14.21.° Punctele M si N — sunt mijlocurile laturilor corespunzitoare B4 si BC
ale tr1ungh1ulu1 ABC. Exprlmatl vectorii AM, NC, MN si NB prin
vectorii BM =m si BN =n.
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14.22.° In paralelogramul ABCD diagonalele se intersecteazi in punctul O.
Demonstrati, ci OA+OB+0C+0D=0.
14.23.° Se di patrulaterul ABCD si un punct oarecare O. Se stie, cd

AO +OB = DO +OC. Demonstrati, ci patrulaterul ZBCD este paralelo-
gram.

14.24.° Se did patrulaterul ABCD si un punct oarecare O. Se stie, cd

OA - 0D = OB - OC. Demonstrati, ci patrulaterul ABCD este paralelo-
gram.

14.25.° Se dau vectorii a (4; 5) si b ( 1; 7). Aflati:
1) coordonatele vectorilor @ +b si a-b;
2) a+b|§1|a—b|.

14.26.° Se dau punctele 4 (1;-3), B (4; 5), C (-2; -1) si D (3; 0). Aflati:
1) coordonatele vectorilor AB+CD si AB-CD;

14.27.° Suma vectorilor a (5; —3) si b (x; 4) este egali vectorului c (2 y).
Aflati x si y.

14.28.° Suma vectorilor a (x; —1) si b (2 y) este egald vectorului ¢ (-3; 4).
Aflati x si y.

14.29.° Se di vectorul MN (3;-5). Aflati coordonatele vectorului NM.

14.30.° O latura a triunghiului echilateral ABC este egald cu 3 cm. Aflati

AB+BC|.

14.31.° O catetd a triunghiului dreptunghic isoscel ABC (£C = 90°) este egald
cu 4 cm. Aflati |Z6+6§ |

14.32.° Sunt date punctele N (3; =5) si F(4; 1). Gisiti |O—N—ﬁ| si
| G+ ON

14.33.° O inotitoare trece raul cu viteza de /3 m/s fati de apid in directia
perpendiculari la malurile paralele. Viteza cursului apei este egald cu 1 m/s.

Sub ce unghi fatd de directia perpendiculari la maluri, se va deplasa inoti-
toarea?

, unde O — punct arbitrar.

O—w 14.34. Demonstrati, cd pentru oricare n puncte 4,, 4,, ..., 4, se
indeplineste egalitatea
AA+AA +AA+...+A A =AA,.
14.35." Demonstrati, cd pentru oricare puncte 4, B, C, D si E indeplineste
egalitatea

AB+BC+CD+DE+EA=0.
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14.36." Exprimati vectorul AB prin vectorii E, b, c
si d (fig. 14.14).

14.37. In paralelogramul ABCD punctele M, Nsi K —
mijlocurile corespunzﬁtoare ale laturilor 4B, BC si

CD. Expnman vectorn BA si AD prin vectorii
MN=m si KN =n.

14.38." In paralelogramul ABCD diagonalele se inter-

Fig. 14.14

secteazd in punctul O. Exprimati vectorii BA si AD prin vectorii DO=a
si OC=b.

14.39.° Patrulaterul ABCD este paralelogram Demonstrati, ci:
1) AD - BA + DB-DC = AB;
2) AB+CA-DA =0.

14.40.* Tn triunghiul 4BC este dusi mediana BM. Demonstrati, ci:
1) MB+BC+ MA =0; 2) MA+AC+MB+BA=0.

14.41.* Demonstrati, ¢ pentru vectorii necoliniari @ §i b se indeplineste ine-
galitatea |E+5 |<|E |+| b |

14.42.* Demonstrati, cd pentru vectorii necoliniari a st b se indeplineste ine-
galitatea |E—5 |<|E |+|E |

14.43.* Pentru vectorii ne nuli @ si b se indeplineste egalitatea | a+b | =
= | a |+| b | Demonstrati, cd aTlo.

14.44. Pentru vectorii ne nuli a si b se indeplineste egalitatea | a-b |=
= | a |+| b | Demonstrati, ci a T4 b.

14.45.* Poate oare sa fie nul vectorul sumei a tei vectori, modulele cirora sunt

egale:
1) 5;2;3; 2) 4; 6; 3; 3)8;9;18?

14.46.** Diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteazd in punctul O. Este

cunoscut,ci OA + OB+0OC + 0D =0. Demonstrati, ci patrulaterul #BCD
este paralelogram.

14.47.** Vectorii MN, ﬁ? si EF in perechi sunt necoliniari, totodatd

MN + PQ+ EF = 0. Demonstrati, ci existi un astfel de triunghi, laturile
cdruia sunt egale cu segmentele MN, PQ si EF.

14.48.** Demonstrati, cd pentru paralelogramul ABCD si punctul arbitrar X se
indeplineste egalitatea XA + XC = XB+ XD.
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14.49. Se dau doui puncte 4 si B. Gisiti locul geometric al astfel de puncte
X,ci | AB+BX |=| AB|.

14.50.** Se dau doud puncte 4 si B. Gisiti locul geometric al astfel de puncte
X,ci | 2B+ BX |<| BX |

14.51. Un vaslas din punctul 4 tece peste raul cu litimea de 240 m cu vitezi
proprie constanti, directionidnd nasul luntrei perpendicular malului opus.
Peste 4 min luntrea a ancorat la malul opus in punctul C, amplasat mai jos

dupi curs de punctul 4 cu 48 m. Gisiti viteza cursului apei si viteza luntrei
fatd de malurile raului.

14.52.* O salupd din punctul 4 tece peste raul cu litimea de 300 m cu vitezd
proprie constanti. Peste 100 s salupa a ancorat la malul opus in punctul B.
Dreapta 4B este perpendiculari la malurile paralele ale raului. Viteza cur-
sului apei raului V8 m/s. Sub ce unghi fatd de malurile raului a fost
directionat nasul salupei?

14.53." Medianele triunghiului 4BC se intersecteazi in punctul M/, demonstrati,
ci MA+MB+MC=0.

14.54." Pe laturile triunghiului ABC in partea exterioard sunt construite para-
lelogramele 44, B, B, BB,C,C, CC,A4,A4. Dreptele A,4,, B B,, C,C, in perechi
sunt ne paralele. Demonstrati, ci existd asa un triunghi, laturile ciruia sunt
egale cu segmentele 4,4, BB, si C,C,.

EXERCITII PENTRU REPETARE I

14.55. In triunghiul ZBC este inscris paralelogramul CDMK astfel, ci unghiul
C la ei este comun, iar punctele D, M si K apartin corespunzitor laturilor
AC, AB si BC ale triunghiului. Aflati laturile paralelogramului CDMK, daci
perimetrul lui este egal cu 20 cm, AC =12 cm, BC =9 cm.

14.56. Tei circumferinte, razele cirora sunt egale cu 1 cm, 2 cm si 3 cm, se ating
una de alta in perechi prin exterior. Aflati raza circumferintei ce trece prin
centrele acestor circumferinte.

14.57. Demonstrati, ci aria unui hexagon regulat, inscris in circumferint,

alcatuieste " din aria hexagonului regulat circumscris acestei circumferintei.
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15. inmultirea vectorului cu un numar
Admitem ci se di un vector nenul @. In figura 15.1 este prezentat vectorul
AB, egal vectorului a+ E, sivectorul CD, egal vectorului (—E) + (—E) + (—E).
Evident, ci
| 4B|=2|a | ¢ ZBM 7,
|cD|=3|d|si CDTla. @ B
Vectorul AB se inseamnid 2a i si se consider, ci el

este obtinut in rezultatul inmultirii vectorului a la numa- D/

rul 2. Analogic se consideri, ci vectorul CD este obtinut in
rezultatul inmultirii vectorului a la numirul -3, si se scrie:
CD=-3a.

Acest exemplu ne indicd, cum de introdus notiunea «inmul;irea vectorului
cu un numir».

Fig. 15.1

Definitie. Produsul vectorului nenul @ sia numarului &, diferit de
zero, se numeste un astfel de vector b, ca:

0[5 |= ] 2]

2)dacik>0,atunci b TT a; dacik<0,atunci b Tl a.

Se scrie: b = ka.

Daci a =0 sau £2= 0, atunci se consideri, ci ka = 0.
; . e
In figura 15.2 sunt reprezentati vectorii a, —2a, ga , J3a.

Din definitie reiese, ca

l-a=a,
@ o
24 —> -1-a =-a.
% . . o, . . ~ . A
%5’ De-asemeni din definitie reiese, cid atunci cind
—> b =ka, vectorii a $i b sunt coliniari.
V3@ > Dar daci vectorii @ si b sunt coliniari, atunci se
poate oare de prezentat vectorul b in forma de produs
Fig. 15.2 ka ? Rispuns la aceastd intrebare ne di teorema.

Teorema 15.1. Dacd vectorii a §i b sunt coliniari sia T 0, atunci exis-

td asa un numdr k, cd b=Fka.
Demonstratie.® Daci b =0, atunci pentru %= 0 obtinem, ci b = ka.
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Daci b T 0, atuncisau a TT8, sau a Tl b.

| Deoarece

Sy

1) Fie a TTb. Si cercetim vectorul ¢ =ka, unde k

k>0, atunci ¢ 11 a, deci, c™b. Totodati, |c|—k|a|—| | stfel, vec-

torii b si ¢ sunt coorientati si modulele lor sunt egale. De aici b =¢ =ka.

2) Fie a Tl b. Cercetim vectorul ¢ =ka, unde k= —% Pentru acest
a

caz terminati demonstratia sine stititor. <«

Teorema 15.2. Dacd vectorul a are coordonatele (a; a,), atunci vectorul
ka are coordonatele (kay; kas).

Demonstratie.® Daci a =0 sau %= 0, atunci atunci afirmatia teoremei
este evidenta.

Fie a TO si 2# 0. cercetim vectorul b (ka,; ka,). Vom arita, ci

b=Fka.

Dispunem de: | b | = \/(ka,)? + (ka,)* = | k|\Ja® +a? =| k|| d |.

Depunem de la originea de coordonate vectorii OA si OB, egali corespun-

zitor vectorilor @ si b. Deoarece dreapta OA trece prin originea coordonate-

lor atunci ecuatia ei are aspectul ax + &y = 0.
Acestei drepte 1i apartine punctul 4 (a;; 4,). Atunci

aa, + ba, = 0. De aici a (ka,) + b (ka,) = 0.
Deci, punctul B (kay; kaz) tot apartine dreptei O4, de aceea vectorii OA
OB sunt coliniari, adici a || b.

Pentru £ > 0 numerele a; si 44, au aceleasi semne
B yp (sau ambii sunt egali cu zero). Aceeasi proprietate o
au si numerele 4, si £a,. Deci, pentru % > 0 punctele
A si B se afld intr-un cadran de coordonate (sau pe

aceiasi semidreapti de coordonate , de aceea vectorii
OA si OB sunt coorientati (fig. 15.3), adici aTls.

)
]y

Pentru % < 0 vectorii OA si OB sunt opus orientati,
adici a TV b.
Fig. 15.3 Deci, obtinem, ci b = ka. <
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Consecinta 1. Vectorii a (a; a,) si b (ka,; ka,) sunt coliniari.

Consecinta 2. Dacd vectorii a (a; ay) si b (b; b,) sunt coliniari si
totodati a T 0, atunci existi un astfel de numar k, ca b, = ka, 5i b, = ka,.

Cu ajutorul teoremei 15.2 se pot demonstra astfel de proprietiti ale inmultirii
vectorului cu un numir.

Pentru oricare numere k, m si oricare vectori a, b se indeplinesc egalititile:

1) (km) a=k (m;) — proprietatea asociativi;

2) (k+m)a =ka + ma - prima proprietate distributivi;

3k (E + 5) =ka +kb —a doua proprietate distributivi.

Pentru demonstrarea acestor proprietiti este suficient de comparat coor-
donatele corespunzitoare ale vectorilor, scrise in partea dreaptd si stangd ale
egalititilor. Executati aceasta singuri.

Aceste proprietiti oferd posibilitatea transformirii expresiilor, care contin
suma vectorilor, diferenta vectorilor si produsul vectorului cu un numar, analo-
giccum, noi transformim o expresie algebrici. De exemplu, 2 (E -3b ) +3 ((; +b ) =
=2a —6b +3a +3b =5a - 3b.

O—w Problema 1. Demonstrati, ci atunci cind OA = kOB, atunci punc-
tele O, 4 si B se afld pe o dreapti.

Rezolvare. Din conditie decurge, ci vectorii OA si OB sunt coliniari. In
acelasi timp acesti vectori sunt depusi de la acelasi punct O. Deci, punctele O,
A si B se fald pe o dreapti. €

O—w Problema 2. Punctul M este mijlocul segmentului 4B si X — un
punct arbitrar (fig. 15.4). Demonstrati, ci XM = % (XA + XB).

Rezolvare. Aplicand regula triunghiului,
scriem: A

XM = XA + AM;

XM =XB+BM.

Adunim aceste doud egalititi:
2XM = XA + XB+ AM + BM. X

Deoarece vectorii AM si BM sunt opus

7 _ Fig. 15.4
orientati,atunci AM + BM =0. Avem: 2XM =

— 1
= XA + XB. Deaici XM =Eum+ Xk <«
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Fig. 15.5 Fig. 15.6

Problema 3. Demonstrati, ci mijlocurile bazelor trapezului si punctul
intersectiei continudrii laturilor lui laterale se afli pe o dreapta.

Rezolvare. Fie punctele M si N—mijlocurile bazelor BC si AD a trapezului
ABCD, O — punctul de intersectie al dreptelor 4B si CD (fig. 15.5).

Aplicand problemacheie 2,scriem: OM = % (O—B + %), ON = % (O_A + (TD)

Deoarece OB I OA si oC Il @, atunci OB = EOA si OC = kI@, unde
k si &, — orice numere.

ocC
Deoarece @BOC © AOD, atunci o8 =—. Deci, k=4,
OA OD

Avem: OM = (0B +0C) = - (kOA + kOD) = -~ (04 + OD) = KON.

Din problema cheie 1 decurge, ci punctele O, M'si N'se afld pe o dreapti. €

Problema 4. Demonstrati, cd atunci cind punctul M este punctul de
intersectie al medianelor triunghiului 4BC (fig. 15.6), atunci MA + MB +
+MC=0.

Rezolvare'. Fie segmentele A4,, BB, si CC, — sunt medianele triunghiului

ABC (fig. 15.6). Avem:

E:%(Ehﬁ);
BB, - (BA+ BC);
c—q=%(@+@).

1 1n indicatii la problema 14.53 este prezentatd alti metodd de rezolvare a
problemei 4.
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DeaiciE+B—B;+c—q=%(@+a+@+@+rc+a)=a

. . . . S < 2 .
Din proprietatea medianelor triunghiului reiese, cd AM = gAAl. Atunci

A:_gm. Analogic MB = _23—31, MC = _gc—q. Deaici MA + MB +

—_— 2—— 2—— 2 20— =% ==\ =
+MC=-=AA,-~BB,-=CC, = -= (A4, + BB+ CC,)=0. <
3 3 3 3
p B
® . gl g e
1. Ce se numeste produsul vectorului nenul @ sianumarului %, diferit de zero?

2. Cu ce este egal produsul kg, daca £=0sau E = 6?

3. Ce se poate spune despre vectorii nenuli a si b. daci b = kg, unde % - este
un numar oarecare?

4. Secunoaste, cd vectorii a Si b sunt coliniari, si a T0. Cumse poate exprima
vectorul b prin vectorul a?

5. Vectorul @ are coordonatele (a,; a,). Cu ce sunt egale coordonatele vectoru-
lui ka?

6. Ce se poate spune despre vectorii coordonatele carora sunt egale cu (a;; a,)
si (kay; ka,)?

7. Cum sunt legate intre ele coordonatele corespunzatoare ale vectorilor coliniari
ala;a)sib(b;b)?

8. Scrieti proprietatile asociative si distributive ale inmultirii vectorului cu un numar.

A
i‘b’i INSARCINARI PRACTICE s

15.1.° Se dau vectorii @, b si ¢ (fig. 15.7). Construiti vectorul:

— 1- 2. 1—
1) 2b; 2) —=¢; 3) Za; 4) -=q.
) ) 3¢ )3a ) e

15.2.° Se dau vectorii @, b si c (fig. 15.7). Construiti vectorul:
1) %E; 2) —2b; 3) —=c.
15.3.° Se dau vectorii a si b (fig. 15.8). Construiti vectorul:

1) 24 +b; 2) 1a+5; 3) 4 -1b; 4 -L1g 25,
3 2 3 3
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a]
T~ ™
/
b ¢ b
Y
Fig. 15.7 Fig. 15.8

15.4.° Construiti doi vectori necoliniari x si y. Insemnati un punct arbitrar O.
De la punctul O depuneti vectorul:

1) 8% + s 2) x +25; 3) —%5+3§; 4) —25—%5.
15.5.° Construiti trei puncte 4, B si C astfel, ca:

1) AB=24C; 2) AB--34C; 3) BC- AB; 4) AC=—BC.
15.6.° Desenati un triunghi 4/BC. Notati punctul M — mijlocul laturii AC.

1) De la punctul M depuneti vectorul, egal vectorului %C—B

2) De la punctul B depuneti vectorul, egal vectorului %E& + %@

15.7.° Desenati trapezul ABCD (BC || AD). Notati punctul M/ — mijlocul la-
turii 4B. De la punctul M depuneti vectorul, egal vectorului %Fé+
+AD.

15.8.° Desenati triunghiul 4BC. Construisi vectorul, egal vectorului

1— .. . . .. . .
gAC, astfel, ca originea lui si apartind laturii 4B, iar extremitatea —

laturii BC.

e
W EXERCITII "

— 1— —
15.9.° Aflati modulele vectorilor 3m si —3™ daci | m | =4.
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. .o oo~ . 1— . — .
15.10.° Care din vectorii, 3a si —ga, este coorientat cu vectorul a, daci
alT0?

15.11.° Determinati sunt coorientati sau orientati opus vectorii nenuli @ si b,

daci:
1) b =2a; 2)3:—%5; 3) b =2a.
Aflati raportul | |

15.12.° Exprimati vectorul p din egalitatea'
1) ¢=3p;  2) AC=-2p; 3) p g 4)2p=3q.
15.13.°In paralelogramul 4BCD diagonalele se intersecteazd in punctul O.
Exprimati:
1) vectorul AO prin vectorul AC;
2) vectorul BD prin vectorul BO;
3) vectorul CO prin vectorul AC.

15.14.° In paralelogramul ABCD d1agonalele se intersecteazi in punctul 0,

AB=da, AD=b. Exprimati vectorul AO prin vectorii a si b.
15.15.°In paralelogramul ABCD pe dlagonala AC este notat punctul M astfel,
cd AM : MC=1: 3. Exprimai vectorul MC prin vectorii a si b unde
a= AB, b= AD.
15.16.° In paralelogramul ABCD punctul M este mijlocul laturii BC, AB=a,
AD=b. Exprimati vectorii AM si MD prin vectorii a si b.
15.17.°In triunghiul ABC punctele M si N sunt mijlocurile laturilor 4B si BC
corespunzitor. Exprimati:
1) vectorul MN prin vectorul CA;
2) vectorul AC prin vectorul MN.

15.18.° Pe segmentul 4B cu lungimea de 18 cm este notat punctul C astfel, ci
B(C =6 cm. Exprimati:
1) vectorul AB prin vectorul AC;
2) vectorul BC prin vectorul AB;

3) vectorul AC prin vectorul BC.
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15.19.° Este dat vectorul a (-4; 2). Aflati coordonatele si modulele vectorilor

34, —~a i >a.
2 7 2 B

15.20.° Este dat vectorul b (-6; 12). Aflati coordonatele si modulele vectori-

lor 20, —117 si EI;
6 3

15.21.° Este dat vectorul a (3; —2). Care din vectorii b (-3; —2), ¢ (-6; 4),

E(g, —1), g(—l; —2) si f (—3 \/E; 2\/5) este coliniar vectorului a ?

15.22.° Sunt dati vectorii a (3;-3) si b (-16; 8). Aflati coordinatele vecto-

rului:
1) 2a+b; 2) -1a +35; 3) a-2b.
2 . 3 44' 8
15.23.° Sunt dati vectorii m (-2; 4) si n (3; —1). Aflati coordinatele vectoru-
Lui:
1) 3m +21; 2) S m+2n; 3) m—3n.

15.24.° Pe laturile 4B si AC ale triunghiului ABC sunt notate corespunzitor
punctele M si NV astfel, cd AM : MB=AN: NC=1: 2. Exprimati vectorul

MN prin vectorul CB.

15.25.* Punctele O, 4 si B se afld pe o dreaptd. Demonstrati, ci existd un astfel
de numir 4, ci OA = EOB.

15.26.° Pe laturile 4B si BC paralelogramului #/BCD sunt notate punctele M si
Nastfel,ci AM : MB=1:2,BN: NC =2 : 1. Exprimati vectorul NM prin
vectorii AB=a si AD=b.

15.27.7 Pe laturile BC si CD paralelogramului /BCD sunt notate punctele £
si Fastfel,ci BE: EC=3:1,CF: FD = 1:3. Exprimati vectorul EF prin
vectorii AB=a si AD=b.

15.28.* Demonstrati, ci vectorii AB si CD sunt coliniari, daci 4 (1; 1), B (3;
-2),C(-1;3),D (5;-6).

15.29.° Printre vectorii a (15 -2), b (-3; -6), ¢ (-4; 8) si d (-1; -2)
indicatii perechile de vectori coliniari.

15.30." Sunt dati vectorii m (4; -6), ;(—1; g) si 5(3, —g) Indicati pere-

chile de vectori coorientati si orientati opus.
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15.31.° Aflati valorile x, pentru care vectorii a (1; x) si 5(%, 4) sunt coli-
niari.

15.32.* Pentru care valori y vectorii a (2 3) si b (-1; y) sunt coliniari?

15.33. Se di vectorul b (=3; 1). Aflati coordonatele vectorului, coliniar cu
vectorul b, modulul ciruia este de doui ori mai mare decit modulul vec-
torului b. Cate solutii are problema?

15.34.* Aflati coordonatele vectorului m, orientat opus vectorului 7 (5; —12),
daci | m | =39.

15.35.* Aflati coordonatele vectorului E, coorientat vectorului b (-9; 12),
daci | a | =5

15.36.* Demonstrati, ci patrulaterul /BCD cu varfurile 4 (-1;2), B (3; 5), C (14;
6) si D (2; —3) este trapez.

15.37.* Demonstrati, ci punctele 4 (-1; 3), B (4; =7) si D (-2; 5) se afli pe o
dreapti.

15.38." Sunt dati vectorii @ (1; —4), b (0; 3) si ¢ (2; —17). Gsiti astfel de
numere x $i y, cd c=xa+ yl;

15.39.* In paralelogramul #BCD diagonalele se intersecteazi in punctul O. Pe
latura BC este notat punctul K astfel, ci BK: KC = 2 : 3. Exprimati vectorul

OK prin vectorii AB=a si AD=b.

15.40.** Diagonalele patrulaterului Z/BCD se intersecteaza in punctul O astfel,
i A0:0C=1:2,BO: OD =4 : 3. Exprimati vectorii AB, BC, CD si
DA prin vectorii OA=a si OB=b.

15.41.* Pe laturile 4B si BC ale triunghiului #ABC sunt notate corespunzitor
punctele KsiF astfel cAAK:KB=1:2siBF: FC=2:3. Expnmatl vec-
torii AC, AF, KC si KF prin vectorii BK=m si CF=n.

15.42. Pe laturile AC si BC ale triunghiului 4BC sunt notate corespunzitor
punctele M si NV astfel, ca AM : MC=1:3 si BN: NC=4: 3. Exprimati

vectorii ﬂ, E, BM si NM prin vectorii BN=Fk si AM = 5
15.43.** Medianele triunghiului ABC se intersecteazd in punctul M. Exprimati
vectorul BM prin vectorii BA si BC.

15.44.* Cu ajutorul vectorilor demonstrati teorema liniei medii a triunghiului.
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O—w 15.45." Punctele M, si M, — sunt mijlocurile laturilor 4B, si 4,B, co-
respunzitor. Demonstrati, ci M, M, = %(AlA2 + Ble)-

15.46.* Folosind problema 15.45, demonstrati teorema liniei medii a trapezului.

15.47. Punctele M si N — sunt corespunzitor mijlocurile diagonalelor AC si
BD a patrulaterului ABCD. Folosind problema 15.45, demonstrati, cid
MN = % (AB-DC).

15.48.* Punctele M si N — sunt corespunzitor mijlocurile diagonalelor AC si
BD a trapezului ABCD (BC || AD). Folosind problema 15.45, demonstrati,
ci MN || AD.

15.49.** Pe latura 4C a triunghiului 4BC este notat punctul M astfel, cd
AM : MC =2 : 3. Demonstrati, ci BM = gﬂ + EB—C

15.50.* Pe latura BC a triunghiului ABC este notat punctul D astfel, ci BD :
DC=1:2.Demonstrati, cd AD = EE + %E

15.51." Demonstrati cd existd un triunghi, laturile ciruia sunt egale cu medianele

triunghiului dat.

15.52." Punctele M, si M, — mijlocurile segmentelor 4, B, si 4,B, corespunzi-

tor. Demonstrati cd mijlocurile segmentelor 4,.4,, MM, si B,B, se afld pe
o dreapta.

15.53." Pe latura 4D si pe diagonala AC a paralelogramului /BCD sunt notate
corespunzitor punctele M si IV astfel, ci AM = %AD si AN = %AC.

Demonstrati, cd punctele M, N si B se afli pe o dreapti.

EXERCITII PENTRU REPETARE I

15.54. Baza mai mici si latura laterald a trapezului isoscel sunt egale cu 12 cm.

Cu ce este egali linia medie a trapezului, dacd unul din unghiurile lui este
egal cu 60°?

15.55. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 16 c¢m, iar una din
laturi — 7 cm. Aflati unghiul dintre diagonalele paralelogramului si aria lui.

15.56. Gisiti coarda circumferintei cu raza R, capetele cireia impart circum-
ferinta in doud arcuri, lungimile cdrora se raportd ca 2 : 1.
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YZy 0BSERVATI, DESENATI,
o CONSTRUITI, FANTAZATI

15.57. Este dat un pitrat cu dimensiunile 101 x 101 pitritele, Patratelele patra-
tului sau vopsit in ordinea tablei de sah in albe si negre astfel, ci patritelul
din centru sa dovedit a fi neagru. Pentru fiecare pereche de pitritele de
diferitd culoarea se depune un vector, originea ciruia coincide cu centrul
patratelului negru, iar extremitatea — cu centrul celei albe. Demonstrati, cd
suma tuturor vectorilor depusi este egald cu nul-vectorul.

&2 APLICAREA VECTORILOR I

In timpul aplicirii vectorilor la rezolvarea problemelor frecvent se foloseste
o astfel de lemai. AM m
L ema. Fie M —un astfel de punct al segmentului AB, ci B n (fig.15.9).
n
Atunci pentru oricare punct X se satisface egalitatea
S n

XM = m

XA+ XB.

m+n m+n

Demonstratie. Avem: XM — XA = AM.

AB.

m —
AB, atunci AM =

m+n m+n

Deoarece AM =

AB. A
m+n M

Deoarece AB=XB-— ﬂ, atunci avem:

Scriem: XM — XA =

m

XM - XA = (XB-XA); X
m+n B

XM =XA--—" XA+ XB; Fig. 15.9
m+n m+n

XM=—""XA+—" XB. 4
m+n m+n

Mentionim, ci aceastd lemi este generalizarea problemei cheie 2 punctul 15.

Problema. Fie M — punctul de intersectie al medianelor triunghiului /BC
si X — un punct arbitrar (fig. 15.10). Demonstrati, ci

W=%(ﬂ+X—B+ﬁ).
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B
B X
H 0
A 1 ]
X C
M y
A

K ¢ P

Fig. 15.10 Fig. 15.11

Rezolvare. Fie punctul K este mijlocul segmentului 4C. Avem:

BM : MK =2 : 1. Atunci, folosind lema, se poate scrie: XM = éX—B + gﬁ =
~SXB+~ - (XA+XC) - (XA+XB+XC). <

S demonstrim egalitatea vectoriald, care este leagd doud puncte minunate'
ale triunghiului.

Teoremai.Dacd  punctul H este centrul ortic al triunghiului ABC, iar punctul
O este centrul circumferintei circumscrise lui, atunci

OH =0A + OB +OC. *)

Demonstratie. Pentru triunghiul dreptunghic egalitatea (*) este evidenti.

Fie triunghiul 4BC nu este dreptunghic. Coborim din punctul O perpendi-
culara OK pe latura AC a triunghiului 4BC (fig. 15.11). Din cursul de geometrie
de clasa a 8-a a fost demonstrat, ci BH = 20K.

Pe semidreapta OK notim un astfel de punct P astfel, ci OK = KP. Atunci
BH = OP. Deoarece BH || OP, atunci patrulaterul H/BOP este paralelogram.

Conform regulii paralelogramului OH = OB+ OP.

Deoarece punctul K este mijlocul segmentului 4C, atunci in patrulaterul
AOCP diagonalele prin punctul de intersectie se impart in jumitate. Deci, acest

patrulater este paralelogram. De aici OP = 0A +OC.
Avem: OH = OB +OP = 0B+ 0A + OC. <

— 1 —— —
Si ne adresim la egalitatea vectoriali XM = 3 (X4 + XB+XC), unde M
este punctul de intersectie a medianelor triunghiului 4ABC. Deoarece X este

! Materialul despre doud puncta minunate vezi in manualul «Geometria clasa 8-a».
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16. Produsul scalar al vectorilor 141

punct arbitrar, atunci egalitatea rimane adeviratd, dacd ca punct X de ales
punctul O — centrul circumferintei circumscrise triunghiului ABC.

Avem: 30M = OA + OB + OC.
Tinand cont de egalitatea (*), obtinem: 30M = OH.

Aceasti egalitate inseamni, ci punctele O, M si H se afld pe o dreapti, care
se numeste dreapta lui Euler. Vi amintim ci aceastd proprietate minunati a
fost demonstratd in manualul de clasa a 8-a, dar prin altd metoda.

16. Produsul scalar al vectorilor

Fie @ si b — doi vectori nenuli si coorientati (fig. 16.1). De la un punct
arbitrar O depunem vectorii OA si OB, corespunzitor egali vectorilor a si
b. Mirimea unghiului #4OB o vom numi unghiul intre vectorii a si b.

Unghiul intre vectorii @ si b se inseamni astfel: L(E, 5) De exemplu,

in figura 16.1 /(a, b) =120, iar in figura 16.2 £(m, n) = 180°.

m n
120° >
A
o
Fig. 16.1 Fig. 16.2

Daci vectorii @ si b sunt coorientati, atunci se consideri, ci L(g, b ) =0°.
Daci micar unul din vectori @ sau b este nul, atunci de asemeni se consider3,
ci 4(3, 5) =0°.

Deci pentru oricare vectori @ si b are loc inegalitatea:

0°< /(a, b)<180°.
Vectorii a si b se numesc perpendiculari, daci unghiul intre ei este egal

cu 90°. Se scrie: a L b.
Voi puteti sid adunati si si scideti vectori, si inmultiti un vector cu un
numir. De-asemenea din cursul de fizicd voi cunoasteti, cd atunci cind sub

actiunea unei forte constante F corpul s-a deplasat din punctul 4 in punctul
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B (fig. 16.3), atunci lucrul efectuat este egal cu |f | |E |cos @, unde
0= 4(?, E)

Fig. 16.3
Cele expuse mai sus indicd, ci este rational de introdus incd o actiune asupra
vectorilor.

Definitie. Produs scalar a doi vectori se numeste produsul
modulelor lor si a cosinusului unghiului intre ei.

Produsul scalar al vectorilor a si b se inseamni astfel: a - b.
Avem:

E-5=|E||E|cosé(5, F)

Daci micar unul din vectori @ sau b este nul,atunci evident,ci a -b =0.

— —_ — — — — |2
Fie a =b. Atuncia -b=a -a =|a ||a |cos0°:|a | .
Produsul scalar a-a se numeste patratul scalar al vectorului a si se in-

—2
seamna a .

—2 — 12
Noi am obtinut, ci a = | a
cu patratul modulului lui.

, adicd pdtratul scalar al vectorului este egal

Teorema 16.1. Produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero atunci
si numai atunci, cand acesti vectori sunt perpendiculari.

Demonstratie.® Fie a L b. Vom demonstra,ci a -b = 0.

Avem: 4(5, 5) =90°. De aici a -b = | a | | b |c0590° =0.

Fie acum a +b = 0. Si demonstrim,ci a L b.

Scriem: | a | | b |cos L(E, 5) = 0. Deoarece | a | To si | b | T0, atunci
cos/(a,b)=0. Deaici Z(a,b)=90° adici a Lb. <
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Teorema 16.2. Produsul scalar al vectorilor a (a,; a,) si b (by; b,) poa-
te fi calculat dupa formula

a-b=ab +a,b,

Demonstratie. @_La inc_;put cercetim UA

cazul, cind vectorii @ si b sunt necoli- T
niari. /

Depunem de la originea de coordonate
vectorii OA si OB, Corespunzitor egali vec- 7 A
torilor @ si b (fig. 16.4). Atunci 4(5, 5) =
= /AOB.

Aplicim teorema cosinusurilor pentru

triunghiul AOB:

Q
RY

Fig. 16.4

AB? =0A® + OB®> - 20A - OB - cos ZAOB.
De aici 1
OA-OB-cos ZAOB=_(OA + OB’ ~ AB").

Deoarece | a | =0A si | b | = OB, atunci OA-OB:cos ZAOB = E@g .
Totodati, AB=OB-0A =b-a. Deaici AB(b, —a,; b, — a,).

— = 1 — 12 — 12 —_ 2
Avem: a -b = 5(| a | +| b | —| AB | ) Utilizand formula calculirii mo-

dulului unui vector dupi coordonatele lui, scriem:
- = 1 2 2
a-b =§((a12 +a22)+(b12 +b§)—(b1 -a,) —(b,—ay,) )

Simplificind expresia, care este scrisd in partea dreaptd a ultimii egalitati,
obtinem: o
a-b=ab +a,b,.

S4 cercetim cazul, cind vectorii @ si b sunt coliniari.
Daci @ =0 sau b =0, atunci evident,ci a -b = a,b, + a,b,.

Dacia TO si b T0, atunci existi un astfel de numir &, cd b =ka, adi-
Cd by = kay, by = ka,. o
Daci %2 > 0, atunci L(a, b) =0°. Avem:

d-b=a-(ka)=|a||ka|cos0°=|k||a [ =k(a?+a2)=
=a, -ka, +a, ka,=ab +ayb,.

Cazul, cand % < 0, cercetati-1 sine stititor. <

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



144 § 4. VECTORII

Consecinta. Cosinusul unghiului intre vectorii nenuli a (a; a,) si

b (b; b,) se poate calcula conform formulei

ab, +a,b, *)
Ja@ +a? - b + b

Demonstratie.® Din definitia produsului scalar al vectorilor a si b reie-
_a-b
la [0 ]
lului vectorului dupi coordonatele lui, obtinem formula (¥). <
Cu ajutorul teoremei 16.2 usor se poate demonstra astfel de proprietiti ale

produsului scalar.
Pentru oricare vectori a, b, c¢ si a oricdrui numdr k se indeplinesc

cosé(g, Z) =

se,cd cosZ (;, 5) Folosind teorema 16.2 si formula aflirii modu-

egalititile:

1) @ +b =b -a — proprietatea distributivi;

2) (kE) b=k (E . 5) — proprietatea comutativi,

3) (E + E) .c=a-c+b-c — proprietatea asociativi.

Pentru demonstrarea acestor proprietiti este suficient de exprimat prin
coordonatele vectorilor produsele scalare, scrise in pirtile dreapta si stinga ale
egalititii, si de le comparat. Executati acesta singuri.

Acest proprietiti impreund cu proprietitile adunirii vectorilor, si inmultirii
vectorului la un numair oferd posibilitatea de a transforma expresiile, care

contin produsul scalar al vectorilor, analogic, cum noi transformam expresiile
algebrice.

De exemplu, (5+B)2 =(5+5)-(5+5)=(E+5)-E+(E+5)-5=
—a +b-a+a-b+b =a +2a4-b+b .

Problema 1. Cu ajutorul vectorilor demonstrati, cd
_ diagonalele rombului sunt perpendiculare.

y Rezolvare. In figura 16.5 este prezentat rombul ABCD.
4 ¢ Fie AB=a, AD=b. Evident, ci | a | = | b | Dupi regula
b paralelogramului avem: AC = @ +b si BD = —a +b. De aici
b AC-BD=(a +b)-(-a +b)=b"-a" =[5 [ -|a [ =o0.
Fig. 16.5 Deci, AC L BD. 4
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Problema 2. Este cunoscut, ci | a | =3, |b | =1, L(;, I;) =120°. Aflati
|24 -30 |.
Rezolvare Deoarece pitratul scalar al vectorului este egal cu pitratul

— — |12 — —\2
modulului lui, atunci | 2a - 3b | = (Za —Sb) . De aici

|20 -85 | =\(2a -35) = 4a" 124 -5+ 95" -
Ja|a[ -12|a ||F |cos £(@.5)+ 9|5 [ =36 +18+9 =63 =37,
Raspuns: 37. <«

Problema 3.1In triunghiul #/BC este cunoscut,ciAB =4 cm,BC= =6 J3
cm, ZABC = 30°. Aflati mediana BM.

Rezolvare. Folosind problema cheie nr. 2 din punctul 15, scriem:

BM = %(ﬂ + B—C) (fig. 16.6). De aici

BM' - (BA+Bc) - B
- 2(B4" +2B4 - BC+ BC') -
4 Y
:l(|a|2+2|ﬂ||B—C|-cos4ABC+|B—C|2):
4 M
=i(16+48\/§-§+108j=49. »
Deci, BM? = 49; BM = 7 cm. Fig. 16.6
Riaispuns: 7 cm. 4
") I
°

1. Descrieti, cum se poate construi unghiul, marimea cdruia este egala unghiului
intre doi vectori nenuli si ne coorientati.
. Cu ce este egal unghiul intre doi vectori coorientati?

. Cu ce este egal unghiul intre vectorii @ si b, dacd macar unul din ei este nul?
. Cum se inseamna unghiul intre vectorii @ si b?
. Tn ce limite se afld unghiul intre oricare doi vectori a si b?

. Care vectori se numesc perpendiculari?
. Ce se numeste produsul scalar a doi vectori?
. Ce se numeste patratul scalar al vectorului?

O NGO U1 A W N
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9. Cu ce este egal pastratul scalar al vectorului?
10. Formulati conditia perpendicularitatii a doi vectori nenuli.
11. Cereiese din egalitatea a-b= 0, daca alo si b T0?
12. Cum de aflati produsul scalar al vectorilor, dacd sunt cunoscute coordonatele lor?
13. Cum de gdsit cosinusul unghiului intre doi vectori nenuli, dacd sunt cunoscute
coordonatele lor?
14. Scrieti proprietatile produsului scalar al vectorilor.

» INSARCINARI PRACTICE I

16.1.° Construiti unghiul, mirimea ciruia este egal unghiului intre vectorii a@
si b (fig.16.7).
16.2.° Construiti unghiul, marimea ciruia este egal unghiului intre vectorii m

si n (fig. 16.8).

,‘7/ 7'(_ A 7
b i

Fig. 16.7 Fig. 16.8 Fig. 16.9

IS

16.3.° In figura 16.9. este reprezentat vectorul @ (lungimea laturii unui pitritel
este egal cu 0,5 cm). Depuneti de la punctul 4 vectorul b astfel, cd
| b | =3 cmsi 4(5, 17) =120°. Cite solutii are problema?

e
W EXERCITII I

16.4.° In figura 16.10 este reprezentat triunghiul

echilateral 4ABC, medianele AM si BK ale ciruia B
se intersecteazi in punctul /. Aflati unghiul intre
vectorii:
. . M
1) BA si BC; 5) AB si BK;
2) BA si ACG; 6) AM si BK; M .
3) BC si AM; 7) CF si AB. K
4) AB si AM; Fig. 16.10
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B C

A D

Fig. 16.11 Fig. 16.12

16.5.° In figura 16.11 este prezentat pitatul ZBCD, diagonalele ciruia se in-
tersecteazi in punctul O. Gisiti unghiul intre vectorii:

1) AB si DA4; 3) AB si CA; 5) BO si CD.
2) AB si AC; 4) DB si CB;

16.6.° Aflati produsul scalar al vectorilor a si b, daci:

1 |d|=2 |v]|=5 <(a,b)=60
2)|al=3 |bv|=2+2, 2(a,b)=135%
3) |a|=4, |b]=1, 2(a,b)=0%
4)|E|=%, b|=6, 2(a,b)=180°
5)|a]=0,3, |5]|=0, 2(a,b)=187.

16.7.° Aflati produsul scalar al vectorilor m si n, daci:
1) | m|=72, |n|=4, 2(m, n)=45°
2) | m|=8, |n|=+3, 2£(m,n)=150°
16.8.° Aflati produsul scalar al vectorilor @ si b, daci:
1) a(2-1), b(;-3); 3) a(l; -4), b(8;2).
2) a(-51), b7y

16.9.° Aflati produsul scalar al vectorilor m si n, daci:

1) m(8; -2), n(1; 0); 2) ﬁ(g; —1), n(6; 9).

16.10.° In figura 16.12 este reprezentat rombul ABCD, in care AB = 6,
ZABC =120°. Aflati produsul scalar al vectorilor:

I)TB§iE; 3)E§1FC; 5)@?1?& 7)ﬁ§iﬁ.
2)TB§1 CB; 4)FC§i DA; 6)ﬁ§i DC;
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16.11.° In triunghiul #ABC este cunoscut, ci ZC = 90°, £4 = 30°, CB = 2. Aflati
produsul scalar al vectorilor:
1) AC si BC; 2) AC si AB; 3) CB si BA.

16.12.° Aflati lucrul fortei cu mirimea de 6 H pentru deplasare corpului la
distanta de 7 m, dacd unghiul intre directia actiunii fortei si deplasare este
egal cu 60°.

16.13.° Aflati cosinusul unghiului intre vectorii a ;-2 si b(2; -3).

O—w 16.14.° Ce semn are produsul scalar al vectorilor, daci unghiul intre ele

este:
1) ascutit; 2) obtuz?

O—w 16.15.° Se cunoaste, ci produsul scalar al vectorilor este:
1) numir pozitiv, 2) numir negativ.

Determinati tipul unghiul intre vectori.

16.16.° In triunghiul echilateral ABC, latura ciruia este egald cu 1, medianele
AA, si BB, se intersecteazd in punctul M. Calculati:

1) AA,-BB;; 2) BM-MA,.

16.17.* Punctul O — este centrul unui hexagon regulat /BCDEF, latura ciruia
este egald cu 1. Calculati:

1) BA-CD; 2) AD-CD; 3) AO - ED; 4) AC-CD.
16.18.° Pentru care valoare a lui x vectorii a (3; x) si b(1; 9) sunt perpendi-
culari?
16.19." Se stie, cd x # 0 si y # 0. Demonstrati, ci vectorii a (-x; y) si b (y; x)
sunt perpendiculari.

16.20.° Pentru care valoare a lui x vectorii a (2x; —3) si b (x; 6) sunt perpen-
diculari?

16.21.* Pentru care valoare a lui y produsul scalar al vectorilor a (4; y) si
b(3; -2) este egal cu 14?

16.22.° Pentru care valoare a lui x unghiul intre vectorii a (2; 5) si b(x; 4):
1) ascutit; 2) obtuz?

16.23. Aflati coordonatele vectorului b, coliniar vectorului a (3; —4), daci
a-b=-100.

16.24.° Se cunoaste, ci vectorii a si b sunt necoliniari si | a | = | b | #0.

Pentru care valori ale lui x vectorii @ + xb si @ —xb sunt perpendiculari?
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16.25.* Vectorii @ +b si @ —b sunt perpendiculari. Demonstrati, ci | a | =| b |

b |= 2\/5, 4(5, 5) =45°. Aflati produ-

16.26.° Este cunoscut, cd | a | =3,
sul scalar (2;1 - l;) - b

16.27. Aflati produsul scalar (E - 25) . (E + 75), daci

la|=|b]|=1, 2(a,b)=120°.

16.28." Se stie, ci | a|=+/3, |b|=1, £(a, b)=150°. Aflati |24 +5b |.

1629 Se stie,ci |m |=1, |n|=2, 2(m, n)=60°. Aflati |2m -3n |.

16.30.° Demonstrati, ca patrulaterul ABCD cu virfurile 4 (3; -2), B (4;0),
C(2;1) si D (1;-1) este dreptunghi.

16.31.° Demonstrati, ¢ patrulaterul ABCD cu virfurile 4 (-1; 4), B (-2; 5),
C (-1; 6) si D (0; 5) este pitrat.

16.32.* Aflati cosinusurile unghiurilor triunghiului cu varfurile 4 (1; 6), B (-2;
3)si C(2;-1).

16.33.° Aflati unghiurile triunghiului cu varfurile 4 (0; 6), B(4 J3; 6) si
c(343; 3).

16.34.° Demonstrati, ci pentru oricare doi vectori @ si b se indeplineste ine-
galitatea —| a | | b |<E-5<|E | | b |

16.35.* Determinati amplasarea reciproci a doi vectori nenuli a si b, daci:

Va-b=|d||b}; Da-b=-|dl|v]

16.36." Aflati unghiul intre vectorii m si n, daci

(m +3n)-(m -n)=-11, |m |=2, |n|=3.

16.37." Aflati unghiul intre vectorii @ si b, daci (E+ 5)(5 + 25) =

2

N |

la|=]p|=1.
16.38. In triunghiul 4BC'se stie,ci ZC=90°,4C=1, BC = J2. Demonstrati,
cd medianele lui 4K si CM sunt perpendiculare.

16.39.” In patrulaterul /BCD diagonalele 4C si BD sunt perpendiculare si se
intersecteazi in punctul O. Se stie,ci OB= OC=1,04 =2, 0D = 3. Aflati
unghiul intre dreptele 4B si DC.
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16.40." In triunghiul /BC s-a dus mediana BD. Este cunoscut, ci ZDBC = 90°,

V3

BD = TAB Aflati unghiul 4BD.
16.41. Pe laturile 4B si BC ale triunghiul 4BC din partea exterioard s-au con-

struit patratele ABMN si BCKF. Demonstrati, cd mediana BD a triunghiu-
lui ABC este perpendiculari dreptei MF.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

16.42. Punctul M este mijlocul diagonalei 4C a patru- B
laterului convex ABCD (fig. 16.13). Demonstrati,
ci patrulaterele ABMD si CBMD sunt de diferitd /\
mirime. A M c
16.43. Perpendiculara coboratd din punctul de \/
intersectie ale diagonalelor rombului, imparte D
latura lui in segmentele, unul din care este cu 7 cm
mai mare ca altul. Aflati perimetrul rombului, dacd Fig. 16.13

inaltimea lui este egald cu 24 cm.

16.44. Pe iniltimea triunghiului regulat cu latura de 6 /3 cm ca pe diametru

este construiti o circumferintd. Aflati lungimea arcului acestei circumferinte,
care este amplasat in afara triunghiului.
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iINSARCINARA NR. 4“CONTROLEAZA-TE”iN FORMA TEST

1. Care din mirimile prezentate este vector?
A) Masa; C) viteza;
B) volumul; D) timpul.

2. Cu ce este egal modulul vectorului, originea si extremitatea ciruia coincid?
A)1; C) 5;
B) -1; D) o.

3. Se di paralelogramul /BCD. Care din egalititile date este corectd?
A) AB=DC; C) BC = DA;
B) AB=CD; D) AC=BD.

4. Se cunoaste,ci AM = MB. Care din afirmatiile date este corecta?
A) Punctul B — mijlocul segmentului 40,
B) punctul 4 — mijlocul segmentului MB;

C) punctul M — mijlocul segmentului 4B;
D) punctul M - C) varful triunghiului isoscel AMB.

5. Sunt date punctele 4 (=3; 4) si B (1; =8). Punctul M — mijlocul segmentului
AB. Aflati coordonatele vectorului AM.

A) (2;-6); C) (=2;-6);
B) (-2;6); D) (6;-2).
6. Pentru care valori x vectorii a (x; 2) si b (—4; 8) sunt coliniari?
A)-1; QC) 0
1
B) 1; D) —-.
gt )2
7. Care din egalititile date este corectd?
A) AB+ BC = CA;
B) AB+ BC = AD + DC;
C) AB- AC = BG;
D) AB+ BC+CD = DA.
8. Este dat vectorul a (\/§, —2). care din vectori este egal cu vectorul /3a ?
A) m (; -243); C) p(3;-2)
B) n (-3; -2+/3); D) ¢ (3 -2+3).
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9. Punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului ZBC. Care din egalititile
date este corecta?

A) AM = AB + AC;

B)AJ—V[:A—B+%A—C;
- 11— 1—

C) AM=§AB+EAC;

1

D) AM = 14B-14c.
2 2
10. Aflati produsul scalar al vectorilor a (2 -3) si b (3 -2).
A)12; C)0;
B) -12; D) 6.
11. Pentru care valoare x vectorii a (2x; —3) si b (1; 4) sunt perpendiculari?
A) -6; C) 12
B) 3; D) 6.
12. Aflati cosinusul unghiului intre vectorii @ (5; —12) si b (=3; 4).
A) %, o) -,
65 65
65 1
B) —; D) -
) 63 ) 2
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 4 i
@
Vectorul

Daci este indicat, care punct este originea segmentului si care punct — extre-
mitatea lui, atunci astfel de segment se numeste segment orientat sau vector.

Vectori coliniari

Vectorii nenuli se numesc colineari daci ei se afli pe drepte paralele sau pe
o dreaptd. Vectorul nul este considerat coliniar oricirui vector.

Vectori egali

Vectorii nenuli se numesc egali, daci modulele lor sunt egale si ei sunt
coorientati. Oricare doi vectori nuli sunt egali. Vectorii egali au coordonate
corespunzitoare egale. Dacd coordonatele corespunzitoare ale vectorilor
sunt egale, atunci si vectorii sunt egali.

Coordonatele vectorului
Daci punctele 4 (x;; y,) si B (x,; y,) corespunzitor sunt originea si extremi-
tatea vectorului @, atunci numerele x,— x; si y,— y, sunt egale corespunzi-

tor primei si a doua coordonate ale vectorului a.

Modulul vectorului

Daci vectorul @ are coordonatele (a;; a,), atunci | a | =\al +ad}.

Regulile adunarii a doi vectori
Regula triunghiurilor

Depunem de la un punct arbitrar 4 vectorul
AB, egal cu vectorul a, mai departe de la

punctul B depunem vectorul BC, egal cu vec- y

torul b. Vectorul AC este suma vectorilor a T A

si b.

Pentru oricare trei puncte 4, Bsi C'se indeplineste C
B

egalitatea AB+ BC = AC.
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Regula paralelogramului
B T’ Deme:m de la un punct arEitrarA vecto-
a rul AB, egal vectorului a, si vectorul
¢ AD, egal vectorului b. Construim para-
lelogramul ABCD. Atunci vectorul AC
A D este suma vectorilor a si b.

Coordonatele sumei vectorilor

Daci coordonatele vectorilor @ si b corespunzitor sunt egale cu (ay; a,)

si (43; by), atunci coordonatele vectorului @ +b sunt egale cu (a, + by; a,+ by).

Proprietatile adunarii vectorilor

Pentru oricare vectori a, b si c se indeplinesc egalititile:
1) a+0=a;
2) a +b =b +a -5) proprietatea comutativi;

3) ((; + l;) tc=a+ (5 + E) — 6) proprietatea asociativi.

Diferenta vectorilor

Diferenta vectorilor @ si b se numeste un astfel de vector ¢, suma ciru-
ia cu vectorul b este egal cu vectorul a.

Pentru oricare trei puncte O, 4 si B se indeplineste egalitatea OA - OB = BA.

Coordonatele diferentei vectorilor
Daci coordonatele vectorilor @ si b corespunzitor sunt egale cu (a;; a,)
si (45; b,), atunci coordonatele vectorului @ —b sunt egale cu (a,— &y; a,— by).
Vectori opus orientati

Doi vectori nenuli se numesc opusi, daci modulele lor sunt egale si vectorii
sunt opus orientati.
Pentru oricare punte A4 si B se indeplineste egalitatea AB = —BA.
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Inmultirea vectorului cu un numir

Produsul vectorului nenul @ a numdirului 4, diferit de zero, se numeste un
astfel de vector b, ci:

|6 ]=|kl|a

.

2

2) daci %> 0,atunci b TT a; daci £ <0, atunci b Tl a.

Daci a =0 sau £=0, atunci se considerd, ci ka =0.

Daci vectorul a are coordonatele (4,5 a,), atunci vectorul ka are coordo-
natele (%a; ka,).

Proprietitile vectorilor coliniari
Daci vectorii a si b sunt coliniari si totodatd a T 0, atunci existi asa un

numir 4, ¢ci b =ka.

Daci vectorii @ (a,; a,)si b (b3 b,) sunt coliniari si totodata @ T 0, atunci

existd un astfel de numar £, ci &, = 4a, si b, = ka,.

Proprietatile inmultirii vectorului cu un numar
Pentru oricare numere £, 7 si oricare vectori a , b se indeplinesc egalititile:
1) (km) a=k (mg) — proprietatea asociativi,
2) (k+m)a =ka +ma - prima proprietate distributivi;

3) k (E + 5) = ka + kb — a doua proprietate distributivi.

Produsul scalar al vectorilor
Produs scalar a doi vectori se numeste produsul modulelor lor si a cosinusului
unghiului intre ei:
E-E:|E | |I§ |c0s4(3, 17).
Produsul scalar al vectorilor a (a,; a,) si b (b; b,) poate fi calculat dupi

formula @ b = a,b, + a,b,.
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Proprietatile produsul scalar

Pentru oricare vectori @, b, ¢ si a oricdrui numdr £ se indeplinesc
egalititile:

)a-b=b-a - proprietatea comutativa,

2) (kg) b=k (E . I;) — proprietatea asociativi;

3) (g + I;) -c=a-c+b-c - proprietatea distributiva.

Conditia de perpendicularitate a doi vectori

Produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero atunci si numai atunci,
cand acesti vectori sunt perpendiculari.

Cosinusul unghiului dintre doi vectori

Cosinusul unghiului intre vectorii nenuli a (a,; a,) si b (b;; b,) se poate
calcula conform formulei
apb, +ayb,

J&+a -2+t

cos L(E, 5) =
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TRANSFORMARI S K
GEOMETRICE . .

In acest paragraf veti afla, ce sunt transformarile figurii. Veti face
cunostinta cu tipurile de transformadri, precum deplasarea paralela,
simetria centrala, simetria axiald, rotatia, omotetia, asemanarea.

O sd vainvatati a aplica proprietatile transformadrilor in timpul rezol-
varii problemelor si demonstrarii teoremelor.

17. Miscarea (deplasarea) figurii.
Deplasarea paralela

Exemplul 1. In figura 17.1 este prezentat segmentul 4B, dreapta a si
punctul O, care nu apartine nici dreptei a nici dreptei 4B. Fiecirui punct X
al segmentului 4B asociem in corespondentd punctul X al dreptei « astfel, ca
punctele O, X si X, si se afle pe o dreaptd. Punctului 4 ii va fi corespondent
punctul 4, punctului B — punctul B;. Este clar, ci toate aceste puncte X, creeazi
segmentul 4, B,.

Fig. 17.1

Noi am indicat regula, cu ajutorul cireia fiecirui punct X al segmentului
AB este aplicat in corespondentd un singur punct X; al segmentului 4,B,. In
acest caz se spune, c¢i segmentul 4, B, este obtinut in rezultatul transformarii
segmentului 4B.
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Exemplul 2.1n figura 17.2 este prezentati semicircumferinta 4B si dreapta
a paraleld diametrului 4B. Fiecirui punct X al semicircumferintei asociem punc-
tul X, pe dreapta a asa ca dreapta XX, sa fie perpendiculard pani la dreapta a.
Clar, ci toate aceste puncte X, formeazi segmentul 4, B;. In acest caz se spune,
ci segmentul 4, B, este obtinut in rezultatul transformirii semicircumferintei 4B.

A B

X
N | T

Fig. 17.2 Fig. 17.3

Exemplul 3. Fie ci este data figura F'si vectorul @ (fig. 17.3). Fiecirui
punct X al figurii / asociem in corespondentd un astfel de punct X, ci
XX, = a. In urma unei astfel de transformiri al figurii £ vom obtine figura

F, (fig. 17.3). Astfel de transformare al figurii 7 se numeste deplasare parale-
la cu vectorul a.

Si generalizim exemplele prezentate.

Fie este datd o figuri oarecare F. Fiecirui punct al figurii F s asociem in
corespondentd dupd o anumiti reguld un punct oarecare. Toate punctele obtinute
prin asociere creeazi figura F. Se pune, ci figura F; este obtinuti in rezultatul
transformarii figurii F. Totodati figura F, se numeste imaginea (transformata)
figurii F, iar figura I~ preimaginea figurii F,.

Astfel, in exemplul 1 segmentul 4, B, este imaginea segmentului 4B. Punc-
tul X, este imaginea punctului X. Segmentul 4B este preimaginea segmentului 4, B;.

Atragem atentia la faptul, ci in exemplul 3 figura F este egald imaginii sale
F\. Transformirile descrise in exemplele 1 si 2, astfel de proprietate nu poseda.

Ce proprietiti trebuie si posede transformarea, ca imaginea si preimaginea
si fie figuri egale? Se dovedeste, ci este suficient doar de o singuri proprietate:
transformarea trebuie s pastreze distanta dintre puncte, adicd daci 4 si B sunt
puncte arbitrare ale fisurii F, iar punctele 4, si B, — sunt imaginile lor, atunci
trebuie si se satisfaci egalitatea 4B = A4, B,.

D efinitie. Transformarea figurii F, care pastreaza distanta intre puncte,
se numeste miscare (deplasare)afigurii F.
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Daci fiecirui punct X al figurii Feste pus in corespondenti acelasi punct X,
atunci astfel de transformare a figurii /'se numeste identica. La transformarea
identicd imaginea furii F este insesi figura F. Clar, ci transformarea identicd
este miscare.

Dacd transformarea este miscare, atunci:

* imaginea dreptei este dreapti;

* imaginea segmentului este segment, egal celui dat;

* imaginea unghiului este unghi, egal celui dat;

* imaginea triunghiului este triunghi, egal celui dat.

Demonstrarea acestor proprietiti ies din limitele ce se cerceteazi in cursul
dat de geometrie.

Definitie. Doua figuri sunt e gale, daca daca exista miscarea, in urma
careia o figura este imaginea altei figuri.

Scrierea /= F| inseamni, ci figurile F'si ) sunt egale.

Daci existd o astfel de miscare, la care figura F; este imaginea figurii 7,
atunci obligat existd miscarea, in urma cireia figura F este imaginea figurii /.
Astfel de misciri se numesc reciproc inverse.

Atragem, atentia. Inainte noi numeam figuri asemenea astfel de figuri,
care nu se schimbau la suprapunere. Termenul “suprapunere”intuitiv este inteles,
si in imaginatia noastrd, era legat cu suprapunerea corpurilor reale. Dar figurile
geometrice nu se pot suprapune in sensul direct al acestui cuvint. Acum su-
prapunerea figurii / pe figura F| se poate constata ca miscarea figurii /4, la care
imaginea ei este figura F;.

Termenul “miscare” de-asemeni se asociazd cu o anumitd actiune fizici:
modificarea locatiei corpului fird deformatii. Anume cu aceasta este legata
aparitia acestui termen in matematicd. Cu toate acestea in geometrie obiectul
cercetdrii nu este procesul, care se petrece in timp, ci doar proprietitile figurii
si a imaginii ei.

Aceea, ci figurile F'si F; reprezentate in fig. 17.3 sunt egale, este clar din
perceptia intuitivd. Confirmarea strictd a acestui fapt o di astfel de teorema.
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Teorema 17.1 (proprietatea translarii paralele). Deplasarea
(translatia) paraleld este miscare.

Demonstratie.® Fie A (xy; y;) si B (x,; y,) — sunt puncte arbitrare ale figurii
F (fig. 17.4), punctele 4, si B, — imaginile lor corespunzitoare la translatia

paraleld cu vectorul a (m; n). Si demon-
stram, cd AB = A,B,.

Avem: AA, = BB, =a. Vectorii AA, si
ﬁ?: au coordonatele (72 7). Deci, coordonate

ale punctelor 4, si B, sunt corespunzitor pere-
chile de numere (x; + 725 y, + 7) si (x, + m; y, + n).
S4 gisim distanta intre punctele A4 si B:

Fig. 17.4 AB = \/(xz —x) + (Y —y)
Si gisim distanta intre punctele 4, si B;:

2 2 2 2
A B, =\/(3c2 +m-x,-m) +(y,+n-y, —n) =\/(x2 -x) +(y,—y,)".
Deci, noi am aritat, ci 4B = 4, B;,adici translarea paraleld pastreazi distanta
intre puncte. <

Consecinta. Dacdfigura I, — este imaginea figurii F la translatia paraleld,
atunci I, = F.
Aceastd proprietate se foloseste la crearea desenelor pe materiale, tapete,

acoperirea podelelor etc. (fig. 17.5).

B

SRARARARARADA

A e e e

N

Fig. 17.5

Daci figura F; este imaginea figurii F'la trans-
larea paraleld cu vectorul a, atunci figura F este
imaginea figurii F la translarea paraleli cu vecto-
rul —a (fig. 17.6). Translarea paraleld cu vectorul F -a

a si —a sunt miscdri reciproc inverse. .
Fig. 17.6
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O—w Problema 1. Fiecirui punct X (x; y) al figurii F se aplicd in
corespondentd punctul X; (x + m; y + n), unde 7 si n — numere date.
Demonstrati, ci astfel de transformare a figurii /* este deplasare paraleld cu

vectorul a (m; n).
Rezolvare. Si constatim vectorul a (m; n). Mentionam, ci coordonate-
le vectorului XX, sunt egale (m; n), adici XX, =a. Deci, transformarea

descrisd a figurii F este o translatie paraleli cu vectorul a. <

Problema 2. Punctul 4, (-2; 3) este imaginea punctului 4 (-1; 2) la trans-
larea paraleld cu vectorul a. Aflati coordonatele vectorului a si coordonatele
imaginii punctului B (-7; -3).

Rezolvare. Din conditie reiese, cd E =a. Deaici a (-1; 1).

Fie B, (x; y) — este imaginea punctului B (-7; =3). Atunci BB, = a, adici
x+7=-1siy+3=1.Deaicix=-8,y=-2.

Raspuns: a (-1;1), B,(-8;-2). <

Problema 3. Se di unghiul ABC si dreapta p, neparaleld nici unei laturi
ale acestui unghi (fig. 17.7). Construiti dreapta p,, paraleli dreptei p, astfel, ca

laturile unghiului si taie pe ea un segment cu lungimea dati a.

a A
r——
B
\ ¢
Fig. 17.7 Fig. 17.8

Rexolvare. Siconsiderim vectorul MN astfel,ci MN || D si | MN | =a
(fig. 17.8). Construim semidreapta B4, care este imaginea semidreptei B4
la translatia paraleld cu vectorul MN. Insemnim punctul intersectiei se-
midreaptelor BC si B4, cu litera E. Fie F preimaginea punctului £ la
translatia paralel, ce se consideri. Atunci FE = MN, adici | FE | =a si

FE| p.
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Rationamentele prezentate ne insufli astfel de algoritm de constructie:

1) de gasit imaginea semidreaptei BA la deplasarea paraleld cu vectorul
MN;

2) de notat punctul de intersectie al semidreptei BC cu imaginea construit;

3) prin punctul gisit de dus dreapta p,, paraleli dreptei p. Dreapta p, va fi

cea ciutati. <

‘v

. Descrieti ce este transformarea figurii.

. Dati exemple de transformare ale figurilor. -

. Descrieti deplasarea figurii F, care se numeste deplasare paralela cu vectorul a .

. In care caz figura F, se numeste imaginea figurii F, iar figura F'- preimaginea
figurii F,?

H WN =

5. Care transformare a figurii se numeste miscare?

6. Care transformare a figurii se numeste identica?

7. Formulati proprietatile miscarii.

8. Care doua figuri se numesc egale?

9. Descrieti miscdrile care se numesc reciproc inverse.
10. Formulati proprietatea translarii paralele. _ .
11. Ce miscari sunt translatiile paralele cu vectorii a si —a?

y—\ INSARCINARI PRACTICE I

17.1.° In figura 17.9. este reprezentat unghiul 4OB si dreapta p, neparaleld
laturilor lui. Fiecdrui punct X al laturii OA este aplicat in corespondentd un
astfel de punct X; al laturii OB, ci XX, || p (punctului O ii este asociat in
corespondenti punctul O). Construiti imaginea punctului M si preimaginea

punctului K pentru transformarea datd a semidreptei O4. Care figuri este
imaginea semidreptei OA?

A B
> /E/.
A
(0
K B
a
p F
Fig.17.9 Fig. 17.10
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17.2.° In figura 17.10 este reprezentat segmentul 4B si dreapta a. Fiecirui
punct X al segmentului 4B este aplicat in corespondentd baza perpendicu-
larei, coborate din punctul X pe dreapta a. Construiti imaginea punctului
E si preimaginea punctului  pentru transformarea dati a segmentului 4B.
Existd oare puncte ale dreptei a, care nu au preimagine? Construiti imaginea
segmentului 4B.

17.3.° Construiti imaginile segmentului 4B si a semidreptei OM pentru
translatia paraleld cu vectorul a (fig.17.11).

B —
// - a al
A a —
Mo
Fig. 17.11 Fig. 17.12 Fig. 17.13

17.4.° In figura 17.12. dreapta a este imaginea unei oarecare drepte la deplasa-
rea paraleld cu vectorul m. Construiti imaginea dreptei a.

17.5.° Circumferinta cu centrul O, este imaginea circumferintei cu centrul O
la translatia paraleld cu vectorul a (fig. 17.13). Depuneti vectorul a de la

punctul M.

17.6." Construiti imaginea parabolei y = »* la translatia paraleli cu vectorul: 1)
a (05 2); 2) b(-1;0); 3) c(-1;2). Scrieti ecuatiile imaginii parabolei
y = «* pentru translatia paraleld dati.

17.7.* Construiti imaginea circumferintei x> + y* = 4 pentru translatia paraleli
cuvectorul: 1) a (2 0); 2) b (0; -1); 3) ¢ (2; -1). Scrieti ecuatia imagi-
nii circumferintei x> + y* = 4 pentru deplasarea
paraleld data. A o, B

17.8.* Dreapta a este tangenti la semicircumferinta
AB cu centrul O (fig. 17.14). Stabiliti o trans-
formare oarecare, pentru care dreapta a este
imaginea semicircumferintei 4B cu punctele
A si B “scoase”. Fig. 17.14
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Fig. 17.15 Fig. 17.16

17.9.* Executati o transformare oarecare, pentru care segmentul CD este ima-
ginea segmentul 4B (fig. 17.15).

EXERCITII I

17.10.° S4 cercetim circumferinta cu raza r si centrul O. Fiecirui punct X al
circumferintei asociem in corespondenti punctul X;, care apartine razei OX,

1 . . . S
astfel, ci OX, = 2 Care figuri este imaginea circumferintei date? Este

oare miscare transformarea dati?

17.11.° Se dd unghiul A4OB (fig. 17.16), fiecirui punct X al laturii O4 aplicim in
corespondentd punctul X, care apartine laturii OB si se afld pe circumferinta
cu raza OXsi centrul O (punctului O asociem in corespondenti punctul O).
Ce figuri este imaginea laturii O4? Demonstrati ¢ transformarea dati este
miscare.

17.12.° Se di unghiul MON. Fiecirui punct X al laturii OM asociem in
corespondenti un astfel de punct X; al laturii ON, ci dreapta XX, este
perpendicularid la bisectoarea unghiului MON (punctului O aplicim in
corespondentd punctul O). Demonstrati, cd transformarea descrisd este
miscare.

17.13.° Este dati dreapta a si si segmentul 4B, care nu are cu ea puncte comune.
Fiecdrui punct X al segmentului 4B asociem in corespondenti baza perpen-
dicularei, coborite din punctul X pe dreapta a. Pentru care amplasare reci-
proci a dreptei a si a segmentului 4B transformarea descrisd este muscare?

17.14.° Punctele 4, si B, nu apartin dreptei 4B si si sunt imaginile punctelor
A si B corespunzitor la translatia paraleld a dreptei 4B. Demonstrati, cd
patrulaterul 44, B, B este paralelogram.

17.15.° Punctele A4, si B, sunt imaginile punctelor 4 si B corespunzitor la
translatia paraleld a dreptei 4B. Aflati segmentul 4,B,, daci 4B =5 cm.
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17.16.° Vectorul m este paralel dreptei a. Ce figuri este imaginea dreptei a la
deplasarea paraleli a ei cu vectorul m?

17.17.° Se di paralelogramul ABCD. Care vector va stabili deplasarea paraleli,
pentru care latura 4D va fi imaginea laturii BC?

17.18.° Existd oare translatie paraleld a triunghiului echilateral 4BC, pentru
care latura 4B este imaginea laturii BC?

17.19.° Gisiti punctele, care sunt imaginile punctelor 4 (-2; 3) si B (1; —4) la
translatie paraleld cu vectorul a (-1; -3).

17.20.° Existd oare deplasare paraleld, pentru care imaginea punctului A4 (1; 3)
este punctul 4, (4; 0), iar imaginea punctului B (-2; 1) — punctul B, (1; 4)?

17.21.° La deplasare paraleli cu vectorul a (2 -1 imaginea punctului A este
punctul 4, (=3; 4). Aflati coordonatele punctului 4.

17.22.° Punctul M, (x; 2) este imaginea punctului M (3; y) la translatia pa-
raleld, pentru care punctul 4 (2; 3) este imaginea originii coordonatelor.
Gisiti x si y.

17.23.7 Cate deplasiri paralele a dreptei @ existd, pentru care imaginea ei este

dreapta a?

17.24. Si cercetim figura ce este alcituitd din toate punctele, care apartin
laturilor triunghiului. Descrieti o deplasare oarecare a acestei figuri, pentru
care imaginea ei este circumferinta.

17.25.° S examindm figura ce este alcituitd din toate punctele, care apartin
laturilor dreptunghiului. Descrieti o deplasare oarecare a acestei figuri,
pentru care imaginea ei este figura, care se alcituieste din toate punctele
laturilor rombului.

17.26.° Se cunoaste, ci la transformarea figurii /' imaginea ei este aceiasi figurd
F. Se poate oare afirma, cd aceastd transformare este identica?

17.27.* Se dau punctele 4 (3;-2) si B (5;—4). La translarea paraleld a segmentului
AB imaginea mijlocului ei este punctul M, (—4; 3). Gisiti imaginile punctelor
A si Bla o astfel de deplasare paraleli.

17.28.° Trei puncte 4 (1; 3), B (2; 6), C (-3; 1) sunt varfurile paralelogramului
ABCD. La translatia paraleld a paralelogramului /BCD imaginea punctului
intersectiei diagonalelor lui este punctul O, (=2; —4). Gisiti imaginile punc-
telor 4, B, Csi D pentru o astfel de deplasare paralela.

17.29.° Gisiti ecuatia circumferintei, care este imaginea circumferintei x* + y* = 1
pentru deplasare paraleld cu vectorul a (-3; 4).
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17.30.* Gisiti ecuatia parabolei, care este imaginea parabolei y = x* la translatia
paraleld cu vectorul a (2; —3).

17.31.> Construiti un trapez conform bazelor si diagonalelor.
17.32.** Construiti un trapez conform a patru laturi.

17.33."* Construiti un segment, egal si paralel segmentului 4B dat, astfel ca un
capit al lui sd apartini dreptei date, iar altul — circumferintei date.

17.34.* Construiti coarda circumferintei date, care este egald si paraleld seg-
mentului dat 4B.

17.35." Construiti patrulaterul, la care laturile opuse sunt in perechi neparalele,
conform a patru unghiuri si a doud laturi opuse.

17.36." In care loc este necesar de construit A

podul MN peste raul, care imparte doud M
localititi punctele A si B (fig. 17.17), ca calea
AMNB si fie cea mai scurtd (malurile rAului
admitem ci sunt paralele, podul perpendi- N

cular pe malurile raului)?

Fig. 17.17

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

17.37. Prin varful fiecirui unghi al triunghiului este dusd o dreapti, paraleld
laturii opuse. Cu ce este egal perimetrul triunghiului, care este format in
urma aceastd, daci perimetrul triunghiului dat este egal cu 18 cm?

17.38. Demonstrati c¢i patrulaterul cu varfurile 4 (-3; —4), B (0; 3), C (7; 6)
si D (4; —1) este romb, si gisiti aria lui.
17.39.1n trapezul dreptunghic este inscrisi o circumferinti. Punctul de tangenti

imparte latura laterald mai mare a trapezului in segmente de 4 cm si 25 cm.
Aflati aria trapezului.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

17.40. In mijlocul unui hexagon regulat cu latura de 1 m sunt amplasate 7
puncte. Demonstrati, ci printre ele se vor gisi 2 puncte, distanta dintre care
nu este mai mare de 1 m.
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18. Simetrie axiald 167

18. Simetrie axiala

Definitie.Punctele4sid, senumescsimetrice fatid de (in raport
cu) dreapta/, daci dreapta/este mediatoarea segmentului 44, (fig. 18.1).
Daca punctul 4 apartine dreptei/, atunci el este considerat simetric singur
lui fati de dreapta /.

b
N
b

KRF--------e

=3
=3
]Y

Fig. 18.1 Fig. 18.2 Fig. 18.3

De exemplu, punctele 4 si A4, 1a are ordonatele sunt egale, iar abscisele numere
opuse, sunt simetrice in raport cu axa ordonatelor (fig. 18.2).

S4 examindm figura F'si dreapta /. Fiecdrui punct X al figurii '1i aplicim
in corespondenti un punct X; simetric fati de dreapta /. In consecinta a astfel
de transformare a figurii F obtinem figura F (fig. 18.3). Astfel de transfor-
mare a figurii 7' se numeste simetrie axiala in raport cu dreapta /. Dreapta /
se numeste axa de simetrie. Se spune, ci figurile F'si F, sunt simetrice fata

de dreapta L.

Teorema 18.1 (proprietatea simetriei axiale). Simetria axiala
este miscare.

Demonstratie.© Alegem sistemul de coordonate astfel, ca axa de simetrie
si coincidd cu axa ordonatelor. Fie 4 (xy; ;) si B (xy; 3,) — sunt puncte arbitrare
ale figurii F. Atunci punctele 4, (—xy; y;) si B; (—x,; y,) — imaginile lor corespun-
zitoare pentru simetria axiald in raport cu axa ordonatelor. Avem:

AB = \/(xz _*’(:1)2 +(y2 _y1)2;

2 2 2 2
AB = \/(_xz —(x)) + (Y, —y) = \/(_xz +x,)" +(y, —y,)” = AB.
Noi am obtinut, ci 4B = 4, B,,adici simetria axiali pdstreaza distanta dintre
puncte. Deci, simetria axiald este miscare. «

Consecinta. Dacd figurile F si F, sunt simetrice fatd de o dreaptd, atunci
F=F,.

Definitie. Figurase numeste simetrica in raport cu dreaptal,
daca pentru fiecare punct al figurii date punctul, simetric fata de dreapta /,
de asemenea apartine acestei figuri.
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Dreapta / se numeste axa de simetrie. De asemenea se spune, ci figura are
axa de simetrie.

Aducem exemple de figuri, care au axd de simetrie.

In figura 18.4 este reprezentat triunghiul isoscel. Dreapta care contine
iniltimea lui, coborati la bazi, este axa de simetrie a triunghiului.

Orice unghi are axi de simetrie aceasta este dreapta, care contine bisectoarea
lui (fig. 18.5).

Triunghiul echilateral are trei axe de simetrie (fig. 18.6).

A = A&

Fig. 18.4 Fig. 18.5 Fig. 18.6 Fig. 18.7

Doui axe de simetrie are un segment, acestea-s mediatoarea si dreapta, care
contine acest segment (fig. 18.7).

Pitratul are patru axe de simetrie (fig. 18.8).

Existd figuri, care au nenumdrate axe de simetrie, de exemplu circumferinta.
Orice dreapti, ce trece prin centrul circumferintei, este axa de simetrie a ei
(fig. 18.9).

Nenumirate axe de simetrie are si dreapta: insesi dreapta si orice dreapti,
perpendicularid pe ea, sunt axele ei de simetrie.

Fig. 18.8 Fig. 18.9 Fig. 18.10

Problema 1. S-a desenat un triunghi ne isoscel ABC. S-a dus dreapta
/, care contine bisectoarea unghiului C. Apoi desenul l-au sters. Lisand doar
punctele A si B si dreapta /. Restabiliti triunghiul 4BC.

Rezolvare Deoarece dreapta / este axa de simetrie a unghiului /CB, atunci
punctul 4, — este imaginea punctului A la simetria fatd de dreapta / care apartine
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semidreptei CB. Atunci intersectia dreptelor /si B4, este varful Cal triunghiului
cautat 4ABC (fig. 18.10).

Aceste rationamente ne indicd cum s construim un triunghi ciutat. Con-
struim punctul 4, simetric punctului 4 in raport cu dreapta /. Aflim varful C
ca intersectie a dreptelor /si B4,. 4

Problema 2. Punctul O apartine unghiului ascutit #ABC (fig. 18.11). Pe
laturile B4 si BC ale unghiului gisiti astfel de puncte E si F, ca perimetrul
triunghiului OEF sa fie cel mai mic.

Fig. 18.11 Fig. 18.12

Rezolvare. Fie punctele O, si O,—imaginile punctului O pentru simetriile
fatd de dreptele B4 si BC corespunzitor (fig. 18.12), iar dreapta O, 0, intersec-
teazd laturile B4 si BC in punctele E si /' corespunzitor. Vom demonstra, ci
punctele £ si /' sunt cele ciutate.

Atragem atentia, ci segmentele £0; si EO sunt simetrice fatd de dreapta B4.
Deci, EO, = EO. Analogic FO = FO,. Atunci perimetrul triunghiului OEF este
egal cu lungimea segmentului O,0,.

Vom arita, ci triunghiul construit are cel mai mic perimetru din cele posi-
bile. Si examindm triunghiul KOM, unde punctele K'si M puncta arbitrare fati
de semidreptele B4 si BC, totodatd punctul K nu coincide cu punctul E sau
punctul M nu coincide cu punctul F. Este clar, ci KO = KO, si MO = MO,.
Atunci perimetrul triunghiului KOM este egal cu suma O,K + KM + MO,. Insi
O,K+KM+ MO, >0,0,. <

p -
(
Care puncte se numesc simetrice fata de dreapta /2 Cum se numeste dreapta /?

Care figuri se numesc simetrice in raport cu dreapta /2
Formulati proprietatile simetriei axiale.

Ce proprietati poseda figurile, simetrice fata de o dreapta?
Despre care figura se spune ca ea are axa de simetrie?
Dati exemple de figuri, care au axd de simetrie.

oOUnpwWN-=

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



170 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

= INSARCINARI PRACTICE I

18.1.° Construiti imaginile figurilor, prezentate in figura 18.13 la simetria

fatd de dreapta /.
\ |
o l
Fig. 18.13

18.2.° Schitati un triunghi. Construiti triunghiul, simetric lui fatd de dreapta,
care contine una din liniile lui medii.

18.3.° Punctele A4 si B sunt simetrice in raport cu dreapta /(fig. 18.14). Construiti

dreapta /.
iB
oK
ANOTIMPUL
Ao °C Ae PLOILOR
B l
Fig. 18.14 Fig. 18.15 Fig. 18.16 Fig. 18.17

18.4.° Duceti dreptele 4 si a,, care se intersecteazi. Construiti dreapta, fatd de
care dreapta a, va fi simetrici fatd de dreapta 4. Cite solutii are problema?

18.5.° Duceti dreptele paralele a si a;. Construiti dreapta, fatd de care dreapta
a, va fi simetricd fatd de dreapta a.

18.6." Construiti rombul /BCD dupi varfurile B si C si dreapta /, care contine
diagonala lui BD (fig. 18.15).

18.7.° Construiti un triunghi isoscel ABC dupi varful 4, punctul X, care apartine
laturii laterale BC, si dreapta, care contine iniltimea, coboratid la baza 4B

(fig. 18.16).
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18.8.° Studiati figura 18.17 printr-o eprubetd de
sticld, umplutd cu api. De ce unele litere in al
doilea cuvant sau dovedit a fi intoarse, iar in
primul — nu?

18.9.** Circumferintele cu centrele O, si O, au doud
puncte comune (fig. 18.19). Cu ajutorul doar a B

compasului construiti circumferintele, simetrice
celor date fata de dreapta 4B. Fig. 18.18

)
W EXERCITII "

18.10.° Dreapta / tece prin mijlocul segmentului 4B. Este oare obligat ca punc-
tele A4 si B si fie simetrice in raport cu dreapta /2

18.11.° Demonstrati, cd dreapta, care contine mediana triunghiului isoscel, dusi
la bazi, este axa de simetrie a lui.

18.12.° In figura 18.19 este prezentat triunghiul isoscel ABC si dreapta /, care
contine iniltimea lui, dusi la baza AC. Segmentele AM si CN — medianele
triunghiului. Indicati imaginea punctelor 4 si B, medianei CN si laturii AC
la simetria in raport cu dreapta /.

B

Fig. 18.19 Fig. 18.20

18.13.° Demonstrati, cd dreapta, care trece prin mijlocul bazelor trapezului
isoscel, este axa lui de simetrie.

18.14.° In figura 18.20 este reprezentat un trapez isoscel ABCD si dreapta /,
care trece prin mijlocul bazelor lui. Indicati imaginile punctelor B si D, a
diagonalelor AC si baze BC pentru simetria fatd de dreapta /.

18.15.° Demonstrati ci dreptele care contin diagonalele rombului, sunt axele
lui de simetrie.

18.16.° Demonstrati, cd dreptele, care trec prin mijlocurile laturilor opuse ale
dreptunghiului, sunt axele lui de simetrie.

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua
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18.17.° Punctele 4, si B, sunt corespunzitor imaginile punctelor A4 si B la simetria
axiald. Se cunoaste, ci 4B =5 cm. Aflati segmentul A4, B,.

18.18.° Demonstrati, ci dreapta, care contine bisectoarea unghiului este axa ei
de simetrie.

18.19.° Gisiti coordonatele punctelor simetrice punctelor 4 (-2; 1) si B (0; —4)
fatd de axele de coordonate.

18.20.° Punctele 4 (x; 3) si B (=2; y) sunt simetrice in raport cu:
1) axa absciselor;
2) axa ordonatelor.
Aflati x si y.
18.21." Imaginea dreptei « in simetria fatd de dreapta / este insesi dreapta a.
Care este amplasarea reciproci a dreptelor a si 72

18.22.° Demonstrati, cd triunghiul, care are axd de simetrie, este isoscel.

18.23.* Demonstrati, ci triunghiul, care are doud axe de simetrie, este echilateral.
Poate oare triunghiul si aibad exact doud axe de simetrie?

18.24.° Demonstrati, cd atunci cind paralelogramul are exact doud axe de si-
metrie, atunci el este sau dreptunghi, sau romb.

18.25.° Demonstrati, cd atunci cind patrulaterul are patru axe de simetrie,
atunci el este pitrat.

18.26.° Circumferintele cu centrele O; si O, se intersecteazi in punctele 4 si B.
Demonstrati, ci punctele 4 si B sun simetrice in raport cu dreapta O, O,.

18.27.° Punctul M apartine unghiului drept 4BC (fig. 18.21). Punctele M, si
M, — imaginile punctului M la simetria fatd de dreptele B4 si BC corespun-
zitor. Demonstrati, ci punctele M, B si M, se afld
pe o dreapti. A

18.28.* Aflati coordonatele punctelor simetrice puncte- o M
lor 4 (=2;0) si B (3;~1) fati de dreapta, care contine M,
bisectoarele: 1) primului si al treilea unghiuri ale
cadranelor de coordonate; 2) al doilea si al patrulea ]
cadrane de coordonate. B C

18.29." Punctele 4 (x; —1) si B (y; 2) sunt simetrice fatd
de dreapta, care contine bisectoarele primului si al
treilea unghi ale cadranelor de coordonate. Aflati
x §iy.

» M

2

Fig. 18.21
18.30."* Punctele 4 si B se afld in semiplanuri diferite 9

fatd de dreapta a. Pe dreapta a gisiti asa un punct
X, ca dreapta 4 si continid bisectoarea unghiului 4XB.
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18.31." Punctele 4 si B se afld intr-un plan fatd de dreapta a. Gisiti pe dreapta
a un astfel de punct X ca semidreptele XA si XB si creeze cu aceastd dreaptd
unghiuri egale.

18.32.** Punctele 4 si B se afld intr-un plan fatd de dreapta a. Gisiti pe dreapta
a un astfel de punct X, ca suma AX + XB si fie
cea mai micd. D

18.33." Construiti triunghiul #ABC dupi doui laturi ¢
AB si AC (AB < AC) si diferenta unghiurilor B
si C.

18.34." Punctele Csi D se afli intr-un plan fati de A X B
dreapta 4B (fig. 18.22). Pe dreapta 4B aflati un

astfel de punct X, ci ZAXC = %ADXB.

Fig. 18.22

18.35." Demonstrati ci aria patrulaterului convex ABCD nu este mai mare de
%(AB-CD+BC-AD).

18.36." Se di triunghiul ABC. Gisiti un punct, imaginea simetrici a ciruia
fatd de oricare laturd a triunghiului s se afle pe circumferinta, circumscrisd
acestui triunghi.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

18.37. Perimetrul patrulaterului ABCD este egal cu 48 cm, 4D = 7 cm. Pe care
laturd a paralelogramului o intersecteaza bisectoarea unghiului B? Gisiti
segmentele, pe care bisectoarea imparte latura paralelogramului.

18.38. Doui triunghiuri au cite doud laturi egale, iar suma unghiurilor intre
laturile corespunzitor egale este egald cu 180°. Demonstrati, ci triunghiurile
date sunt la fel de mari.

18.39. Se dau punctele 4 (5; 2), B (-7; 1) si C(1; =5), segmentul AM este me-
diana triunghiului ABC. Alcituiti ecuatia dreptei AM.

E@ PRIMA OLIMPIADA UCRAINEANA
= ATINERILOR MATEMATICIENI

Credem, ci problema 18.36 va plicut si voi ati simtit bucuria, rezolvand-o.
Aceastd problemi este demni de atentie pentru cd in 1961 ea a fost propusi
participantilor primei olimpiade Ucrainene a tinerilor matematicieni.

In genere olimpiadele de matematici in Ucraina au traditie veche. Prima
olimpiada ordseneasci a tinerilor matematicieni a avut loc in a 1935 in Kiev.
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De atunci au trecut peste 80 de ani, si pe parcursul timpului olimpiadele de

matematicd au devenit pentru multi elevi talentati primul pas pe calea creatiei

stiintifice. Azi astfel de nume, ca O. V. Pogorelov, S. G. Krein, M. O. Krasno-
selskii, V. G. Drinfeld, sunt cunoscute intregii lumi stiintifice. Ei toti in diferiti
ani au fost invingitori ale olimpiadelor de matematica in Ucraina.

Vrem cu plicere si recunoastem cd si acum olimpiadele de matematicd in
Ucraina sunt foarte populare. Zeci de mii de scolari al tirii noastre participi la
diferite etape ale acestei competitii de matematici. La organizarea si petrecerea
olimpiadelor sunt invitati cei mai buni savanti, metodisti, profesori. Anume
datoritd entuziasmului si profesionalismului lor comanda Ucrainei destoinic
reprezinti tara noastrd la olimpiadele internationale de matematica.

Vi stituim si pe voi, sd participati la olimpiadele de matematici. Mai jos v
prezentim unele probleme ale primei olimpiade Ucrainene a tinerilor matema-
ticieni. incerca”ti—vé puterile voastre.

1. Circumferinta, inscrisd in triunghiul 4BC, este tangentd la laturile lui in
punctele K, L, M. Fie punctele O;, O,, O; sunt centrele circumferintelor,
inscrise exterior in acelasi triunghi. De demonstrat, ci triunghiurile KM
si O,0,0; sunt asemenea.

2. In interiorul triunghiului, aria ciruia este egald cu 4 m2 sunt amplasate 7
dreptunghiuri, totodati aria fieciruia din ele este egald cu 1 m* De demon-
strat, ci cel putin doud dreptunghiuri au o parte comuni, aria cireia nu este

S |
mai mici de = m?.
7
3. Fie ci laturile unui patrulater sunt egale corespunzitor cu a, , ¢, d, iar aria

lui este egald cu S. De demonstrate, ci S < i (a+c)(d+d).

o
L)
Alexei Selim Mark Vladimir
Vasilievici Grigorievici Alexandrovici Gersunovici
Pogorelov Krein Krasnoselskii Drinfeld
(1919-2002) (1917 -1999) (1920-1997) (n. 1954)
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19. Simetrie centrala. Rotatie

Definitie.Punctele4sid, senumescsimetrice in raport cu (fata
de) punctul O, daca punctul O este mijlocul segmentului 44, (fig. 19.1).
Punctul O este considerat simetric singur lui.

YA
A
yo """"" |
A %o : -
! (0] Xy x
0 i
AT Y,
A, !
Fig. 19.1 Fig. 19.2 Fig. 19.3

De exemplu, punctele 4 si A4, la care abscisele, precum si ordonatele sunt
numere opuse, sunt simetrice fatd de originea de coordonate (fig. 19.2).

Sd examindm figura 7si punctul O. Fiecarui punct X al figurii /asociem in
corespondentd punctul X; simetric lui fatd de punctul O.In consecinta unei astfel
de transformari al figurii F obtinem figura F; (fig. 19.3). Astfel de transformare
a figurii /' se numeste simetrie centrald in raport cu punctul O. Punctul O se
numeste centru de simetrie. De-asemenea se spune, ci figurile F'si F, sunt
simetrice fata de punctul O.

Teorema 19.1 (proprietitile simetriei centrale). Simetria
centrald este miscare.

Demonstratie. © Alegem sistemul de coordonate astfel, ca centrul
de simetrie si coincidid cu originea de coordonate. Fie punctele 4 (x5 y,)
si B (xy; y,) — puncte arbitrare ale figurii . Punctele 4, (—x;; —y,) si By (=x,; —
y,) — sunt corespunzitor imaginile lor la simetria centrali fatd de originea de
coordonate. Avem:

AB = \/(x2 _x1)2 + (Y, _yl)z’

2 2 2 2
AB, = (%, - (=3))" + (-4, - (9,)) = (-, + 2,)" +(-y, +1,)’ = AB.
Noi am obtinut, ci 4B = A4,B;, adici simetria centrald pistreazi distanta
intre puncte. Deci, simetria centrald este miscare. <

Consecinta. Dacdﬁgurile F si F, sunt simetrice in raport cu un punct,
5 b 1
atunci, atunci F=F,.
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Definitie. Figurase numeste simetricd fata de punctul O, daca
pentru fiecare punct al figurii date punctul, simetric lui fata de punctul O,
de-semeni apartine acestei figuri.

Punctul O se numeste centru de simetrie al figurii.

A O B De-semeni se spune, ci figura are centru de simetrie.
Si prezentim exemple de figuri, care posedd centru
Fig. 19.4 de simetrie.
Centrul de simetrie al segmentului este mijlocul lui
(fig. 19.4).

Punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului este centrul lui de

simetrie(fig. 19.5).

3 x <\
4 X, P A ZA\

Fig. 19.5 Fig. 19.6

Existd figuri ce au nenumirate puncte de simetrie. De exemplu. Fiecare
punct al dreptei este centrul ei de simetrie.

De asemenea nenumirate puncte de simetrie are figura, care se alcituieste
din doui drepte paralele. Oricare punct al dreptei, egal departati de la cele date,
este centrul de simetrie al figurii examinate (fig. 19.6).

O—w Problema 1. Demonstrati, ci imaginea dreptei date /1a simetria fati
de punctul O, care nu apartine dreptei / este dreapta, paraleli celei date.

Rezolvare. Deoarece simetria centrald este miscare, atunci imagine a
dreptei /va fi o dreapti. Pentru construirea dreptei este suficient de gisit oricare
doui puncte ale ei.

Alegem pe dreapta /doud puncte arbitrare 4
si B (fig. 19.7). Fie punctele 4, si B, — sunt ima-
ginile lor la simetria centrali fatd de punctul O.
Atunci 4, B, este imaginea dreptei /.

Deoarece AO = O4,, BO = OB,, unghiurile
AOB si A,0B, sunt egale ca verticale, atunci
triunghiurile 4OB si 4, 0B, sunt egale conform
primului criteriu de egalitate a triunghiurilor.
De aiciZ1 = £2 (fig. 19.7). Deci, dupi criteriul
paralelismului dreptelor 7|| A,B,. <
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A E 4
B,
oM
B
B F C
C {
Fig. 19.8 Fig. 19.9

Problema 2. Punctul M apartine unghiului 4BC (fig. 19.8). Pe laturile
BA si BC ale unghiului construiti astfel de puncte E si F, ca punctul M si fie
mijlocul segmentului E£F.

Rezolvare. Fie dreapta 4, B, este imaginea dreptei 4B la simetria centrald
fata de punctul M (fig. 19.9). Insemnim cu litera ¥ punctul intersectiei dreptelor
A,B, si BC.

Si gisim imaginea punctului 7. Evident, ci el se afld pe dreapta4B. De aceea
este suficient de giisit punctul de intersectie al dreptelor FM si AB. Insemnim
acest punct cu litera £. Atunci E si F'sunt punctele ciutate. <«

Studiind lumea inconjuritoare, noi adesea vedem exemple de aparentd a
simetriei in naturd (fig. 19.10). Obiectele, care au axd de simetrie sau centru de
simetrie, sunt acceptate usor si sunt plicute la vedere. Nu in zidar in Grecia
Antici cuvantul simetrie servea ca sinonim cuvintelor “armonie”, “frumusete”.

W x e=

Fig. 19.10

Ideea simetriei se foloseste pe larg in arta plasticd, arhitecturd si tehnicid

(fig. 19.11).

Fig. 19.11
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X, In figura 19.12 sunt prezentate punctele O, X, X,
si X, astfel, ci OX, = OX, = OX, ZX,0X =£X,0X =
= .. Se spune, ci punctul X este imaginea punctului

x X larotirea in jurul centrului O contra acelor cea-

O™ sornicului cu unghiul o.. De asemenea se spune ci
punctul X, este imaginea punctului X la rotirea in
jurul centrului O dupa acele ceasornicului cu un-

2 ghiula.

Punctul O este numit centrul de rotatie, unghiul
Fig. 19.12 o. — unghi de rotatie.
S4 examindm figura F, punctul O si unghiul o.

Fiecdrui punct X al figurii F asociem in corespondentd punctul X, care

este imaginea punctului X la rotatia in jurul centrului O impotriva acelor

ceasornicului cu unghiul a (dacid punctul O apartine figurii F, atunci ei i se
opune ea insesi). Ca rezultat a astfel de transformare a figurii F obtine figura

F, (fig. 19.13). Astfel de transformare a figurii /' se numeste rotatie in jurul

centrului O impotriva acelor ceasornicului cu unghiul o. Punctul O se

numeste centru de rotatie.

]

o

A

Fig. 19.13 Fig. 19.14

Analogic se determind transformdrile de rotatie a figurii /' dupi acele cea-
sornicului cu unghiul o (fig. 19.14).
Atragem atentie, ci simetria centrald este rotatie in jurul centrului de simetrie

cu unghiul de 180°.
Teorema 19.2 (proprietatea rotatiei). Rofatia este miscare.
Demonstrati aceasta teoremi sime statitor.
Consecinta. Dacd figura F, este imaginea figurii I la rotatie, atunci
F=F,.

Problema 3. Se di dreapta 4 si punctul O in afara ei. Construiti imagi-
nea dreptei « la rotatia in jurul punctului O impotriva acelor ceasornicului cu

unghiul de 45°.
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Rezolvare. De oarece rotatie este miscare, atunci imaginea dreptei a va fi
o dreapti. Pentru construirea dreptei este suficient de gisit doud puncte oarecare
ale ei. Alegem pe dreapta a doud puncte arbitrare 4 si B (fig. 19.15). Construim
punctele 4, si B, — imaginile lor la rotatia in jurul punctului O impotriva acelor
ceasornicului cu unghiul 45°. Atunci dreapta 4, B, este imaginea dreptei 2. <

Fig. 19.15 Fig. 19.16

Problema 4. Punctul Papartine unghiului 4BC, dar nu apartine laturilor
lui. Construiti triunghiul echilateral, unul din vérfurile ciruia este punctul P, iar
altele doud apartin laturilor B4 si BC ale triunghiului 4BC.

Rezolvare. Fie dreapta 4, B, este imaginea dreptei 4B la rotatia in jurul
centrului Pimpotriva acelor ceasornicului cu unghiul 60° (fig. 19.16). Insemnim
cu litera /7 punctul de intersectie al dreptelor 4, B, si BC.

Fie punctul £ - preimaginea punctului F pentru rotatia examinati. Punctul
E apartine laturii B4 al unghiului ABC.

Aceste rationamente ne induc, cum si construim triunghiul ciutat.

Construim dreapta 4, B, ca imagine a dreptei 4B la rotatia in jurul centrului
Pimpotriva acelor ceasornicului cu unghiul 60°. Fie Feste punctul de intersectie
a dreptelor 4,B; si BC.

Construim unghiul MPF, care este egal cu 60°. Fie dreptele MP si AB se
intersecteazi in punctul E. Acest punct si este preimaginea punctului F.

Avem: PF = PE si ZFPE = 60°. Deci, triunghiul EPF este echilateral. <

? -

-

. Care puncte se numesc simetrice fatd de punctul O? Cum se numeste
punctul O?

Care figuri se numesc simetrice fata de punctul O?

Formulati proprietatile simetriei centrale.

Ce proprietate au figurile, simetrice in raport cu un punct?

Despre care figura se spune, cd ea are centru de simetrie?

vwhwhnN

MpaBo ans 6e3onnaTtHOro po3milleHHs NigpyvHUKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



180 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

Dati exemple de figuri, care au centru de simetrie.
Descrieti transformarile de rotatie in jurul punctului.
Formulati proprietatile rotatiei.

6.
7.
8.
9.

Ce proprietate au figurile, daca una din ele este imaginea alteia la rotatie?

» INSARCINARI PRACTICE I

19.1.° Desenati triunghiul ABC si insemnati punctul O, care nu apartine lui.
Construiti triunghiul, simetric celui dat fatd de punctul O.

19.2.° Desenati triunghiul ABC. Construiti triunghiul, simetric celui dat fatd
de mijlocul laturii AB.

19.3.° Trasa;i o circumferintd si notati pe ea un punct. Construiti circumferinta
simetricd celei date fatd de punctul notat.

19.4.° Construiti imaginea segmentului 4B la rotatia in jurul punctului O
impotriva acelor ceasornicului cu unghiul de 45° (fig. 19.17).

O
B
A A B
/1
o) I
C
Fig. 19.17 Fig. 19.18

19.5.° Construiti imaginea triunghiului #/BCla rotatia in jurul centrului O dupi
acele ceasornicului cu unghiul de 90° (fig. 19.18).

19.6.* Construiti paralelogramul ABCD dupi virfurile lui 4 si B si punctul O
intersectia diagonalelor lui (fig. 19.19).
19.7.* Se dau doui drepte paralele a si & (fig. 19.20). Aflati punctul, fati de care

dreapta a4 va fi simetrici dreptei 4.

19.8.* In figura 19.21 sunt reprezentate doui segmente egale 4B si BC, totodati
ZABC = 60°. Gisiti un astfel de punct O, ca segmentul 4B si fie imaginea
segmentului BCla rotatia in jurul punctului O impotriva acelor ceasornicului

cu unghiul de 120°.
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19. Simetrie centrala. Rotatie 181

B
B a N K
[ )
Ae
°0 b A C M
Fig. 19.19 Fig. 19.20 Fig. 19.21 Fig. 19.22

19.9." In figura 19.22 sunt prezentate doui perpendiculare egale MN si NK.
Gisiti un astfel de punct O, ca segmentul VK si fie imaginea segmentului
MN1a rotatia in jurul punctului O dupi acele ceasornicului cu unghiul de 90°.

19.10." Construiti o figurd, care nu are axe de simetrie si imaginea cireia este
insesi aceastd figurd la rotatia in jurul unui punct oarecare:

1) cu unghiul de 90°; 2) cu unghiul de 120°.

EXERCITII "

19.11.° Diagonalele paralelogramului ABCD se B M C

intersecteazd in punctul O (fig. 19.23). Punctul v
M — este mijlocul laturii BC. Indicati imaginile
punctelor 4, D si M, laturii CD, diagonalei BD 4 A

la simetria fatd de punctul punctele O. D

19.12.° Demonstrati, cd punctul intersectiei diagona-

lelor paralelogramului este centrul lui de simetrie. Fig. 19.23

19.13.° Demonstrati cd circumferinta are centru de
simetrie.

19.14.° Punctele 4, si B, sunt imaginile corespunzitor ale punctelor 4 si B
la simetria fatd de punctul, care nu apartine dreptei 4B. Demonstrati, cd
patrulaterul 4BA, B, este paralelogram.

19.15.° Aflati coordonatele punctelor, simetrice punctelor 4 (3;-1) si B (0; —2)
fatd de:
1) originea de coordonate; 2) punctul M (2; -3).

19.16.° Demonstrati, cd imaginea dreptei, care trece prin centrul de simetrie,
este aceiasi dreapti.

19.17.° Punctele 4 (x; —2) si B (1; y) sunt simetrice fati de:
1) originea de coordonate; 2) punctul M (-1; 3).
Gisiti x si y.
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182 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

19.18.° In figura 19.24 sunt reprezentate figuri, care sunt alcituite din semicer-
curi egale. Care din aceste figuri la 0 anumiti rotatie in jurul punctului O cu
unghiul o, unde 0° < o < 180°, coincide cu imaginea sa?

ot R am B ok

a b c d e f

Fig. 19.24

19.19.° Medianele triunghiului echilateral ZBC se intersecteaza in punctul O
(fig. 19.25). Indicati imaginile punctelor C, C, si O, laturii BC, medianei
BB,, segmentului OC;, triunghiului 4,B,C, la rotatia in jurul punctului O
impotriva acelor ceasornicului cu unghiul de 120°.

Fig. 19.25 Fig. 19.26

19.20.° Punctul O este centrul hexagonului regulat #BCDEF (fig. 19.26).
Indicati imaginile laturii 4F, diagonalei BF, diagonalei 4D, hexagonului
ABCDEF larotatia in jurul punctului O dupi acele ceasornicului cu unghiul

de: B C
1) 60°; 2) 120°.

19.21.° Diagonalele pitratului ABCD se intersecteazi
in punctul O (fig. 19.27). Indicati imaginile punc-

telord, O si C, laturii 4D, diagonalei BD la rotatia 0

in jurul punctului O dupi acele ceasornicului cu

unghiul de 90°. A D
19.22.° Demonstrati, cd triunghiul nu are centru de Fig. 19.27

simetrie.
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19. Simetrie centrala. Rotatie 183

19.23.* Demonstrati, ci semidreapta nu are centru de simetrie.

19.24.° Demonstrati, ci atunci cind patrulaterul are centru de simetrie, atunci
el este paralelogram.

19.25.° Circumferintele cu centrele O, si O, sunt simetrice fatd de punctul
O (fig. 19.28). Dreapta, care trece prin centrul de simetrie, intersecteazi
prima circumferinti in punctele 4, si B;, iar a doua — in punctele 4, si B,.
Demonstrati, cd 4,B, = 4,B,.

Fig. 19.28

19.26.° Virful 4 al triunghiului echilateral ABC este centrul de rotatie cu un-
ghiul 120°. Gisiti segmentul BC;, unde punctul C; este imaginea punctului
C pentru rotatia datd, daci 4B = 1 cm. Cite solutii are problema?

19.27.° Varful 4 al pitratului ABCD este centrul de rotatie impotriva acelor
ceasornicului cu unghiul 90°. Gisiti segmentul CC;, unde punctul C, —este
imaginea punctului C pentru rotatia datd, daci 4B =1 cm.

19.28.* Virfurile unui paralelogram se afld pe laturile altuia: cite un varf pe
fiecare laturd. Demonstrati, cd punctele de intersectie a diagonalelor acestor
paralelograme coincid.

19.29.”* Punctele A4 si C apartin unghiului ascutit, dar nu se afli pe laturile lui.
Construiti paralelogramul 4BCD astfel, ca punctele B si D si se afle pe
laturile unghiului.

19.30.* Construiti segmentul, mijlocul ciruia este punctul dat, iar capetele
apartin dreptelor date neparalele.

19.31.* Punctul M apartine unghiului #BC si nu apartine laturilor lui. Construiti
triunghiul isoscel, varful unghiului drept al ciruia este punctul M, iar altele
douai apartin laturilor B4 si BC corespunzitor.
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184 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

19.32." Pe latura BC a triunghiului echilateral
ABC s-a notat punctul D. In afara triun-
ghiului 4BC s-a notat punctul E astfel, ci
triunghiul DEC este echilateral (fig. 19.29).
Demonstrati, ci punctul punctul C si mij-
locurile M si K a segmentelor BE si AD
corespunzitor sunt vérfurile unui triunghi

echilateral.

19.33." Construiti un triunghi echilateral astfel, Fig. 19.29
ca varfurile lui si apartind la trei drepte
paralele date.

19.34." Construiti un romb, punctul de intersectie a diagonalelor ciruia este
punctul dat, iar varfurile apartin la trei drepte date in perechi neparalele.

19.35." Pe latura CD a pitratului ABCD este notat punctul E. Bisectoarea
unghiului BAE intersecteazd latura BC in punctul F. Demonstrati, cd
AE = BF + ED.

19.36." In triunghiul echilateral ABC este ales punctul Pastfel, ci ZA4PB = 150°.

Demonstrati, ci existd triunghiul dreptunghic, laturile ciruia sunt egale cu
segmentele P4, PB si PC.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

19.37. Aflati laturile triunghiului ABC, daci ZA4 = 30°, ZB = 45°, iar iniltimea,
coboratd din varful C, este egald cu 4 cm.

19.38. Pe axa absciselor gisiti punctul, egal depirtat de la punctele 4 (-2; 4)
si B (6; 8).

19.39. In triunghiul isoscel este inscrisd o circumferintd. Punctul de tangenti
la latura laterald o imparte in raportul 25 : 12, socotind de la vérful triun-

ghiului. Gisiti raza circumferintei inscrise, daci aria triunghiului este egald
cu 1680 cm?.

OBSERVATI, DESENATI,
CONSTRUITI, FANTAZATI

19.40. Notati pe un plan 6 puncte astfel, ca oricare tei din ele si fie varfurile
unu triunghi isoscel.
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20. Asemanarea figurilor 185

20. Asemanarea figurilor’

In figura 201.1 sunt reprezentate punctele O, X'si X; astfel,ci OX, = 20X.

Se spune, ci punctul X este imaginea punctului X la omotetia cu centrul O si
coeficientul 2.

./75(/’)'(1 .4/9/’3(

(0] X,
Fig. 20.1 Fig. 20.2
In figura 20.2 sunt prezentate astfel de puncte O, X si X, astfel, ci

— 1-—— . . .
OX, = _EOX . Se spune, ¢ punctul X; — este imaginea punctului X la omote-

. . . 1
tia cu centrul O si coeficientul ry

In general, daci punctele O, X si X; sunt astfel, ci OX, = kOX, unde % # 0,

atunci se spune, ci punctul X; — este imaginea punctului X la omotetia cu
centrul O si coeficientul 4.

Punctul O este numit centru de omotetie, numirul 4 — coeficientul omo-
tetiei, 2 # 0.

S4 examind figura F'si punctul O. Fiecirui punct X al figurii F aplicim in
corespondentd punctul X, care este imaginea punctului X1a omotetia cu centrul
Ossi coeficientul % (daci punctul O apartine figurii F, atunci atunci ei i se opune
insesi singuri ea). In rezultatul acestei transformiri a figurii F obtinem figura
F, (fig.20.3). Astfel de transformare a figurii F'se numeste omotetie cu centrul
O ssi coeficientul 2. De asemenea se spune ci figura F este omotetica figurii /7
cu centrul O si coeficientul 4.

Fig. 20.3

! Materialul punctului, care se referd la omotetie, nu este obligat pentru studiere.
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186 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

De exemplu, in figura 20.4 triunghiul 4,B,C; este omotetic triunghiului
ABC cu centrul O si coeficientul care este egal cu —3. De-asemenea se poate
spune, ca triunghiul ABC este omotetic triunghiului 4,B,C; cu acelasi centru,

. . 1
dar coeficientul de omotetie care este egal cu 3

B C

1

Fig. 20.4 Fig. 20.5

Mentionam, ci pentr 2= -1 omotetia cu centrul O este simetrie cen-
trald cu centrul O (fig. 20.5). Dacd % = 1, atunci omotetia este transformare
identici.

Evident cd pentru £ # 1 si £ # —1 omotetia nu este miscare.

Teorema 20.1. La omotetia figurii F cu coeficientul k toate distantele intre
punctele ei se modificd de | k | ori, adicd dacd A si B sunt puncte arbitrare ale figurii
F iar punctel A, si B, — imaginile lor corespunzitoare la omotetia cu coeficientul
k, atunci A,B, = | k | AB.

Demonstratie.® Fie punctul O — centrul omotetiei. Atunci OA, = kOA,
OB, = kOB. Avem:

A,B, = OB, - OA, = kOB -kOA = k(OB - OA) = k A,
adiciA,B, = | % | AB. 4

Consecinta. Dacd triunghiul A,B,C, este omotetic triunghiului ABC cu

coeficientul k, atunci ZA, B,C, & ZABC.

Pentru demonstrarea acestei afirmatii este suficient de se folosit de teorema
20.1 si criteriul trei de aseminare a triunghiurilor.

Omotetia are un sir de alte proprietiti.

La omotetie:

* imaginea dreptei este dreaptd;

* imaginea segmentului este segment;

* imaginea unghiului este unghi, care este egal cu cel dat;

* imaginea triunghiului este triunghi, asemenea celui dat;

* imaginea circumferingei este circumferingd;
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* aria poligonului se modificd de &* ori, unde k este coeficientul omotetiei.

Aceste proprietiti voi puteti si le demonstrati la cercul de matematici.

Proprietitile mentionate ale omotetiei indici la faptul, ci aceastd transforma-
re poate modifica dimensiunile figurii, insi nu modificd forma, adicd la omotetie
imaginea si preimaginea sunt figuri asemenea. Mentiondm, ci in cursul de ge-
ometrie pentru clasa a 8-a, cind mergea vorba despre aseminarea figurilor, noi
dideam definitia doar a triunghiurilor asemenea. Acum o si definim notiunea
de aseminare pentru figuri arbitrare..

In figura 20.6 figura F este omotetici figurii F, iar figura F, simetrici figurii
F, fatd de dreapta /.

l F

Fig. 20.6

Se spune ci figura F), este obtinuta din figura F'in rezultatul compozitiei a
doui transformiri: omotetiei si simetriei axiale.

Deoarece F, = F,, atunci figurile ' si F, au forme similare, dar diferite
dimensiuni, adici ele sunt asemenea. Se spune, ci figura F, este obtinuti din
figura F'in rezultatul transformarilor de aseminare.

In figura 20.7 figura F, este omotetici figurii F, iar figura F, — imaginea
figurii F, pentru o miscare oarecare. Aici de-asemenea se poate afirma ci figurile
F'si F, sunt asemenea.

Fig. 20.7
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188 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

Din cele spuse decurge, ci este rational de acceptat astfel de definitie.

Definitie. Douifiguri se numescasemenea,daciunadin ele se poate
obtine din alta in rezultatul compozitiei a doua transformairi: omotetiei si
migcarii.

Aceasti definitie este ilustrati de schema, prezentati in figura 20.8.

( Asemanarea ): ( Omotetia )+ ( Miscdrea )

Fig. 20.8

Inscrierea F o F, inseamni, ci figurile F'si F; sunt asemenea. Se mai spune,

ci figura F, — este imaginea figurii F'la transformarea de aseminare.

Din definitia prezentati reiese, ¢ /a transformarea de asemdanare a figurii F
distangele intre punctele ei se modificd de unul si acelasi numar de ori.

De oarece transformarea identicd este miscare, atunci din schema, prezen-
tatd in figura fig. 20.8, decurge, ci omotetia este un caz aparte a transformarii
de simetrie.

Fie ci punctele 4 si B sunt puncte arbitrare ale figurii F, iar punctele 4, si B,
sunt imaginile lor la transformarea de aseminare. Punctele 4, si B, apartin fi-

B, . .
este numit coeficient

.. .. y A
gurii 7, care este asemenea figurii . Numirul £ = —
de aseminare. Se mai spune, ci figura F este asemenea figurii /¥ cu coeficien-

< . . . 1
tul de aseminare %, iar figura F este asemenea figuri F cu coeficientul P

Mentiondm, ci transformarea de aseminare cu coeficientul Z=1 este
miscare. De aici decurge, cd miscarea este un caz particular a transformirii
de aseminare.

Cu transformirile de aseminarea noi ne ciocnim des in viata de toate zilele
(fig. 20.9). De exemplu, in urma modificirii scirii hirtii obtinem o harti, ase-
menea celei date. Fotografia este transformarea negativului in imagine asemenea
pe hartia fotograficd. Trecind in caiet desenul, ficut de profesor pe tabli, voi
de-asemenea executati transformiri de aseminare.
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20. Asemanarea figurilor 189

Teorema 20.2. Raportul ariilor poligoanelor asemenea este egal cu patratul
coeficientului de asemdnare.

Demonstrarea acestei teoreme este in afara limitelor cercetate de cursul de
geometrie din acest manual.. Noi o s-o demonstrim pentru un caz particular,
examinand triunghiuri asemenea.

Demonstratie.© Fie triunghiul 4, B, C; este imaginea triunghiului ZBC la
transformarea de aseminare cu coeficientul 4 (fig. 20.10). Latura 4,C, este
imaginea laturii AC. Atunci A,C, = k- AC. Coboram iniltimea BD. Fie punc-
tul D; — imaginea punctului D. Deoarece la transformarea de aseminare se
pastreazd unghiurile, atunci segmentul B, D, este indltimea triunghiului 4, B, C;.
Atunci B, D, = k- BD. Avem:

1
SAIBIC1 B EAICI "B, D, _ k- AC-E-BD g
AC-BD '

<

1
Sanc 5 AC-BD

B

Fig. 20.10 Fig. 20.11

O=w Problemal. Demonstrati, cd imaginea dreptei / la omotetia cu
centrul O, care nu apartine dreptei /, este dreapta, paraleli celei date.

Rezolvare. Din proprietitile omotetiei reiese, cd imaginea dreptei / va
fi o dreaptd. Pentru construirea dreptei este de-ajuns de gisit oricare doud
puncte ale ei. Alegem pe dreapta / doud puncte arbitrare A4 si B (fig. 20.11). Fie
punctele 4, si B, — sunt imaginile lor la omotetia cu centrul O si coeficientul
% (figura 20.11 corespunde cazului cand % > 1). Atunci dreapta 4,B; — este
imaginea dreptei 4B.

In timpul demonstririi teoremei 20.1 noi am aritat,ci A,B; = kAB. Dedi,

AB| A B,. «4
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190 § 5. TRANSFORMARI GEOMETRICE

Problema 2. In triunghiul ascutitunghic 4BC inscrieti un pitrat astfel,
ca doud unghiuri ale lui si se afle corespunzitor, pe laturile 4B si BC, iar altele
doui — pe latura AC.

Rezolvare. Din punctul arbitrar M al laturii 4B coborim perpendiculara
MQ la latura AC (fig. 20.12). Construim patratul MQPN astfel, ca punctul P
sd se afle pe semidreapta QC, Fie semidreapta AN intersecteazi latura BC in
punctul NV,.

Sd examindm omotetia cu centru A si coeficientul k= L

. Atunci

punctul V, este imaginea punctului NV pentru aceasti omotetie. Imaginea
segmentului MN este segmentul M;V,, unde punctul M, apartine semi-

dreaptei 4B, totodati M N, || MN. Analogic segmentul V, P, este astfel, ci

punctul P; apartine semidreaptei AC si N, P, || NP, este imaginea segmen-
tului VP. Deci, segmentele MV, si N, P, sunt laturile adiacente ale pitra-
tului cdutat. Pentru terminarea constructiei a rimas de coborat perpendicu-

lara M, Q, pe latura 4AC. <

B
M, N,
C
M~ N
ATq re, ¢ A= B
Fig. 20.12 Fig. 20.13

Problema3. Segmentul CD este iniltimea triunghiului dreptunghic ABC
(£C=90°). Aflati raza r a circumferintei inscrise in triunghiul ABC, daci razele
circumferintelor inscrise in triunghiurile ACD si BCD, sunt egale corespunzitor
cu 7y si 7.

Rezolvare. Deoarece unghiul 4 este comun pentru triunghiurile drept-
unghice ACD si ABC, atunci aceste triunghiuri sunt asemenea (fig. 20.13). Fie

. o . o n .
coeficientul de aseminare este egal cu 4,. Evident, ci k =-%. Analogic
r

@BCD ~ @ABC cu coeficientul de aseminare k, = &,
r

Insemnand ariile triunghiurilor ACD, BCD si ABC corespunzitor §;, S,
si §. Avem:
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‘v

2 2

A S, + S,

Deaici 2— 2 =217 % _
r S

Obtinem, ci % =r? +r?2, adicd r =r2 +r2.
5 ) 1 2 1 2

Raspuns: \rl +r}. <

1.

1.1n care caz se spune, ca punctul X, este imaginea punctului X la omotetia cu
centrul Ossi coeficientul £2?

2. Descrieti transformarea figurii 7, care se numeste omotetie cu centrul O si coefi-
cientul 4.

3. Cum se schimba distantele intre puncte la omotetia cu coeficientul 47
4. Formulati proprietatile omotetii.
5. Care figuri se numesc asemenea?

6. Cu ce este egal raportul ariilor poligoanelor asemenea?

\» INSARCINARI PRACTICE

20.1.° Construiti imaginea segmentului 4B (fig. 20.14) A
la omotetia cu centrul O si coeficientul: N
B
1) k=2 2) h=—. 0
20.2.° Desenati segmentul 4B. Construiti imaginea
Fig. 20.14

acestui segment la omotetia cu coeficientul £ si
centrul:

1) in punctul 4, 2 =3;
2) in punctul B, 2 =-2;
3) in mijlocul segmentului 4B, 2 = 2.

20.3.° Desenati o circumferinti, raza cireia este egald cu 2 cm, si notati pe ea

Mpas:

punctul 4. construiti imaginea acestei circumferinte la omotetia cu coefici-
entul £ si centrul:

1) centrul, k = —%, k=2;

2)in punctul 4, £=2, k= —%.

0 anst 6esonnaTHOro Po3MilleHHs NigpyyHuKa B Mepexi IHTepHeT mae
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20.4.° Desenati triunghiul /BC. Construiti imaginea acestui triunghi la omotetia
cu coeficientul £ si centrul:

1) in punctul B, 2 = 3; 4) in mijlocul laturii 4B, k = %;
2) in punctul C, k = —%; 5) in mijlocul laturii AC, k = —%.

3) in punctul 4, k = %;

20.5.° Desenati triunghiul ABC. Gisiti punctul de intersectie al medianelor.
Construiti imaginea acestui triunghi la omotetia cu centrul in punctul de
intersectie al medianelor lui si coeficientul:

1 1

1) 2=2; Z)k—z, 3) k= 5

20.6.° Desenati paralelogramul ABCD. Punctele de intersectie a diagonalelor
lui insemnati-le cu litera O. Construiti imaginea acestui paralelogram la
omotetia cu centrul O si coeficientul: 1) 2 =2; 2) k= -2.

20.7.° Desenati pitratul ABCD. Construiti imaginea acestui pitrat al omotetia
cu coeficientul £ si centrul:

1) in punctul 4, k = %; 2) in punctul B, 2=-2; 3)in punctul C, %2=2.

20.8.° Orientandu-se dupi pitritele, desenati un pentagon /BCDE (fig. 20.15).
Construiti pentagonul 4,B,C;D,E,, asemenea celui dat cu coeficientul de

. 1
asemanare 5

C
N
N
N
B \\
N
N
P E D
/
/
I
A
Fig. 20.15
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1J0) Ae 0O B

[ )21 *

A A,
° °
Fig. 20.16 Fig. 20.17

20.9.° In figura 20.16 punctul A4, — este imaginea punctului 4 la omotetia cu
centrul O. Construiti imaginea punctului B pentru aceastd omotetie.

20.10.° In figura 20.17 punctul 4, este imaginea punctului 4 la omotetia cu
coeficientul: 1) £ = 3; 2) £ =—2. Construiti centrul de omotetie.

20.11.° In figura 20.18 este prezentat dreptunghiul ABCD si punctele A,
si D;, care sunt imaginile punctelor 4 si D la transformarea de aseminare.
Construiti imaginea dreptunghiului ABCD pentru aceastd transformare.
Caite solutii are problema?

A B
D,
B C A1 D C
A C1
A D “H
Fig. 20.18 Fig. 20.19

20.12.° In figura 20.19 este prezentat dreptunghiul ABCD si punctele 4, si C,
care sunt imaginile punctelor 4si Cla transformarea de aseminare. Construiti
imaginea dreptunghiului #BCD pentru aceastd transformare. Cate solutii
are problema?

20.13.° Construiti imaginea triunghiului 4BC la transformarea de aseminare
care este compozitia a doud transformiri: omotetia cu centrul O si coefici-
entul 2 = 2 si simetria axiald fatd de latura /(fig. 20.20). Indicati coeficientul
de aseminare.

A l

Fig. 20.20
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20.14.* Desenati o circumferinti, raza cireia este egald cu 2 cm. Notati punctul
O la distanta de 4 cm de la centrul ei. Construiti imaginea acestei
circumferinte la transformarea de aseminare, care este compozitia a doud

< . . . 1. .
transformiri: omotetia cu centrul O si coeficientul & = 5 & rotatia cu cen-

trul O dupi acele ceasornicului cu unghiul de 45°. Indicati coeficientul de
asemanare.

20.15.* In figura 20.21 sunt reprezentate doud
drepte paralele @ si 4. Construiti centrul de

omotetie, pentru care dreapta 4 este imaginea

dreptei a cu coeficientul: 1) 2=2; 2) k= %;

3) k= —%. Caite solutii are problema?

20.16." Desenati trapezul ABCD, baza BC a Fig. 20.21
cireia este de doud ori mai mici decit baza
AD. Construiti centrul de omotetie, pentru
care segmentul 4D este imaginea segmentului BC cu coeficientul: 1) 2 = 2;

2) k=-2.

)
W EXERCITII I

20.17.° In paralelogramul ABCD punctul D, — este mijlocul laturii ZD. Pentru
omotetia cu centrul 4 punctul D, este imaginea punctului D. Gisiti coefi-
cientul de omotetie. Indicati, care puncte sunt imaginile punctelor B si C
pentru aceastd omotetie.

20.18.° Care din figurile, reprezentate in figura 20.22, coincid cu imaginile sale
la omotetia cu centrul O si coeficientul 2 > 0 si £ # 1?

_ (=)

Fig. 20.22
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20.19.° Care din figurile, reprezentate in figura 20.23 coincid cu imaginile sale la
omotetia cu centrul O si coeficientul % < 0?

o @

a b c

— _—

Fig. 20.23

20.20.° Medianele triunghiului #BC se intersecteazd in punctul M (fig. 20.24).
Gisiti coeficientul omotetiei cu centrul:
1) in punctul B, la care punctul B, este
imaginea punctului A
2) in punctul M, la care punctul 4, este
imaginea punctului 4;
3) in punctul C, la care punctul M este
imaginea punctului C;.
20.21.° Medianele triunghiului 4BC se
intersecteazd in punctul M (fig. 20.24).
Indicati coeficientul si centrul de omo-
tetie, pentru care triunghiuld, B, C, este
imaginea triunghiului 4BC.
20.22.° In triunghiul ABC medianele 44,, BB, si CC, se intersecteazi in punctul
M. Punctele K, F'si N - sunt mijloacele segmentelor AM, BM si CM cores-
punzitor. Indicati coeficientul si centrul de omotetie, pentru care triunghiul
ABC este imaginea triunghiului KFNV.
20.23.° Gisiti imaginile punctelor 4 (2; 1), B (3; 0) si D (0; —6) pentru care
omotetia cu centrul O (0; 0) si coeficientul:

Fig. 20.24

1) k=2 2) k=3 3)k:—%; 4)k:—§.
20.24.° Punctul 4, (-1; 2) este imaginea punctului 4 (-3; 6) pentru omotetia cu
centrul in originea coordonatelor. Aflati coeficientul omotetiei.
20.25.° Ariile a dou triunghiuri asemenea sunt egale cu 28 cm?si 63 cm?. Una
din laturi ale primului triunghi este egald cu 8 cm. Aflati latura triunghiului
al doilea, care corespunde laturii date al primului triunghi.
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20.26.° Laturile corespunzitoare ale doud triunghiuri asemenea sunt egale cu
30 cm si 24 cm. Aria triunghiului cu latura de 30 cm este egald cu 45 cm?.
Aflati aria celui dea-1 doilea triunghi.

20.27.° Aria triunghiului este egalid cu §. Cu ce este egald aria triunghiului, pe
care o taie de la cel dat linia medie a lui?

20.28.° Aria triunghiului este egald cu §. Cu ce este egald aria triunghiului,
varfurile ciruia sunt mijlocurile liniilor medii ale triunghiului dat.

20.29.° Segmentul /N - este linia medie a triunghiului #BC (fig. 20.25). Indicati
coeficientul si centrul omotetiei, pentru care:
1) segmentul 4AC segmentul MN;
2) segmentul MN segmentul AC.

B P

NTQ

A C
Fig. 20.25 Fig. 20.26

20.30.* Dreptele paralele intersecteazi laturile unghiului 4 in punctele M, N,
Psi Q (fig. 20.26). Se cunoaste, ci AM : MP =3 : 1. Indicati coeficientul si
centrul omotetiei, pentru care:

1) segmentul PQ este imaginea segmentului MN;
2) segmentul MN este imaginea segmentului PQ.

20.31.* Dreptele paralele BC si AD sunt astfel, ci 4D = 3BC. Cate puncte
existd, care sunt centre de omotetie, pentru care imaginea segmentului BC
este segmentul 4D? Pentru fiecare astfel de punct determinati coeficientul
de omotetie.

20.32.* Circumferintele cu centrele O, si O, cu razele R si 7 corespunzitor sunt
tangente exterior in punctul O (fig. 20.27). Demonstrati, ci circumferinta
cu centrul O, este imaginea circumferintei cu centrul O, pentru omotetia cu

. . R
centrul O si coeficientul ——.
r

20.33.* Circumferintele cu centrele O, si O, cu razele R si 7 corespunzitor sunt
tangente interior in punctul O (fig. 20.28). Demonstrati, ci circumferinta
cu centrul O, este imaginea circumferintei cu centrul O, pentru omotetia cu

. . R
centrul O si coeficientul —.
r
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A
@ o

Fig. 20.27 Fig. 20.28

20.34.° Circumferinta cu centrul O este tangentd la dreapta . Demonstrati, ci
imaginea acestei circumferinte la omotetia cu centrul 4, unde 4 este un punct
arbitrar al dreptei a (fig. 20.29), este tangenti la aceastd dreapti.

Fig. 20.29

20.35.° Punctul A4 (2; —3) — este imaginea punctului B (8; 6) la omotetia cu
centrul M (4; 0). Aflati coeficientul omotetiei.

20.36." Punctul 4 (-7; 10) — este imaginea punctului B (-1; —2) la omotetia cu
coeficientul —2. Aflati coeficientul omotetiei.

20.37.° Punctul 4, (x; 4) — este imaginea punctului 4 (-6; y) la omotetia cu
centrul in originea coordonatelor si coeficientul:

1)k:%; 2) k=-2.
Aflati x i y.

20.38.° Punctul 4, (4; y) — este imaginea punctului 4 (x; —4) la omotetia cu
centrul B (1;-1) si coeficientul 2 =—=3. Aflati x si y.

20.39.* Linia medie a triunghiului taie din el un trapez, aria ciruia este egald
cu 21 em?. Aflati aria triunghiului dat.

20.40.° Dreapta, paraleld laturii AC a triunghiului 4BC, intersecteazi latura
lui 4B in punctul M, iar latura BC — in punctul K. Aflati aria triunghiului
ABC, daci BM =4 cm, AC =8 cm, AM = MK, iar aria triunghiului MBK
este egald cu 5 cm?

20.41." Prelungirea laturilor laterale 4B si CD ale trapezului ABCD se inter-

secteazd in punctul . Aflati aria trapezului, daci BC: 4D =3 : 5, iar aria
triunghiului AED este egald cu 175 cm?
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Fig. 20.30

20.42.* In figura 20.30 este reprezentat planul scolii. Calculati, ce arie ocupi
scoala, dacd planul este desenat cu scara 1 : 2000. Lungimea laturii patritelei
este egald cu 0,5 cm.

20.43.** Gisiti imaginea dreptei y = 2x + 1 la omotetia cu centrul in originea
coordonatelor si coeficientul:
1
1) 2=2; 2)k=—§.
20.44. Gisiti imaginea circumferintei (x + 2)? + (y — 4)> =4 la omotetia cu
centrul in originea coordonatelor si coeficientul:
1
1)k=§; 2) k=-2.
20.45.** Doui circumferinte au tangentd interioard. Prin punctul de tangenti
s-au dus doud linii, care intersecteazi circumferintele in punctele 4,, 4,, B;,

B, (fig. 20.31). Demonstrati, ci A,B, || A,B,.
20.46.** Doud circumferinte au tangenti exterioard. Prin punctul de tangenti

s-au dus doud linii, care intersecteazd circumferintele in punctele 4, 4,, B,
B, (fig. 20.32). Demonstrati, ci 4, B, || 4,B,.

Fig. 20.31 Fig. 20.32 Fig. 20.33
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20.47.* Punctul 4 apartine circumferintei (fig. 20.33). Aflati locul geometric
al punctelor, care sunt mijloacele coardelor circumferintei date, unul din
capetele cirora este punctul 4.

20.48.** Doui circumferinte au tangentd interioard, totodatd circumferinta mai
mici trece prin centrul celei mai mari. Demonstrati, ¢ circumferinta mai
micd imparte in jumitate orice coardd a celei mai mari circumferinte, care
tece prin punctul de tangenta.

20.49.* Se di triunghiul ABC si punctul arbitrar M. Demonstrati, ci punctele
simetrice punctului M fatd de mijlocul laturilor triunghiului ABC, sunt
varfurile unui triunghi, egal celui dat.

20.50.* Construiti un triunghi dupi doud unghiuri ale lui si raza circumferintei
circumscrise lui.

20.51. Construiti un triunghi dupd doud unghiuri ale lui si raza circumferintei
inscrise in el.

20.52.* Segmentul AC — este cea mai mare laturi a triunghiului ABC. Inscrieti
in triunghiul ABC un dreptunghi, laturile ciruia se raporti ca 2 : 1, astfel,
ca doud varfuri ale laturii mai mari a dreptunghiului si se afle pa latura AC
a triunghiului, iar altele doui — pe laturile 4B si BC.

20.53." Segmentul 4B — este coarda circumferintei date, punctul C este punct
arbitrar al acestei circumferinte. Gisiti locul geometric al punctelor, care
sunt punctele de intersectie al medianelor triunghiului ZBC.

20.54." Se dau doui puncte 4 si B si dreapta /. Gisiti locul geometric al punctelor,
care sunt punctele intersectiei medianelor triunghiului /BC,unde C— punct
arbitrar al dreptei /.

20.55." Punctul M apartine unghiului ABC, dar nu apartine laturilor lui,
Construiti circumferinta, care este tangentd la laturile unghiului si trece
prin punctul M.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

20.56. Aflati aria rombului si raza circumferintei inscrisi in romb, dacd diago-
nalele lui sunt egale cu 12 cm si 16 cm.

20.57. Aflati perimetrul triunghiului, creat la intersectia dreptei 3x + 4y = 24
cu axele de coordonate.

20.58. Doui circumferinte sunt tangente exterior in punctul 4, punctele B si
C sunt punctele de tangenti la aceste circumferinte a tangentei lor comune.
Demonstrati, c¢i unghiul BAC este drept.
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@ APLICAREA TRANSFORMARII FIGURILOR
LA REZOLVAREA PROBLEMELOR

Transformarea figurilor este o metodd efectiva de rezolvare a diferitor
probleme geometrice. Si ilustrd aceasta pe exemple.

Problema 1. Pe laturile 4B, BC si CA a triunghiului ascutitunghic ABC
construiti astfel de puncte M, IV si P corespunzitor, ca perimetrul triunghiului
MNP si fie cel mai mic.

Rezolvare. Fie P — punct arbitrar al laturii AC a triunghiului 4BC,
punctele P; si P, —imaginile ei la simetria fatd de dreptele 4B si BC imaginile
ei la simetria fatd de dreptele (fig. 20.34). Dreapta P, P, intersecteazi laturile
AB si BC corespunzitor in punctele M si V. Din rezolvarea problemei 2
punctul 18 decurge, ci perimetrele tuturor triunghiurilor, pentru care punc-
tul P este fixat, iar punctele M si IV apartin laturilor 4B si BC, perimetrul
triunghiului MNP este cel mai mic. Acest perimetru este egal cu lungimea
segmentului P, P,.

Mentiondm, ci segmentul EF este linia medie a triunghiului PP,P,.
1
Atunci EF = EPlP2

Deoarece ZBEP + ZBFP = 180°, atunci punctele P, E, B si F'se afld pe o
circumferintd cu diametrul BP. De aici EF = BPsin B. Deci, lungimea segmen-
tului £F va fi cea mai micd pentru cea mai micd lungime a segmentului BP,
adicd atunci, cand BP este indltimea triunghiului 4BC.

P C
Fig. 20.34 Fig. 20.35

In figura 20.35 segmentul BP — iniltimea triunghiului ABC. Algoritmul
construirii punctelor M si NV este inteles din imagine.

Din constructie reiese, ci perimetrul oricirui alt triunghi, varfurile ciruia
se afld pe laturile triunghiului 4BC, este mai mare ca perimetrul triunghiului
MNP. De aceea triunghiul ciutat este singurul — acesta este triunghiul con-
struit MINVP.
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Se poate arita (faceti aceasta singuri), c¢i punctele M si N sunt bazele
iniltimilor, coborite din varfurile corespunzitoare C si A a triunghiului 4BC.

Deci, varturile triunghiului cdutat sunt bazele indltimilor triunghiului dat
ABC. Astfel de triunghi se numeste ortocentric. <

Problema2. Punctul O este centrul poligonului regulat cu n#-laturi 4,4, ...
A, (fig. 20.36). Demonstrati, ci OA, + OA, +...+ 0A, =0.

Rezolvare. Fie OA, +OA, +...+0A, =a. Si examinim rotatia cu

., 3607 R . . .
centrul O cu unghiul ——, de exemplu impotriva acelor ceasornicului. La o
n

astfel de transformare imaginea poligonului cu z-laturi va fi acelasi poligon
cu n-laturi. Deci, suma cdutatd nu se va schimba. Jar aceasta se poate numai
atunci,cind a = 0. <

A4
A3 ‘
Al An
Fig. 20.36 Fig. 20.37

Problema 3. In interiorul triunghiului ZABC, toate unghiurile ciruia sunt
mai mici de 120°, gisiti un astfel de punct 7, ca suma 74 + 7B + 7C si fie cea
mai micd.

Rezolvare. Fie T — punct arbitrar al triunghiului dat4BC (fig. 20.37).
Si cercetim rotatia cu centrul 4 la un unghi de 60° dupi acele ceasornicului.
Fie punctele 7 si C, — imaginile punctelor 7"si C corespunzitor (fig. 20.37).
Deoarece rotatia este miscare, atunci 7;C, = 7C. Evident, ci triunghiul 477}
este echilateral. Atunci AT = TT;.

Avem: TA+ TB+ TC=TT,+ TB + T,C,.

E clar, ci suma 77} + TB + T} C, este cea mai micd, dacd punctele B, 7, T}
si C; se afld pe o dreapti. Deoarece £1 = £2 = 60°, atunci aceastd conditie se
va indeplini atunci, cind £3 = £4 = 120°.
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Deoarece unghiul A7 C, este imaginea unghiului 47°Cla rotatia dati, atunci
trebuie si se indeplineasci egalitatea £A47C = 120°.

Deci, punctele B, 7, T si C, vor apartine unei drepte atunci si numai atunci,
cand ZATB = ZATC = 120°. De aici ZBTC = 120°.

In acest mod, suma 74 + 7B + TC va fi cea mai mici, daci ZATB =
= /BTC= ZATC=120°.

De gisit punctul 7'se poate, de exemplu, constru-
ind LGP, din care segmentele 4B si AC se vid sub
unghiul de 120° (fig. 20.38).

Este clar, cd atunci cind unul din unghiurile
triunghiului /BC nu-i mai mic de 120°, atunci
punctul intersectiei arcurilor construite nu va fi
T amplasat in interiorul triunghiului. Se poate arita, ci
in triunghiul cu unghiul nu mai mic de 120°, punc-
tul 7, suma distantelor de la care pini la varfurile
triunghiului este cea mai micd, coincide cu vérful
unghiului obtuz. <

B

Fig. 20.38

Problema4. Segmentele 44, BB, si CC,—iniltimile triunghiului ascutitunghic
ABC.Demonstrati, ci raza circumferintei circumscrise triunghiului /BC este de
doui ori mai mare decit raza circumferintei circumscrise triunghiului 4, B, C;.

Rezolvare. Fie dreptele A4,, BB, si CC, intersecteazi circumferinta cir-
cumscrisi triunghiului ABC corespunzitor in punctele M, N si P (fig. 20.39).
Vom demonstra, cd HA, = A,M,unde punctul /- ortocentrul triunghiului 4BC.

A
P
2
Cl
N
Bl
H
1
G \4, B
M
Fig. 20.39
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Avem: /1 = /2 =90° - ZLABC.

Unghiurile 2 si 3 sunt egale ca inscrise, ce sunt intinse de arcul MB. Deci,
Z1=/3.

Atunci in triunghiul HCM segmentul C4, este bisectoare si iniltime, si deci,
si mediand. De aici HA4, = A, M.

Analogic putem demonstra, ci AB, = B,N, HC, = C,P.

Acum este clar, ci triunghiul MNP este triunghiul omotetic al triunghiu-
lui 4,B,C; cu centrul H si coeficientul 2. Atunci raza circumferintei circum-
scrise triunghiului MNP este de doud ori mai mare decit raza circumferintei
circumscrise triunghiului 4, B, C,. A rimas si mentiondm ci triunghiurile MNP
si ABC sunt inscrise 1n una si aceiasi circumferinti. <«
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INSARCINARA NR. 5 “CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Care din segmentele, prezentate in figurd, pot fi imaginea segmentului 4B
la miscare?

A) MN; B) PQ; C) EF, D) DC.
.an./lr .lAVT E D
P
F
B
A Q C

2. Indicati ecuatia imaginii dreptei y = 2x la deplasarea paraleld cu vectorul

a (0; 1).
A)y=2x+1; Cy=x+1;
B)y=2x-1; D)y=x-1.

3. Care din segmentele, prezentate in figurd, pot fi imaginea segmentului « la
deplasarea paraleld?

A) b B) ¢ O) 4, D) a.
b c |d
a
RN

4. Care din figurile indicate are numai o axd de simetrie?
A) Pitratul; C) parabola;
B) circumferinta; D) segmentul.

5. Pentru care valori ale lui x si y punctele 4 (1; y) si B (x; 6) sunt simetrice
in raport cu axa absciselor?

A)x=-1,y=6; C)x=-1,y=-6;

B)x=1,y=-6; D) x=1,y=6.
6. Care din figurile indicate are centru de simetrie?

A) Triunghiul; C) trapezul;

B) segmentul; D) unghiul.
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7. Care din figurile indicate are centru de simetrie si axd de simetrie?
A) Triunghiul echilateral;
B) paralelogramul;
C) trapezul isoscel;
D) dreapta.

8. Pentru care valori ale lui x si y punctele 4 (x; 7) si B (—4; y) sunt simetrice
fatd de originea de coordonate?

A)x=4,y=-T7,
B)x=4,y=7,
Cu=—4,y=7,
D) x=-4,y=-7.

9. Punctul O este centrul octogonului regulat ABCDEFKM (vezi figura).
Indicati imaginea laturii £F la rotatia in jurul punctului O dupi acele cea-
sornicului cu unghiul de 135° la miscare.

A) 4B; B) BG; C) 4AM; D) CD.
C D
B I | E
A F
M K

10. Continuarea laturilor laterale 4B si CD al trapezului ABCD se intersecteaza
in punctul M (vezi figura). Indicati coeficientul de omotetie cu centrul in
punctul M, pentru care segmentul BC este imaginea segmentului 4D, dacid

AB:BM=17:2.

2 7 2 9
A) =; B) —; C) = D) =.
)7 )2 )9 )2
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11. Punctul M (6; —3) este imaginea punctului N (2; 1) la omotetia cu coefici-
1 . ..
entul 3 Indicati coordonatele centrului omotetiei.

A) (5;-2); C) (-5; 2);
B) (8;-1); D) (-8 1).

12. Dreapta, paraleld laturii 4B a triunghiului 4BC, intersecteazi latura lui AC
in punctul £, iar latura BC,—in punctul 7. Aflati aria triunghiului CEF, daci
AE : EC=3: 2, iar aria triunghiului 4BC este egalid cu 75 cm?.

A) 36 cm?; C) 30 cm?;
B) 50 cm?; D) 12 em?.
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 5 i
o
Miscarea (deplasarea)

Transformarea figurii F, care pistreazi distanta intre puncte, se numeste
miscare (deplasare) a figurii F.

Figuri egale
Douai figuri sunt egale, daci existd miscarea, in urma cireia o figurd este
imaginea altei figuri.

Deplasarea paralela

Daci punctele X si X sunt astfel, ci XX, = a, atunci se spune, ci punctul
X, este imaginea punctului X la deplasarea paraleld cu vectorul a.

Proprietitile deplasirii paralele
Deplasarea (translatia) paraleld este miscare.
Daci figura F] este imaginea figurii /'la translatia paraleld, atunci 7} = F.

Simetrie axiala
Punctele A4 si 4, se numesc simetrice fati de (in raport cu) dreapta /, daca

dreapta / este mediatoarea segmentului 44,. Daci punctul 4 apartine drep-
tei /, atunci el este considerat simetric singur lui fatd de dreapta /.

Proprietatile simetriei axiale
Simetria axiald este miscare.
Daci figurile F'si | sunt simetrice fatd de o dreapti, atunci F'= F.

Figura, care are axi de simetrie

Figura se numeste simetricd in raport cu dreapta /, daci pentru fiecare punct
al figurii date punctul, simetric fatd de dreapta /, de asemenea apartine acestei
figuri. Axa / se numeste axa de simetrie a figurii.

Simerie centrala

Punctele A si A, se numesc simetrice in raport cu (fati de) punctul O, daci

’ 1 p 5 p >
punctul O care este mijlocul segmentului A44,. Punctul O este considerat
simetric singur lui.

Proprietitile simetriei centrale

Simetria centrald este miscare.
Daci figurile F'si F| sunt simetrice in raport cu un punct, atunci /' = F.
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Figura, care are centru de simetrie

Figura se numeste simetrici fatd de punctul O, daci pentru fiecare punct al
figurii date punctul, simetric lui fatd de punctul O, de-semeni apartine acestei
figuri. Punctul O se numeste centru de simetrie al figurii.

Proprietatile rotatiei

Rotatia este miscare.

Daci figura F, — este imaginea figurii F'la rotatie, atunci F, = F.
Omotetia

Daci punctele O, X si X, sunt astfel, ci OX, = kOX, unde £ # 0, atunci se

spune, ¢ punctul X; este imaginea punctului X la omotetia cu centrul O si
coeficientul 4.

Proprietatile omotetiei

La omotetia figurii  cu coeficientul % toate distantele intre punctele ei se
modificd de | £ | ori, adici dacd A4 si B — sunt puncte arbitrare ale figurii F,
iar punctele 4, si B, — imaginile lor corespunzitoare la omotetia cu coefici-
entul %, atunci 4,B, = | 4 | 4B.

Asemanarea

Doui figuri se numesc asemenea, daci una din ele se poate obtine din alta in
rezultatul compozitiei a doua transformiri: omotetiei i miscarii.

Ariile poligoanelor asemenea

Raportul ariilor poligoanelor asemenea este egal cu pitratul coeficientului
de aseminare.
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21. Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 9-a

1. Rezolvarea triunghiurilor
21.1. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 4 em si 10 em, iar sinusul
A, 4 o el . o . s
unghiului dintre ele este egal cu L Gasiti a treia laturd a triunghiului.

21.2. In paralelogramul ABCD se cunoaste, ca AB= 2 e¢m, AD = 4 cm,
Z/BAD = 60°. Aflati cosinusul unghiului dintre laturile AC si BD.

21.3. Determinati, este ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic,
triunghiul cu laturile: 1) 4 cm, 4 cm, 5¢cm;  2)5c¢m, 6 cm, 9 cm; 3) 5
cm, 12 ¢cm, 13 cm.

21.4. Una din laturile triunghiului este egala cu 21 cm, iar altele doua
laturi se raporta ca 3 : 8. Aflati laturile necunoscute ale triunghiului, daca
unghiul dintre ele este egal cu 60°.

21.5. Una din laturile triunghiului este egald cu 3 cm, iar a doua latura —
J7 cm., totodatd unghiul opus celei de-a doua laturi, este egal cu 60°.
Aflati latura necunoscuta a triunghiului.

21.6. Una din laturile paralelogramului este cu 4 e¢m mai mare ca
alta, iar diagonalele lui sunt egale cu 12 ecm si 14 cm. Aflati perimetrul
paralelogramului.

21.7. In trapezul ABCD este cunoscut, cda BC| AD, AD=8cm,
CD = 4+/3 cm. Circumferinta, care tece prin punctele A, B si C,
intersecteaza dreapta AD 1n punctul K, ZAKB = 60°. Aflati segmentul BK.

21.8. Bazele unui trapez sunt egale cu 3 em si 7 e¢m, iar laturile laterale
— 6 cm si S ecm. Aflati cosinusurile unghiurilor trapezului.

21.9. Circumferinta, inscrisa in triunghiul ABC, este tangenta la latura AB
in punctul D, BD = 1 cm, AD =5 cm, ZABC = 120°. Aflati segmentul CD.

21.10. Laturile triunghiului sunt egale cu 11 em, 12 cm, si 13 cm. Aflati
mediana triunghiului, dusa la cea mai mare latura a lui.

21.11. Aflati bisectoarea triunghiului, care imparte latura lui in segmentele
cu lungimile de 3 cm si 4 em si creeaza cu aceastd latura un unghi, ce este
egal cu 60°.

21.12. Segmentul BD este bisectoarea triunghiului ABC, ABC, BD =g,
LA =45° £C=75° . Aflati segmentul AD.
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21.13. Gasiti raportul laturilor triunghiului isoscel, unul din unghiurile
caruia este egal cu 120°,
21.14. In triunghiul ABC se cunoaste, ci AC =6+/3 cm, ZABC = 60°.

Aflati raza circumferintei, care trece prin centrul circumferintei inscrise in
triunghiul ABC si punctele A si C.

21.15. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 5 em si 8 em, iar unghiul
intre ele — 60°. Aflati raza circumferintei, circumscrise triunghiului dat.

21.16. Gasiti bisectoarea triunghiului ABC, dusa din varful A, daca
/BAC=a, AC=b,AB=c..

21.17. Bisectoarea unghiului BAD al paralelogramului ABCD
intersecteaza latura BC in punctul M. Aflati aria triunghiului ABM, daci
AB=4cm, ZBAD =60°. .

21.18. Aflati cea mai mare inaltime, razele circumferintelor inscrise si
circumscrise triunghiului cu laturile 4 em, 13 ¢cm si 15 cm.

21.19. Razele a doud circumferinte sunt egale cu 17 em si 39 e¢m iar
distanta intre centrele lor — 44 cm. Aflati lungimea coardei comune ale
acestor circumferinte.

21.20. Calculati aria paralelogramului, o latura a caruia este egald cu
15 cm, iar diagonalele — 11 e¢m, si 25 cm.

21.21. Bazele trapezului sunt egale cu 16 cm si 44 cm, iar laturile laterale
—17 em si 25 em. Aflati aria trapezului.

21.22. Bazele trapezului sunt egale cu 5 em si 12 c¢m, iar diagonalele —

9 cm si 10 em. Aflati aria trapezului.

2. Poligoane regulate

21.23. Aflati aria poligonului regulat cu n laturi, daca raza circumferintei
inscrise in el este egala cu 6 cm, iar n este egal: 1) 3; 2) 4; 3) 6.

21.24. In circumferinta este inscris un patrat cu latura de 4 cm. Aflati aria
triunghiului regulat, inscris in aceiasi circumferinta.

21.26. Mijlocurile laturilor dodecagonului regulat le-au unit peste una
astfel, ca figura obtinuta este un hexagon regulat. Aflati latura dodecagonului
dat, daca latura hexagonului creat este egala cu a.
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21.27. Lungimea arcului circumferintei este egald cu 6z cm. [ar masura in
grade — 24°. Aflati raza circumferintei.

21.28. Pe cateta AC a triunghiului dreptunghic ABC (ZC = 90°) ca pe
diametru s-a construit o circumferintd. Aflati lungimea arcului acestei
circumferinte, care se afla 1n afara triunghiului si se reteaza de ipotenuza
AB, daca ZA=42°, AC=8 cm.

21.29. Latura patratului este egald cu 2+/2 cm. Aflati lungimea arcului
circumferintei circumscrise patratului dat, capetele careia sunt doud
unghiuri megiese ale lui.

21.30. Distanta dintre centrele a doud circumferinte cu raza R este egala
cu R, Aflati aria figurii, care este parte comuna a acestor circumferinte, si
lungimea liniei, ce margineste aceasta figura.

21.31. Aria sectorului de cerc este egala cu 2,4n cm. Aflati masura in
grade al arcului acestui sector, daca raza cercului este egald cu 4 cm.

21.32. Diametrul rotii vagonului de tren din metrou este egald cu 78 em. in
2.5 minute roata face 1000 de rotatii. Aflati viteza trenului metropolitanului
in kilometri pe ora. Raspunsul rotunjiti-1 pana la zecimi.

21.33. Gasiti lungimea circumferintei, nscrise In segmentul, lungimea
arcului caruia este egald cu m, iar masura in grade este egald cu 120°.

21.34. La circumferinta, raza céreia este egald cu R, s-au dus doua
tangente unghiul dintre care este egal cu 60°. Aflati aria figurii, marginita
de tangente si arcul mai mic, capetele careia sunt punctele de tangenta.

3. Coordonatele carteziene pe plan

21.35. Varfurile triunghiului sunt punctele A (-4; 1), B (-2; 4) si C (0; 1).
Demonstrati, ca triunghiul ABC este isoscel, si aflati aria lui.

21.36. Gasiti coordonatele punctului de intersectia a mediatoarei
segmentului AB si axa absciselor, dacaA (5; -3), B (4; 6).

21.37. Gasiti coordonatele punctului de intersectia a mediatoarei
segmentului CD si axa ordonatelor, daca C (2; 1), D (4; -3).

21.38. Demonstrati ca patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele
A (-12;6),B(0;11), C (5;-1) si D (-7; -6) este patrat.

21.39. Punctul M (5; -2) este unul din capetele diametrului circumferintei,
punctul N (2; 0) — centrul circumferintei. Gasiti coordonatele celui de al
doilea capat al diametrului.
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21.40. Determinati, daca se afla punctele A (-4; -3), B (26; 7) si C (2; -1pe
o dreaptd. In cazul raspunsului afirmativ indicati, care din puncte se afla
intre altele doud.

21.41. Demonstrati, ca triunghiul, varfurile caruia sunt punctele
(x+2)*+ (y-3)*==52,daci C(-8;7), D (4; -1).este dreptunghic, si alcatuiti
ecuatia circumferintei, circumscrise lui.

21.42. Determinati, este oare segmentul CD diametrul circumferintei

(x+2)+ (y - 3)* = = 52, daci C (-8; 7), D (4; -1).

21.43. Circumferinta, centrul careia apartine axei ordonatelor, tece prin
punctele A (1; 2) si B (3; 6). Apartine oare acestei circumferinte punctul
C(-3;4)?

21.44. Circumferinta cu centrul in punctul M (-5; 3) este tangenta la axa
ordonatelor. Aflati coordonatele punctelor de intersectie al circumferintei
cu axa absciselor.

21.45. Aflati lungimea liniei, date de ecuatia

X+yP-2x+4y-20=0.

21.46. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul P (-3; 5) si
coeficientul unghiular al careia este egal cu 6.

21.47. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul S (-1; 4) si creeaza
un unghi de 135° cu directia pozitiva a axei absciselor.

21.48. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A (-3; 1) si este
paralela dreptei 5x + 3y = 6.

21.49. Gasiti ecuatia locului geometric al punctelor centrelor

circumferintelor, care trec prin punctele A (-3; -2) si B (2; 5).

4. Vectorii pe plan

21.50. Doua varfuri ale dreptunghiului ABCD sunt punctele A (3; 2)
si B (3; —4).. Modulul vectorului BD . este egal cu 10. Aflati coordonatele
punctelor C si D.

21.51. Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteaza in punctul O
(fig. 21.1). Exprimati vectorii CD si AD prin vectorii CO=a si OB=b.
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21.52. Patrulaterul ABCD este paralelogram. Aflati
1) BA-CD-CB;
2) AB- DA - BD +CD;
3) 4D - BA - 4C. S )
21.53. Aflati modulul vectorului n = 3a —2b, unde a (1; -2), b (-1; 3).
21.54. Punctele E si F sunt mijlocurile laturilor AB si BC ale
paralelogramului ABCD corespunzator (fig. 21.2). Exprimati vectorul EF
prin vectorii BC=a si CD=b.
21.55. Pe laturile BC si CD ale paralelogramuluyi ABCD su121t notate
punctele M si K corespunzitor, totodata BM = ZBC’ CK = gCD (fig.

21.3). Exprimati vectorii AM si AK prin vectorii AB=a si AD=b.

B F c B M c
E
'k
A D A D

Fig. 21.2 Fig. 21.3

21.56. Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt notate astfel de
puncte D si E corespunzator, cd D: DC=1:2, BE: EC=2:1 . Exprimati
vectorii BC, AB, AC, AE si CD si CD prin vectorii BE=a
si AD=b.

21.57. Sunt oare vectorii MN si KP, coliniari, daci M (4; -1), N (-6; 5),
K(7;-2),P(2;1)? _ 3

21.58. Aflati valoarea K, pentru care vectorii a (k; —2) si b (6; 3) sunt
coliniari. B B

21.59. Se dau vectorii a (3; —2) si b (x; 4). Pentru care valoare X se
executd egalitatea a @ b =127

21.60. Aflati cosinusurile unghiurilor triunghiului ABC, daca A (-3; -4),
B(2;-3),C(3;5) . Deterglina‘gi tipul Eriunghiului.

21.61. Se dau vectorii a (2; —-1) si b (1; —2). Aflati valorile m, pentru care
vectorii @ +mb si b sunt perpendiculari.

21.62. Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii @ =3m +n i
b=m-2n, dacé|ﬁ|=|ﬁ|=1 simLn..
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21.63. Se dau vectorii a (2; —4) si b (-1; 1). . Aflati:

Dla-5f 2 |2a+5].
21.64. Alcatuiti ecuatia dreptei, care este tangenta la circumferinta cu
centrul M (0; -4). In punctul A (5; -3).

5. Transformari geometrice

21.65. La deplasarea paralela imaginea punctului A (3; -2) este punctul
B (5; -3). Care punct este imagine punctului C (-3; 4) la aceasta deplasare
paralela?

21.66. Construiti imaginile punctelor A (1; -3), B (0; -5) si C (2; 1 la
deplasarea paraleld cu vectorul a (-2; 1). Notati coordonatele punctelor
obtinute.

21.67. Se dau punctele C(7; -4) si D (-1; 8). . La translatia paralela imaginea
mijlocului segmentului CD. este punctul P (-1; -3). Aflati coordonatele
punctelor, care sunt imaginile punctelor C si D.

21.68. In figura 21.4. 214 CB=CD, B
ZACB = ZACD. Demonstrati, ca punctele B si D
sunt simetrice fatd de dreapta AC .

21.69. Aflati coordonatele punctelor simetrice C
punctului K (4; -2 fata de axele de coordonate si
originea de coordonate.

21.70. Aflati X si Yy, daca punctele B (3; y) sunt
simetrice fatd de axa absciselor.

21.71. Se da semidreapta OA si punctul B, care
ii apartine. Construiti semidreapta simetrica
celei date in raport cu punctul B.

21.72. Sunt simetrice oare punctele OA fata de punctul K (1; 4)?

21.73. Scrieti ecuatia circumferintei, care este simetrica circumferintei
(x+4)++ (y-5)*=11 fata de:

1) originea de coordonate; 2) punctul M (-3; 3).

21.74. Sunt date punctele K si O. Construiti punctul K, care este imaginea
punctului K la rotatia in jurul punctului O: : 1) cu unghiul 130° impotriva
acelor ceasornicului; 2) cu unghiul de 40° dupa acele ceasornicului.

21.75. Se da segmentul AB si punctul O, care 1i apartine. Construiti
segmentul A,B,, care este imaginea segmentului AB la rotatia cu unghiul
de 50° in jurul punctului O dupa acele ceasornicului.

Fig. 21.4
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21.76. La ce unghi trebuie de rotit dreptunghiul, diferit de patrat, in jurul
centrului lui de simetrie, pentru cd imaginea lui sa fie acelasi dreptunghi.

21.77. Construiti triunghiul omotetic triunghiului obtuzunghic dat, daca
centrul de omotetie este centrul circumferintei circumscrise triunghiului,
coeficientul de omotetie k = 2.

21.78. Imaginea punctului A (8; -2)la omotetia cu centrul in originea de
coordonate este punctul B (4; -1). Aflati coeficientul de omotetie.

21.79. Laturile a doua triunghiuri regulate sunt egale cu 8 em si 28 em. Cu
ce este egal raportul ariilor lor?

21.80. Poligonul F, este asemenea poligonului F, cu coeficientul de
asemanare K. Cu literele P,, P,, S, S, sunt notate corespunzator perimetrele

si ariile lor. Completati celule libere ale tabelului.

P P, S, s, k
19 64 16

12 36 7
35 4 100
21 36 2

21.81. Dreapta, paralela laturii triunghiului cu lungimea de 6 cm, il imparte
in doua figuri care se raportd ca 1 : 3. Aflati segmentul acestei drepte, ce se
contine intre laturile triunghiului.

21.82. Pe latura BC a patratului ABCD s-a notat punctul M astfel, ca
BM:MC=1:2.. Segmentele AM si BD se intersecteazd in punctul P.
Aflati aria triunghiului BPM, dacé aria triunghiului APD este egala cu 27
cm2.

21.83. Continuarea laturile laterale AB si CD ale trapezului ABCD se
intersecteaza in punctul M. . Aflati aria trapezului, dacd AB: BM =5:3,
AD > BC,, iar aria triunghiului AMD. este egala cu 32 cm”.

21.84. In triunghiul ABC se cunoaste, ci AB = BC = 13 em, AC = 10
em. La circumferinta, Inscrisa in acest triunghi, s-a dus tangenta, care este
paralela la baza AC si intersecteaza laturile AB si BC in punctele M si K
corespunzator. Calculati aria triunghiului MBK.
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216 21. Exercitii de repetare a materialul studiat in clasa a 9-a

21.85. La prelungirea medianelor AA,, BB, si CC triunghiului ABC sa-u
notat corespunzator punctele A, B, si C, astfel, ca A4 A4, = EAAI’

BB, = %BBI, CC, = %CC1 (fig. 21.5). Aflati aria triunghiului A,B,C,,,

daca aria triunghiului ABC este egala cu 1 cm?.
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Prietenim cu calculatorul

Voi continuati sa desavarsiti deprinderile folosirii calculatorului pe care le-
ti obtinut in clasele a 7-a si a 8-a, sa Tnsusiti instrumente si softuri noi. Va
amintim, ca In afara Insarcindrilor, prezentate In acest capitol, voi puteti folosi
diverse programe, create pentru studierea cursului scolar de geometrie. Va
puteti adresa la reteaua globald Internet pentru cautarea a astfel de programe
si altei informatii suplimentare destinate cursului de geometrie.

In manual sunt prezentate informatii scurte despre savanti vestiti, lucrarile
carora sunt legate de temele, ce se studiaza. Cu ajutorul retelei globale
Internet puteti obtine mai multd informatie despre biografiile si descoperirile
lor.

Daca planificati se alegeti o profesie, care necesitd utilizarea permanenta
a cunostintelor din matematica, atunci puteti incepe sa insusiti pachetele
matematice (de exemplu, Mathcad, MATLAB si altele), care posedd un
puternic instrumentar pentru calcule matematice si constructii geometrice
etc. Pentru viitorul inginer sunt necesare cunoasterea graficii ingineresti si
priceperea in construirea desenelor tehnice complicate (de obtinut aceste
cunostinte se poate, de exemplu, folosind pachetul AutoCAD). Voi puteti
insusi aceste softuri, executand insarcindrile din cursul de geometrie.

In acest capitol sunt prezentate insarcindri, pe care le puteti executa cu
ajutorul calculatorului in masura studierii temelor corespunzatoare. Prioritar
acestea sunt Insarcinari pentru construirea figurilor geometrice, pe care le
veti executa cu ajutorul editoarelor grafice, si a calculelor, pe care le puteti
indeplini cu ajutorul calculatorului de buzunar si a pachetelor matematice.

In afara acestor insircindri puteti executa insircinirile din rubrica
“Insdrcinari practice” nu numai in caiet, dar si cu ajutorul editorului grafic.

O mare parte a cursului de geometrie pentru clasa a 9-a este destinatd
coordonatelor carteziene pe plan, ecuatiilor unor figuri. In dependenti
de posibilitatile limbajului de programare, pe care il studiati la lectiile de
informatica sau individual, vd recomanddm sa scrieti programe pentru
reprezentarea pe ecranul calculatorului a punctelor cu coordonatele date;
dreptelor si circumferintelor cu ecuatiile date etc. Aceste Insarcinari se pot
executa la lectiile de informatica sau in timpul lucrului extragcolar pentru
studierea individuala a programarii. Mai jos sunt prezentate cele mai simple
insarcinari; luandu-le ca idee, voi puteti sine statator sa ganditi Tnsarcinari
noi si sa creati programe pentru indeplinirea lor.
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218 Prietenim cu calculatorul

Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pana la 180°

1. Aseinvataa calcula functiile trigonometrice ale unghiului, si totodata
a gasi marimea unghiului dupa valoarea functiilor trigonometrice ale
lui cu ajutorul calculatorului de buzunar.

Teorema cosinusurilor
2. [llustrati consecinta din teorema cosinusurilor cu ajutorul editorului

grafic Tn modul urmator.

Alegeti un set de numere pozitive, care satisfac conditia a*< b* + ¢* , unde
a—este cel mai mare din numerele alese. Construiti o totalitate de segmente
cu lungimile date a, b si . Alcatuiti din aceste segmente un triunghiuri. Se
va dovedi el sa fie ascutitunghic? Executati aceleasi actiuni pentru conditia
a> > b+ si a®=b* + & Numerele @, b si € trebuie sa satisfaca conditia
a<b+ec

Teorema sinusurilor
3. Reprezentati un triunghi arbitrar, masurati cu mijloacele editorului
grafic laturile si unghiurile lui. Controlati daca se indeplineste teorema
sinusurilor. Petreceti calculele de-asemeni cu ajutorul calculatorului.

Rezolvarea triunghiurilor. Formulele pentru
aflarea ariilor triunghiului
4. insarcinarile punctelor 4, 5 care necesitd aflarea valorilor functiilor
trigonometrice si executarea unui volum mare de calcule, executati-le
cu ajutorul calculatorului.
Poligoanele regulate si proprietatile lor
5. Ganditi-vd cum sa construiti poligoanele regulate. Examinati doua
modalitati: 1) folositi teorema 6,2 si formula pentru calculele marimi-
lor unghiului de la centru a poligonului inscris; 2) folositi informatia
despre marimea unghiului poligonului regulat si lungimea laturii lui.
6. Construiti cateva poligoane regulate cu numarul dat de laturi.
Lungimea circumferintei. Ari cercului
7. Calculati de cateva ori lungimea circumferintei si aria cercului, folo-
sind aproximarea numarului 7 cu diferitd exactitate.
Sunt oare in calculatorul de buzunar sau pachetul matematic, pe care il
folositi mijloace pentru folosirea valorii standard a numarului n? Cu ce
exactitate se dd numarul & de catre aceste mijloace?
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Distanta dintre doua puncte cu coordonatele date.
Coordonatele mijlocului segmentului
8. Majoritatea editoarelor grafice afiseazd campul pentru desenare in as-
pectul planului de coordonate. Cercetati, in ce mod se stabilesc coor-
donatele punctelor pe acest plan. Ganditi-va, cum puteti folosi acest
instrument pentru executarea constructiilor.

Ecuatia figurii

9. Daca studiati pachetele matematice, puteti cu mijloacele lor sa
construiti cateva figuri arbitrare cu ecuatiile date.

10. Studiind programarea la lectiile de informatica, voi puteti crea mijloa-
cele sale pentru reprezentarea pe ecranul calculatorului a figurilor cu
ecuatiile date.

11. Gasiti in reteaua globala Internet informatii despre dispozitivele pentru
automatizarea lucrarilor de desenare liniard (asa numitele plotter-e,
engl. plotter). Cu ce se aseamana si prin ce se deosebesc principiile de
construire a imaginilor pe ecranul calculatorului si hartia plotter-ului
Faceti cunostinta cu notiunea de ”grafica broastei testoase”.

Scrieti programul, care pentru valorile date a, b face concluzii care figura

este graficul ecuatieiy = kx + b, afiseazd mesaj despre aceasta si reprezinta

acest grafic pe ecranul calculatorului.

Coeficientul unghiular al dreptei

12. Ce mijloace ale editorului grafic se poate utiliza, pentru a construi o
dreapta cu coeficientul unghiular dat?

13. Scrieti un program, care dupa valoarea marimii K si b construieste
imaginea dreptei y = kx + b pe ecranul calculatorului.

Notiunea de vector

14. Reprezentati cu ajutorul editorului grafic cativa vectori care ilustreaza
continutul punctului 12 al manualului. Care instrument folositi pentru
construirea vectorilor coliniari? Vectorilor coorientati? Vectorilor opus
orientati? Determinati modulele vectorilor construiti. Cum de indepli-
nit aceasta cel mai simplu?

Coordonatele vectorului
15. Reprezentati pe ecranul calculatorului sistemul cartezian de coordona-
te, alegeti un vector unitar comod. Stabiliti coordonatele vectorului si
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220 Prietenim cu calculatorul

unui punct oarecare. Depuneti de la acest punct vectorul cu coordonatele
date.

Adunarea si scaderea vectorilor
16. Desenati cativa vectori arbitrari. Cu ajutorul carui instrument al
editorului grafic este cel mai simplu de gasit suma si diferenta vectorilor?

Inmultirea vectorului cu un numar

17. Desenati un vector arbitrar si stabiliti cateva numere arbitrare (na-
turale, intregi, fractionare). Construiti vectorii, care sunt produsul vectoru-
lui reprezentat si a acestor numere.

Produsul scalar al vectorilor

18. Construiti pe planul de coordonate doi vectori arbitrari. Stabiliti
marimea unghiului intre ei cu ajutorul consecintei din teorema 16.2.
Controlati rezultatul, determinand unghiul intre acesti vectori cu ajutorul
mijloacelor editorului grafic.

Transformari geometrice

19. Determinati, ce mijloace ale editorului grafic ofera posibilitatea
executarii deplasarii figurii. Ce tipuri de deplasari se pot realiza cu ajutorul
lor?

20. Gasiti mijloacele editorului grafic, cu ajutorul cirora se poate

construi: 1) o figurd, simetrica figurii date fata de dreapta data; 2) o figura,
simetrica figurii date fatd de un punct; 2) o figura omotetica figurii date.

21. Gasiti mijloacele editorului, cu ajutorul cdrora se poate construi
figura, asemanatoare figurii arbitrare date. Care mijloace trebuie de folosit,
ca figurile acestea sa fie asemenea cu coeficientul dat?
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Raspunsuri si indicatii la exercitii
§ 1. Rezolvarea triunghiurilor

1. Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului de la 0° pﬁnz'l la 180°

1.11. 3)£ u—£ 4)0.6. 1.12. 1)— -2 2)£ 1.15. 1)
32 13’ 1

2-43; 2) 1,5, 3) —f 2. 116.1) 3;2) ~. 121, —. 1.22. 120°.
1.23. 10 cm, 30°, 120°. 1.26. 5/6 cm.

2. Teorema cosinusurilor

2.3.120°. 2.4. 45°. 2.10. 247 cm. 2.11. Y10 cm. 2.12. /21 cm
sau V29 cm. 2.13.13 cm. 2.14. a+2++2. 2.15. 389 cm.

2.16. \Ja® +b® +ab2. 2.17. Ja® +b® —ab. 2.18.15 cm, 24 cm. 2.19. 2 cm,
4 \/§ cm. 2.20.3 cm, 5 cm. 2.21. 10 cm, 6 cm, 14 cm. 2.22. 6 cm sau 10 cm.

2.23.75 cm. 2.24. 13 cm. 2.25. /79 cm. 2.29. 14 cm. 2.30. 34 cm. 2.31. 7 cm,
9 cm. 2.32. 20 cm, 30 cm. 2.33. 8 cm. /ndicatie. Duceti prin varful B o dreapti,

paraleli laturii CD, si cercetati triunghiul, care se formeazi dupi acesta.

2.34. % 2.35. /2‘;7 cm. 2.36. Nu. 2.38. 10 cm. 2.39. 6 cm. 2.40. 11 cm.
2.41.6 cm. 2.42.22 cm. 2.47.4 cm, 6 cm.

3. Teorema sinusurilor
a sin m sin o sin
B 3.17 —B

3.14. 26 cm.3.15.6 cm. 3.16. ————"_ 3.17. )
cos(B+7y)siny sin (o - )

csin o sin (o + ) m sin o sin @

3.18. . 3.19.

sin y sin @ sin B sin (o + )

. 3.21.9 cm. 3.22. % om.

3.23. 60° sau 120°. 3.24.4.5 ore. 3.25. — 2Smosiny

. o -
a sin (o0 + v) cos
acos —

85 .
3.26. AT 3.28. — cm. Indicatie. Raza cdutata se poate afla ca
sin (450 + Ia) 8

raza circumferintei, circumscrise triunghiului, laturile caruia sunt una din baze,
latura laterala si diagonala trapezului.
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222 Raspunsuri si indicatii la eercitii

om si
asina . Indicatie. Demonstrati, ca CE = DE. 3.30. Lmﬁ,
sin B sin (o +B)

3.29.

2msin o . . .
——— . Indicatie. Pe prelungirea medianei AM pentru punctul M notati una
sin (o + B)

astfel de punct K, ca AM = MK, si si aplicati teorema sinusurilor la triunghiul

a sin (o + P)

ACK sau triunghiul ABK. 3.31. . 3.32. Indicatie. Exprimati

2sin o

unghiurile AHB, BHC si AHC prin unghiurile triunghiului ABC. 3.33. Mai repe-
de se poate de ajuns prin satul C. Indicatie. Acceptati distanta dintre oricare doua
sate ca flind egald cu a si exprimati prin a distantele intre celelalte sate. 3.34. Au-

tobusul. 3.37. 12 cm.

4. Rezolvarea triunghiurilor

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Indicatie. Duceti printr-un varf al bazei mai mici
o dreapta, paralela laturii laterale a trapezului si examinati triunghiului, care se

formeaza dupa aceasta. 4.13. 9 cm. 4.14. 30 cm, 48 cm.

5. Formule pentru aflarea ariei triunghiului

5.4. 1) 60° sau 120°; 2) 90°. 5.5.30° sau 150°. 5.9. 12 cm. 5.10. 24 cm.

5.11. 24 cm?. 5.12. —cm 5.13. 1)— em, 22 cm;2)8 om, 22° cm.5.14. 2 cm,

U5 o sas 3 .5 5.26. Ssimbsiny Booo oo

8 , 2sin(B+v)

X sin a sin b sin (a +b). 5.28. b SlnaSIH(a+B). 5.29. ﬂ
2sin 3 2sin o

h® sin B
2 sin o sin (a0 + P)
Folositi-va de faptul, ¢d Sxgc = Spgp t Sacp- 3-33. 360 cm?. Indicatie. Duceti prin
unul din capetele laturii mai mici ale trapezului o dreapta, paralela laturii laterale
ale trapezului, si gasiti inaltimea triunghiului, pe care aceasta dreapta o reteaza din

trapez. 5.34. 12 J5 em?. Indicatie. Indicatie. Fie ABCD —trapezul dat, BC || AD..

Duceti prin varful C o dreapta, care este paralela dreptei BD si intersecteaza dreap-
ta AD in punctul E. Demonstrati, ca triunghiul ACE si trapezul dat sunt egali dupa

Arime. 1
martme ZAK @ AM sin A

. S
1:2. Indicafie. —2¥K = 21 =cos® A. 5.36. 19,5 cm.
Sanc EACQ ABsin A

5.30. . 5.31. 51 cm?, 75 cm?, 84 cm?. 5.32. % cm. Indicatie.
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Raspunsuri si indicatii la eercitii 223

5.37.13 cm, 14 cm, 15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 cm, 21 cm. 5.41. 9,6 cm.

§ 2. Poligoane regulate

6. Poligoane regulate si proprietitile lor
2 2
6.20. |R*-L. 6.21. 2JR* —/%. 6.22. [r*+. 6.26.~ 17,4 cm.
4 . . 4 a(3+\/§)
6.27.~ 19,8 cm. 6.28. 5 ctopin. 6.29. 18 cropiH. 6.32. 1) T;
2) M 633.1) 223, 0 V8 (11 635 VB 12, 638, 44 om.

23
6.39. 2R* 2. 6.40. a3; 2a; 32 2*/5. 6.41.6 (v2-1) cm. 6.42. 8 cm. 6.43.

aV2++2, a(V2+1), a+Ja+22. 6.44. @ 6.45. M.

2
6.46. Triunghiuri sau patrate, sau hexagoane. Indicatie. In jurul unui punct se pot
aseza atatea placute, de cate ori unghiul la varful placutei, care este egal cu

180°(n—-2 .. . 180°(n-2 2
L, , este mai mic decat 360°, adica 360° : (n-2) = n2
n n n-

Valoarea expresiei trebuie sa fie numar natural. Deoarece

placute.

n-2

2n _2n-d4+4 2+ 4 atunci valoarea
n-2 n-2 n-2"" Y D o K

trebuie sa fie numar natural. 6.47.

n-2 B o
Indicatie. Fie ABCDEF — hexagon regulat (vezi

figura). K — punctul de intersectie al dreptelor CD
si EF. Atunci AK este segmentul cautat. 6.49. 18 A F
cm. 6.50. 96 cm?. 6.51. 9 cm.

expresiei

7. Lungimea circumferintei. Aria cercului Pentru problema 6.47

7.25.22,5°.7.30. /6 cm. 7.32. 1) M cm?; 2) W cm?;
gy BUIEED) 35, 1) 2D ) 10BN g 3 2 e,

10+ 25+ 35+

20# 20#
m, — cm. 7.39. cm, — cm, —
3 18 18 3

7.40. 8?# cm. 7.41. 6p cm. 7.42. 1 : 1. Indicatie. Demonstrati, ca in ambele cazuri

e .. . - 1
suma, lungimilor semicircumferintelor este egala cu E;tAB. 7.44. 50 cm.
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224 Raspunsuri si indicatii la eercitii

2 2 2
a’ (n-2) a (4n—3\/§). 7 40, PR
36 9

7.46. 7.47.= 17,3 %. 7.48.

2 e . . .
7.50. a® (g—l). 7.51. %. Indicatie. Examinati triunghiul AND si demonstrati,

ca el este echilateral.

7.52 .Indicatie. Suma ariilor tuturor secerilor vopsite si nevopsite este egald cu
suma ariilor a doua cercuri, diametrele carora sunt laturile alaturate ale dreptun-
ghiului, iar suma secerilor ne vopsite si a dreptunghiului este gala cu aria cercului,
diametrul caruia este diagonala dreptunghiului. Aratati, ca aceste sume sunt egale.
7.53. Indicatie. Partea comuna a patratelor contine cercul, raza caruia este egala cu

1 130 312
3 cm (vezi figura). 7.55. 17 cm, 17 cm. Indicatie. Prin mijlocul laturii mai

mici a bazei duceti drepte paralele la laturile laterale ale trapezului.

Pentru problema 7.53

§ 3. Coordonatele carteziene pe plan

8. Distanta intre doua puncte cu coordonatele date. Coordonatele mijlo-
cului segmentului.

8.13. 1) Da, punctul B se afld intre puncteleAsi C.; 2) nu. 8.15.x =7 sau
sau —1. 8.16. (3; 0). 8.17. (0; 0,5 818(3 0,5). 8.19. (-2; 2). 8.20. (3; -2).
8.24. 4(-5;3), C(7;5).8.25. 2/73. 8.26. (3+/3; 2+/3) sau (~-33; ~24/3).

8.27. (-2; 4/3) sau (-2; —4+/3). 8.28.(3; 3) sau (-6; 6).Indicatie. Cercetati
doua cazuri: B (a; a) sau B (a; —a). 8.29. (5,5; 0), (3; 0), (-1; 0). Indicatie.
Examinati tei cazuri: AC = BC, AC = AB 51 BC = AB. 8.30. (0; 6), (0; 4), (0; 3,5),
(0; 8,5). Indicatie. Examinati tei cazuri:AC* + BC* = AB2, AB? + BC? = AC?,
AC? + AB? = BCZ. 8.31. /33 cm. 8.32. 56°, 124°. 8.33. 8 cm si 16 cm.
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9. Ecuatia figurii. Ecuatia circumferintei

9.16. Doua circumferinte: X*> + (y — 11> =45six> + (y + 1> =45.9.17. (x—3)* +
+y?=50.9.19. 1)da, punctul (—1; 5) — este centrul circumferintei, R = 7; 2) nu;
3) nu; 4) da, punctul (2; 7) — este centrul circumferintei, R =+/2. 9.20. 1) Punc-
tul (0; —8) — este centrul circumferintei,, R = 2; 2) Touka (4; —2) — este centrul
circumferintei,, R = /5. 9.21. (x—2) +y2=13.9.22. (X - 2>+ (Y — 1)*=25
sau (X —3)2+ + (y—8)2=25.9.23. (x+5)2+(y-2)> =10 sau
X+1yP+(y+2)=10.924. (x-2)* +(y +2)) =4sau(X +2)* + (Y + 2)* =
Indicatie. Diametrul circumferintei cdutate este egal cu distanta dintre axa
absciselor si dreapta y = —4, iar centrul circumferintei apartine bisectoarei
celor de-al treilea sau al patrulea unghi al cadranului de coordonate
9.25.(x— 1)+ (y—1)*>=1sau (x—1)>+(y+1)>==1. 9.26.1)
(x+3)2+(y—2)2—25 2) (x+1)2+(y+3)2—l69
9.27. 180+/3 cm?. 9.28. 70 cm. 9.29. 600 cm?.

10. Ecuatia dreptei

10.7.1) y=2x—5; 2) x=3; 3) y=—1; 4) 5x+3y=6. 10.8. 1) y =
= 3x+1;2)X—6y=12.109. 1) (- 8:-31):2) (-1:2). 10.10. 1) (2;-7); 2) (4
~1).10.11. y = —0,5%— 4. 10.12. y=jx-. 10.14. 12.10.15. 28. 10.16. 6.

1029
29

10.17. (2; 5), (5; 2). 10.18. (5; 0). 10.20. . Indicatie. Distanta ciu-

tatd este egald cu Tndltimea triunghiului,mérginit de axele coordonatelor si
dreapta data. 10.21. 4~/2. 10.22. 3+/10. 10.23. x—3y ==2.10.24. 7x + 5y = —
10.25. (3; 3) sau (15; 15). 10.26. (-2; 2) sau (—10; 10). 10.27. (x —3)*+ (y -4
P =17. 10.28. (y — 4)(y + 4)=0. 10.29. 10 cm, 58 cm. 10.30. 104 cm.
10.31. 12,5 cm.

11. Coeficientul unghiular al dreptei

11.5. 1) y =4x + 19; 2) y=-3x — 2; 3) y = 7. 11.6. y = 0,5 — 4.
1.7.1) y=-7x+2; 2) 3x — 4y =-39. 11.8. 1) y=9x + 13; 2) 3x +y ==

119.1) y=x/3+6-2+3; 2) y=-x/3+6+2+3. 11.10. ) y==x — 5;
2)y=-x+1. 11.11. ) y—’“f+3 6) y——’“f+2 11.12. 1) Da; 2) da;

3)nu;4)nu. 11.14. y = 4x + 9. 11.15. y=3x—-12. 11.16. y=x+4.11.18. 30 cm,
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§ 4. Vectorii

12. Notiune de vector

12.26. Dreptunghi sau trapez isoscel.. 12.34. 60°, 120°. 12.35. 4 cm, 12 cm.

12.36. 2 ‘/_

. Indicatie. Duceti In varful B o dreaptd, paralela dreptei MK.

13. Coordonatele vectorilor
13.16. AF(-2;2), FD(24). 13.17. DE(-4;6), EO (-4; —6).

13.18. @ (-6; -8) sau a (8; 6). 13.19. ¢ (vV2;v2) sau ¢ (—v2; -v2).
13.20. C (7;17), D (2; 17) sau C (7;-7), D (2; ~7). 13.21. B (16; 2), C (16; —6)
PENE

-

sau B (—14; 2), C (-14;-6). 13.23. 20 cm, 7 cm, 21 cm. 13.24.

14. Adunarea si sciderea vectorilor

14.45. 1) Da; 2) da; 3) nu. 14.46. Indicatie. Aratati, ca fiecare din
vectorii OA +OC si OB+0D sunt egali cu vectorul nul. 14.48. Indicatie.

Este suficient de aritat, ci XA - XB= XD — XC. . 14.49. Circumferinta cu
raza AB si centrul in punctul A. 14.50. Mediatoarea segmentului AB. 14.51.

0,2 m/s, V la m/s. 14.52. 60°. 14.53. Indicatie. Fie segmentul ------ este
medianAa triunghiului ABC.

In continuarea segmentului 44 dupa punctul A, depuneti segmentul
AD, egal cu MA,. 14.54. Indicatie. Avem A,A +A B, +BB,+B,C, +
+CC,+C,A, =0, AB +B,C, +C,A, =0,, de aici
A,A +AB +BB,+B,C + +CC,+C,A, =0, AB +B,C,+C,A, =0, 4
cm, 6 cm. 14. 56. 2,5 cm.

15. Inmultirea vectorului cu un numar

15.31. -4; 4. 15.32. -1,5. 15.34. m( 15; 36). 153? a (-3 ; 4).
15.38.x=2, y=-3. 15.39. OK =0,5a —0,1b. 15.43. BM = —BA+3BC
15.45. Indicatie. Pe de o parte M, M, = M| B, + BB, + B,M,. De pe alti par-
te M\M, = M| A + A A, + A,M,. Adunati aceste egalitati. 15.51. Indicatie. Fir
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segmenAA,, BB, si CC, — medianele triunghiului ABC. Folositi-va de faptul, ca
AA, + BB, + CC =0.15.52. Indicatie. Folositi-va de problema 15.45si proble-

ma cheie 1 din punctu. 15. 15.53. Indicatie. Exprimati vectorii BM si BN prin
vectori BA si BC. 15.54. 18 cm. 15.55. 60°; 24+/3 cm?. 15.56. R+/3.

16. Produsul scalar al vectorilor

16.17. 1) — 2) 1 3) s 4)0.16.20.-3 si 3. 16.21.—1. 16.23. b (- 12' 16).

16.24. -1 s11 16.26. 4. 1627 ~0,5.16.28. 7. 16.29. 27. 16.32. 2, 0, %

16.33. 30°, 60°, 90°. 16%6 0°. 16.37. 120°. 16138 Indicafie. Fie CA=a,
CB=b. Atunci CM = Ea +— b AK =-a +§b. Aflati produsul scalark

CM o AK. 16.39. 45°. Indzca}ze. Fie OB = 5, OoC=c. Exprimati vectorii

AB si DC prinvectorii b si c. 16.40. 30°. Indicaie. BD = l(ﬂ + E)
De aici BD' =§(ﬁﬂ+ﬁ.ﬁ), BD' =§|ﬁ)|.| BA |- cos ZABD.
16.41. Indicatie. BD = %(ﬂ + ﬁ), MF = MB+ BF. Riméane de aratat, ca
BD-MF =0. 16.43. 100 cm. 16.44. 6p cm.

§ 5. Transformari geometrice
17. Miscarea (deplasarea) figurii. Translatia paralela

17.13. Pentru AB||a. 17.23. O multime. 17.29. (X + 3)° + (y — 47 = 1.
17.30. y = x> — 4x + 1. 17.31. Indicatie. Fie ABCD — trapezul ciutat (BC ||

AD). Construiti imaginea diagonalei BD la translatia paraleld cu vectorul
BC. .17.33. Indicatie. Construiti imaginea dreptei la translatia paraleli cu

vectorul AB (sau BA ) . Examinati punctele de intersectie al imaginii cu

circumferinta datd. Mentionam, cd atunci cind imaginea construiti si
circumferinta datd nu au puncte comune, problema nu are solutii. 17.35.
Indicatie. Fie ABCD — patrulaterul cautat cu laturile date 4B si CD (vezi
ﬁgura) Cercetim translatia paraleli a laturii 4B cu vectorul BC. Trlunghml
4,CD se poate construi dupa doui laturi CD si CA, = BA si unghiul 4,CD,,
care este egal cu/BCD — (180° — £ABC) Triunghiul 44, D se poate construi
dupi latura 4, D- si doua unghiuri aliturate4A4, D si ADA,..17.36. Indicatie.

Fie punctul 4,— imaginea punctului 4 la translatia paraleld cu vectorul MN.
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. Uniti punctele -4, si B 17.37.36 cm. 17.38. 40.17.39. 490 cm?.

A D

Pentru probleme 17.35

1. Simetria centrala. Rotatia

19.22. Indicatie. Sa acceptam, ca triunghiul ABC are centru de simetrie.
Atunci, de exemplu, imaginea varfului A este punctul B. Deci, centrul de
simetrie este mijlocul laturii AB. Insa in acest caz imaginea varfului C nu
apartine triunghiului ABC. 19.24. Indicatie. La simetria centrala imaginea
laturii patrulaterului dat este latura aceluiasi patrulater. Mai departe folositi-
va de problema cheie 1 p. 19. 19.25. Indicatie. La simetria centrala fata de
punctul O imaginea punctelor si apartin circumferintei cu centrul O.

B

A‘\\ VC

4

La problema 18.33

18.30. Indicatie. Fie punctul este imaginea punctului A la simetria in
raport cu dreapta a. Atunci punctul de intersectie al dreptelor a si va fi cel
cautat. Mentionam, cd atunci cand punctele A si B sunt simetrice fata de
dreapta a, atunci problema are o multime de solutii. Daca punctele A si
B sunt egal departate, dar ne simetrice fatd de dreapta a, atunci problema
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nu are solutii. 18.32. Indicatie. Fie punctul este imagine punctului A la
simetria in raport cu dreapta a. Atunci punctul de intersectie a dreptelor a
si va fi cel cautat. 18.33. Indicatie. Fie triunghiul — imaginea triunghiului
ABC la simetria fatd de segmentul BC (vezi figura). Triunghiul se poate
construi dupa doua laturi AC si AB) si unghiul, care este egal cu diferenta
unghiurilor B si C. 18.34. Indicatie. Fie punctul este simetric punctului
A simetric in raport cu dreapta AB. Construiti circumferinta cu centrul in
punctul , care este tangenta la dreapta AB. Duceti prin punctul D o tangenta
la circumferinta construitd: aceastd tangenta intersecteaza dreapta AB in
punctul cautat. 18.35. Indicatie. Fie dreapta | este mediatoarea diagonalei AC.
Punctul este simetric punctului B fata de dreapta |. Folositi-va de faptul, ca
patrulaterele ABCD si unt egale ca marimi. 18.36. Punctul de intersectie al
inaltimilor triunghiului ABC. 18.37. CD; 7 cm, 10 cm. 18.39. y=0,5 x—-0,5..

La problema 19.27

19.28. Indicatie. Cercetati simetria centrald cu centrul in punctul de
intersectie a diagonalelor ale unuia din paralelograme. 19.29. Indicatie.
Aflati mijlocul segmentului AC, iar mai departe folositi-va de problema 2
p- 19.19.30. Indicatie. Fie O —punctul dat, si— dreptele date. Sa construim
imaginea dreptei la simetria fata de punctul O. Vom obtine dreapta - (vezi
figura), care intersecteaza dreapta in punctul E. S& gasim preimaginea
punctului E pentru simetria examinata. Evident, ca el trebuie sa apartina
dreptei Deci, punctul, simetric punctului E fatd de punctul O, de asemenea
apartine dreptei.

Ne
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La problema 19.30

19.31. Indicatie. Folositi-va de idea rezolvarii problemei 4 p.19.
19.32. Indicatie. Sa examinam rotatia cu centrul In punctul C impotriva
acelor ceasornicului cu un unghi de 60°. Pentru o astfel de rotatie imaginile
punctelor E si B vor fi corespunzator punctele D si A Deci, segmentul
AD si mijlocul lui K vor fi corespunzator imaginile segmentului BE si a
mijlocului lui M.

19.33. Indicatie. Fie si dreptele paralel date, O — punct arbitrar al
dreptei (vezi figura). Dreapta — imaginea dreptei la rotatia in jurul
punctului O impotriva acelor ceasornicului cu unghiul de 60° — intersecteaza
dreapta in punctul M. Sa aflam preimaginea punctului M pentru rotatia
data. Evident, ca el apartine dreptei . De aceea este suficient de depus de
la semidreapta OM unghiul, ce este egal cu 60°.

L N /

l3
r /M
l1/

La problema 19.33

19.34. Indicatie. Fie O — punctul dat, si — dreptele date. Construiti
segmentul , mijlocul caruia este punctul O, iar capetele sa apartina
dreptelor Acest segment este una din diagonalele rombului. Aflati punctul
de intersectie a dreptei cu mediatoarea segmentului AC. 19.35. Indicatie.
Sa cercetam rotatia cu centrul in punctul A Tmpotriva acelor ceasornicului
cu un unghi de 90°. Pentru aceasta rotatie imaginea segmentului AD va
fi segmentul AB (vezi figura). Fie punctul — imaginea punctului Atunci
triunghiul este imaginea triunghiului ADE. De aici. . Deci, triunghiul este
isoscel.
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E, B F c
E
A D

La problema 19.35

19.36. Indicatie. S examinam rotatia cu centrul in punctul A dupa
acele ceasornicului cu un unghi de 60° (vezi figura). Pentru aceasta rotatie
imaginea triunghiului este triunghiul (punctul — imaginea punctului P).
Triunghiul este echilateral. Deci, AB = 90°. A ramas de mentionam, ca
- 19.39 cm.

A————c
P

1

La problema 19.36

20.28.CA. 20.29. 2) k = 2, punctul B sau k = -2, punctul de intersectie
al diagonalelor trapezului AMNC. 20.34. /ndicatie. Fie circumferinta data
este tangenta la dreapta a in punctul M. Punctul — imaginea punctului M
la omotetia cu centrul A. Deoarece imaginea dreptei a este aceiasi dreapta,
atunci punctul M1 apartine dreptei a. Aratati, cd imaginea circumferintei
date si dreapta a au numai un punct comun 20.35.. /ndicatie. Dupa definitia
omotetiei. Aflati coordonatele vectorilor. 20.36. (-3; 2). 20.37. 1) x=-3,y
=8 2)x=12,y=-2.20.38. x=0,y = 0. 20.39. 28 cm2. 20.41. 112 cm?2.
20.43. Indicatie. Folositi-va de faptul, ca coeficientul unghiular al dreptei
cautate este egal cu 2. 20.44. ABC. 20.45. Indicatie. Dreapta este imaginea
dreptei la omotetia cu centrul in punctul de tangenta si coeficientul, care este
egal cu raportul razei mai mari la cea mai mica. 20.47. Circumferinta, care
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este imaginea circumferintei date la omotetia cu centrul A si coeficientul

1

2 , cu exceptia punctele A. 20.49. Indicatic. 20.20. 1) 1,5; ; 3) D. 20.24.
.20.25. 12 cm. 20.26. 28,8 cm2. 20.29. 2) k = 2, punctul B sau k = -2,
punctul de intersectie al diagonalelor trapezului AMNC. 20.34. Indicatie.
Fie circumferinta data este tangenta la dreapta a in punctul M. Punctul —
imaginea punctului M la omotetia cu centrul A. Deoarece imaginea dreptei
a este aceiasi dreapta, atunci punctul M1 apartine dreptei a. Aratati, ca
imaginea circumferintei date si dreapta a au numai un punct comun 20.35
Indicatie. Dupa definitia omotetiei . Aflati coordonatele vectorilor si
20.36. (-3;2).20.37. 1) x=-3,y=8;2) x=12,y=-2.2038.x=0,y =
0.20.39. 28 cm2. 20.41. 112 cm2. 20.43. [ndicatie. Folositi-va de faptul,
ca coeficientul unghiular al dreptei cautate este egal cu 2. 20.44.  20.45.
Indicatie. Dreapta este imaginea dreptei la omotetia cu centrul in punctul
de tangenta si coeficientul, care este egal cu raportul razei mai mari la cea
mai mica. 20.47. Circumferinta, care

punctului A. 20.49. Indicatie. Triunghiul cu varfurile in punctele obtinute
este imaginea triunghiului cu varfurile in mijlocurile laturilor triunghiului
dat la omotetia cu centrul M si coeficientul 2. 20.50. /ndicatie. Construiti un
triunghi arbitrar, doud unghiuri ale caruia sunt egale cu doud unghiuri date

Triunghiul céutat este imaginea triunghiului la omotetia cu centrul intr-un
punct arbitrar cu coeficientul care este egal cu raportul razei date la raza
circumferintei construite. 20.52. Indicatie. Vezi rezolvarea problemei 2 p.20.
20.53. Indicatie. Examinati omotetia cu centrul in mijlocul segmentului AB
si coeficientul . 20.54. Dreapta, care este imaginea dreptei | la omotetia
cu centrul in mijlocul segmentului AB si coeficientul , cu exceptia punc-
tului de intersectia al dreptelor AB si | (daca astfel de punct exista). 20.55.
Indicatie. Construiti o circumferinta arbitrara, care este tangenta la laturile
unghiului (vezi figura). Fie — unul din punctele de intersectie a dreptei BM
cu circumferinta construitd. Cercetati omotetia cu centrul in punctul B si
coeficientul, ce este egal cu raportul. Problema are doua solutii. 20.56. 96
cm2, 4,8 cm. 20.57. 24.Problema are doua rezolvari. 20.56. 96 cm?, 4,8 cm.
20.57. 24.
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A

La problema 20.55

21. Exercitii pentru repetare din cursul de geometrie din clasa a 9-a

21.1. 2417 cm sau 2441 cm. 21.2. ‘ﬁ+—J/E‘2 21.4.9 cm, 24 cm.
221

21.5. 1 cmsau 2 cm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. Indicatie. Deoarece trapezul

ABCK atunci AB = CK. atunci ZKAC = ZAKB, AC = BK. 21.8. %; —%;
—é; % 21.9. Vi1l cm. 21.10.9,5 cm, 21.11. 12 cm.  21.12. “22.
21.13.1:1:43.  21.14. 6 cm. 21.15. % em. 21.16, —2¢sin®

o
b+ c)sin —
( ) 9

Pentru problema 20.55
21. Exercitii pentru repetarea cursului de geometrie clasa a 9-a
21.1. 12 cm . 21.2. 10 cm. 21.4. 9 cm, 24 cm.
21.5. 1 cmsau 2 cm. 21.6. 36 cm. 21.7. 4 cm. Indicatie. De oarece trapezul
ABCK este inscris, atunci . Totodata ABCD/E 21.8. 21.9. x cm. 21.10. 9.5

cm. 21.11. 12 cm. 21.13. \/§ 21.14. 621.15. 3 cm. 21.16. I Indicatie.
Folositi-va de formula pentru calcularea ariei triunghiului dupa doua laturi
si unghiul dintre ele. . Indicatie. Triunghiul este imaginea triunghiului
ABC la omotetia cu coeficientul si centrul in punctul de intersectie al
medianelor triunghiului ABC. circumferintei, circumscrise triunghiului,
laturile caruia sunt una din baze, latura laterala si diagonala trapezului.

3.29. . Indicatie. Demonstrati, ca CE = DE. 3.30.  [ndicatie. Pe
prelungirea medianei AM pentru punctul M notati una astfel de punct K ,
ca si aplicati teorema sinusurilor la triunghiul ACK sau triunghiul ABK.
3.31. . 3.32. Indicatie. Exprimati unghiurile AHB, BHC si AHC prin
unghiurile triunghiului ABC. 3.33. Mai repede se poate de ajuns prin satul
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C. Indicatie. Acceptati distanta dintre oricare doua sate ca fiind egala cu
a si exprimati prin a distantele intre celelalte sate. 3.34. Autobusul. 3.37.
12 cm.

Rezolvarea triunghiurilor

4.12. 107°, 73°, 132°, 48°. Indicatie. Duceti printr-un varf al bazei mai
mici o dreaptd, paralela laturii laterale a trapezului si examinati triunghiului,
care se formeaza dupa aceasta. 4.13. 9 cm. 4.14. 30 cm, 48 cm.

Formule pentru aflarea ariei triunghiului

Indicatie. Folositi-va de faptul, ca. 5.33. 360 cm2. Indicatie. Duceti prin
unul din capetele laturii mai mici ale trapezului o dreapta, paralela laturii
dreapta o reteaza din trapez. 5.34.. Indicatie. Fie ABCD — trapezul dat.
Duceti prin varful C o dreapta, care este paralela dreptei BD si intersecteaza
dreapta AD in punctul E. Demonstrati, ca triunghiul ACE si trapezul dat
sunt egali dupa marime. 5.35. 1 : 2. Indicatie. 5.36. 9,5 cm. 5.37. 13 cm, 14
cm, 15 cm. 5.39. 10°. 5.40. 91 cm, 21 cm. 6.46. Triunghiuri sau patrate,
sau hexagoane. Indicatie. In jurul unui punct se pot aseza atatea plicute,
de cate ori unghiul la varful placutei, care este egal cu este mai mic decat
360°, adica placute. Valoarea expresiei trebuie sa fie numar natural.
Deoarece , atunci valoarea expresiei trebuie sa fie numar natural. 6.47.
Indicatie. Fie ABCDEF — hexagon regulat (vezi figura). K — punctul de
intersectie al dreptelor CD si EF. Atunci AK este segmentul cautat. 6.49.
18 cm. 6.50. 96 cm2. 6.51. 9 cm.

Lungimea circumferintei. Aria cercului

. 1.51. Indicatie. Examinati triunghiul AND si demonstrati, ca el este
echilateral. 7.52. Indicatie. Suma ariilor tuturor secerilor vopsite si
nevopsite este egald cu suma ariilor a doud cercuri, diametrele carora
sunt laturile alaturate ale dreptunghiului, iar suma secerilor ne vopsite si a
dreptunghiului este gald cu aria cercului, diametrul caruia este diagonala
dreptunghiului. Aratati, ca aceste sume sunt egale. 7.53. Indicatie. Partea
comuna a patratelor contine cercul, raza caruia este egald cm (vezi figura).
7.56. Indicatie. Prin mijlocul laturii mai mici a bazei duceti drepte paralele
la laturile laterale ale trapezului.
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Raspunsuri la Tnsarcinarile
”Controleaza-te” in forma test

N L1213 14|56 |7]8]|9 |10]I11]|I12
1 D|lC|lA|B|A|D|A|C|B|B|D|B
2 c|,B|B|A|lA|/D| D|C|D|C|B]J|A
3 B|B|A|lC|B|D|C|D|B|C|B]J|A
4 c/,bjaAjCc|lA|lA|/B|D|C|A|D]|C
5 BlA|/D|lC|C|B|D|A|C|C|A|D
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AB?= AC? + BC? (reopema IIigparopa)
CD? = AD-DB
AC? = AB+-AD
BC? = AB-DB

RELATIILE METRICE iN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC
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ALFABETUL GREC
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zeta
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kappa

lambda

mu

nu

ksi
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pi

rho

sigma

tau

upsilon

phi
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psi
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