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DE LA AUTORI

Dragi elevi si eleve din clasa a 11-a!

In acest an voi terminati scoala, si noi speram, ci cunostintele
obtinute vor deveni pentru voi un fundament sigur pentru obtinerea
viitoarei profesii. Avem speranta, ca in aceasta voud o si va ajute
manualul, pe care il tineti in méani. Faceti cunostinta, va rugam, cu
structura lui.

Manualul este impartit in sapte paragrafe, fiecare din ele este alca-
tuit din puncte. Studiind materialul teoretic atrageti o deosebita atentie
la textul, care este tiparit cu caracter gras, cu cursiv gras si cursiv,
astfel in manual sunt evidentiate definitiile, regulile si cele mai impor-
tante afirmatii matematice. De regula expunerea materialului teoretic
se termind cu exemple de probleme rezolvate. Aceste scrieri se pot ac-
cepta ca una din variantele posibile de definitivare a rezolvarii.

In aceasta carte voi o sa faceti cunostinta cu o serie de teoreme
importante. Unele din ele sunt prezentate cu demonstrari. In acele
cazuri, cand demonstrarea este in afara limitelor cursului dat, in manual
sunt prezentate doar formularile teoremelor.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme destinate rezolvarii de
sine statator, la rezolvarea carora va sfatuim sa treceti dupa insusirea
materialului teoretic. Printre insarcinari sunt atat exercitii de o com-
plexitate simpla si mijlocie, cat si probleme complicate mai ales acelea,
care sunt marcate cu ,asterisc” ().

Cunostintele sale se pot controla, rezolvand probleme in forma test
din rubrica ,,Controleaza-te”.

In afara materialului de studiu, in manual puteti gasi povestiri din
istoria matematicii, in particular despre activitatea remarcabililor
matematicieni ucraineni.

V& dorim succes!
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INSEMNARI CONVENTIONALE

n’ insarcinari, ce corespund nivelurilor incepator si mijlociu de
realizari in invatamant;
. N - e e . . . . o - e .
n insarcinari, ce corespund nivelului satisfacator de realizari
in invatamant;
L1 A - . - . . - A . - c A A
n insarcinari, ce corespund nivelului inalt de realizari in in-
vatamant;
* . . . . v
robleme pentru cercurile si facultativele de matematica;
n bl t le si facultativele d t t
erminarea demonstrarii teoremei, rezolvarii problemei;
< t d t t 1 bl

o probleme cheie, rezultatul carora poate fi folosit in timpul
rezolvarii altor probleme;

@ Rubrica ,,Atunci cand lectiile sunt indeplinite”.

Cu culoare verde sunt insemnate numerele problemelor, ce sunt
recomandate pentru teme de acasa, cu culoare albastra — numerele
problemelor, ce sunt recomandate pentru rezolvare orala.
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Capitolul 1.
Algebra si
elemente de analiza

§ 1. Functiile exponentiala si
logaritmica

§ 2. Integrala si aplicarea ei

§ 3. Elemente de combinatorica,
teoria probabilitatii si statistica
matematica
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1

Tn acest paragraf veti afla despre notiunea putere cu exponent real
arbitrar. Veti afla care functii se numesc exponentiala si logaritmica,
veti studia proprietatile acestor functii, veti invata sa rezolvatii ecuatii
si inecuatii exponentiale si logaritmice.

1. Functia exponentiala si proprietatile ei

Analizam functia f(x) = 2%, unde x — numar rational, adicd domeniul
de definitie al functiei f este multimea Q.

In figura 1.1 sunt notate punctele graficului functiei f, care corespund
unor valori intregi ale lui x. Si calculam valoarea functiei f(x) = 2" pen-

. . . 1
tru unele valori fractionare ale lui x. De exemplu, pentru x = 5 avem

1
2* =22 =1,41.... Daca la punctele care sunt reprezentate in figura 1.1

de adaugat punctele graficului functiei f, care corespund, de exemplu,

. 1 3 1 3 . . .
valorilor x = 2’ X=—, X=——, X = —y atunci obtinem multimea punc-

’

2 2
telor care este reprezentata in figura 1.2.

77 77
[ ]
1 1
[ ]
'Y o o ¢ -
2 [-1fol T4 2 [x 2 [-1lol 11 [2 [x
Fig. 1.1 Fig. 1.2

O imagine mai precisa a graficului functiei f poate fi obtinuta prin
marcarea punctelor, care corespund altor valori rationale ale argumen-
tului (fig. 1.3).

Se dovedeste, ca exista o singura functie g continua pe R, al carei
grafic trece prin toate punctele graficului functiei f. Graficul functiei g
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1. Functia exponentiala si proprietatile ei 7

este reprezentat in figura 1.4. Multimea punctelor graficului functiei f
este submultimea multimii punctelor graficului functiei g.

Functia g se numeste functie exponentiala cu baza 2 si se scrie:
g(x)=2%

Analogic se poate analiza o functie exponentiala cu orice baza a, unde
a>0sia+ 1. Se scrie: g(x) = a".

Valoarea functiei g in punctul x se numeste puterea numarului
pozitiv a cu exponent real x si se noteaza a*

Multe proprietiti ale puterii cu exponent rational se pastreazi si
pentru puterea cu exponent real.

In special, pentru a > 0, b > 0 si pentru orice valori reale x si y, sunt
adevarate urmatoarele egalitati:

1) a*a? =a*";

2)a*:a’ =a""";

3) (@”) =a™;

4) (ab)* =a*b";

a\* o
O

N 37 27
. . . . +1 -
Problema 1. Simplificati expresia <a )(a a4 )

47 247
a‘f—af

Rezolvare: Avem:
(a‘ﬁ +1) (a3ﬁ —a?‘ﬁ) _ (a‘ﬁ +1) (a‘ﬁ —1) aZﬁ

a4ﬁ _azﬁ - a4ﬁ _azﬁ
~ (aZﬁ—l)aZﬁ Cat g _1. <
a7 — 2V a2 )
YA
. 4
1 \ ) ’
o
[ ]
[ ]
o y,
[ ]
L ]
1f 1
° °
X X _ >
-2 [-1lof 11 T2 x 2 [-1]o] |1 |2 [x
Fig. 1.3 Fig. 1.4
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8 § 1. Functiile exponentjala si logaritmica

Sa consideram proprietatile functiei exponentiale f(x) = a*, unde a > 0
sia# 1.
Y Domeniul de definitie al functiei exponentiale este mulfimea nume-
relor reale, adicd D(f) =R.
Domeniul de valori al functiei exponentiale este multimea (0; +0),
adica E(f) = (0; +00).
Functia exponentiald nu are zerouri, iar intervalul (—o0; +0o0) este
intervalul constantei semnului ei.
Pentru a > 1, functia exponentiald este crescdtoare; pentru 0 <a <1,
functia exponentiald este descrescdtoare.
Functia exponentiald este diferentiabild. Mai detailat despre deriva-
ta functiei exponentiale veti afla in punctul 8.

s & & &

In figurile 1.5 g1 1.6 este reprezentat schematic graficul functiei ex-
ponentiale pentru cazurile a > 1 g1 0 < a < 1, respectiv.

yh yA
y=a’,
a 0<ax<l1
1 1
__/ al-==
0 o] 1 x
Fig. 1.5 Fig. 1.6

Mentionam o proprietate importanta a graficului functiei exponen-
tiale y = @ cu marirea modulului x. Daca a > 1 s1 x < 0, atunci distante-
le de la punctele graficului functiei y = @” pana la axa absciselor devin
tot mai mici s1 mai mici si pot deveni oricat de mici, dar niciodata nu vot
fi egale cu zero. O proprietate analogica are graficul functiei y = a* pen-
tru0<a<1lsix>0.

Problema 2. Gasiti valorile cea mai mica si cea mai mare a func-
tiel f(x) = 3% pe intervalul [-4; 3].

Rezolvare: Deoarece functia f creste pe intervalul [—4; 3] (fig. 1.5),
atunci ea obtine cea mai mica valoare pentru x = —4, iar cea mal mare
pentru x = 3. Deci,

. AN — 74_L _ _ a3 _
{g}g}f(x)—f( 4)=3 PR {r_lfjlglif(x)—f(3)—3 =27.

1
Raspuns: —, 27. <
81
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1. Functia exponentiala si proprietatile ei 9

‘v

1. Ce proprietati are puterea cu exponent real?
2. Formulati proprietatile functiei exponentiale.
3. Reprezentati schematic graficul functiei y = a*pentru a > 1; pentru0 < a < 1.

|
v
uA/EXERCI]’II [

1.1.° Care din functiile date este exponentiala:
1) y=x" 2) y=¥Yx;  3)y=65 4)y=6?
1.2.° Pe baza carei proprietati a functiei exponentiale se poate afirma,

-

ca:

1) (1)3,2 <(Z)2,9; 2) (é)l,S >(é)1,6?
9 9 3 3

1.3.° Specificati, care dintre functiile date sunt crescatoare, si care sunt
descrescatoare:
1) y=10% Ny=27 5) y=27.3%;

A e

1.4.° Construiti graficul functiei y = 3*. In ce limite se schimb3 valoarea
functiei, cand x creste de la —1 pana la 3 inclusiv?

1.5.° Construiti graficul functiei y = (g) . In ce limite se schimba valoa-

rea functiei, daca x creste de la —2 pana la 2 inclusiv?

1.6.° Comparati:
1

3 V6 N
1) 5% si 5°%; 3)1 si Gj ; 5)(v2)" si (V2) s
(TC -2,7 - -2,8
2)0,3%* si 0,3°%; 4)0,17° s 1; 6) —) si (—) )
(4 4
1.7.° Comparati cu numérul 1 valoarea expresiei:

1) (2)3 2) G)s 3) (g)z 1) (32 5)0,62°°% 6) 3,14,

1.8.° Comparati cu numérul 1 numarul pozitiv a, daca:
5 2

1) ab > a?; 2) a® <a®;  3a"?>a"  4) 0V <a'
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10 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

1.9.° Comparati numerele m si n, daca:

1) 0,8"<0,8" 3) (2) > (Ej ;
3 3
9) 3,2m > 3,9": 4) (13) < (ﬁj )
7 7

1.10.° Calculati valoarea expresiei:

. &\"? : 1*)
1) 35 30, g ((397) ) ; 36t 236775 4 (gj

1.11.° Gasiti valoarea expresiei:

V8

J6 V5

1) 5081 @f 2) ((JE)JE) ; 3) ((5 10)6)72

1.12." Simplificati expresia:
9 2V3 _ ;22
D (a® +2)(a® -2)-(a® +3) ; ) L)
(aJ5 + bﬁ)
1.13.° Simplificati expresia:
1 27 V7
n 72 n AT . a —-a
1)((a +6") —(a —b)), 2)W~
1.14.° Este corecta oare afirmatia:
1) cea mai mare valoare a functiei y = 0,2 pe intervalul [-1; 2] este
egala cu 5;
2) domeniul de definitie al functiei y =4 — 7* este multimea numerelor
reale;
3) domeniul de valori al functiei y = 6" + 5 este intervalul [5; +00);

4) cea maimica valoarea a functiei y = (Z) pe intervalul [-2; 2] este

egala cu 16?

1.15.° Gasiti cea mai mare valoare a functiei y = (E] pe intervalul [-2; 3].
1.16.° Pe ce interval cea mai mare valoare a functiei y = 2" este egala cu
. .. - 1
16, iar cea mai mica este egala cu Z?

: . - 1" y
1.17.° Pe ce interval cea mai mare valoare a functiei y = (g) este egala

. D < 1
cu 27, iar cea mai mica este egala cu 5?
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1. Functia exponentiala si proprietatile ei 11

1.18." Gasiti domeniul de valori al functiei:

1 x
)y=-95 2) y=(g) +L By=T—4 4)y=6""
1.19.° Rezolvati inecuatia:
1) 25> —1; 2) 2V > —2,

1
1.20." Rezolvati inecuatia 2* > 0.

1.21.” Graficul carei din functiile, prezentate in figura 1.7, intersecteaza
graficul functiei y = 5 mai mult decat intr-un punct?

YA YA YA

N N

5 -5 0
X

0 5\ /=5 0 -5\
a b c
Fig. 1.7

B

\ A3

1.22.” Determinati cu ajutorul graficului numarul de radacini a ecuatiei:
1) 2*=x; 2) 2° = sin x; 3) 27 =2—x%
1.23.” Determinati prin modul grafic numarul de radacini a ecuatiei:

(v o e (3ot

1.24.” Construiti graficul functiei y = v2°°* - 2.
1.25.% Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei:

1 sin x )
1)y=(Z) ; 2)y=3"""-2.
1.26.* Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei:
|cos x|
1) y =67 2) y=(g) +5.

, NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI B

1.27. Prezentati numerele 1; 4; 8; 16; é; é; \/E; Q/Z; {82 sub forma

de putere a lui: 1) 2; %
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12 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

1.28. Prezentati numerele 1; 9; 81; %; \V27; %248 sub forma de pute-

re a lui: 1) 3: 2) %

1.29. Simplificati expresia:

1) 7x+1+7x; 4) 2x+3+3.2x+2 _5.2x+1;
1-x x

2) 27 2r Y, 5) (%) +367 —6";

3) 3x+1 + 3x+ 3x—1; 6) 9x+1 + 32x+1.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

1.30. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) fr)=— 212 9) f(x) = 16x—x°.

x* —2x-8’
1.31. Gasiti domeniul de valori al functiei:
1) f(x) = 12 — 4x — x% 3) f(x) = cos x tg x.

2) f(x)=3+3x-1;

Lgv} ESTE OPARE NEVOIE DE A STUDIA FUNCTIA EXPONENTIALA? B

Functia exponentiala este modelul matematic al multor procese, care
se petrec in natura sau sunt legate de activitatea umana.

De exemplu, biologii stiu ca masa bacteriilor din colonii, in anumite
conditii, in intervale egale de timp se mareste de unul s1 acelasi numar
de ori.

Aceasta inseamna ci atunci cand, de exemplu, in momentul de timp
t = 0 masa a fost egala cu 1, iar in momentul de timp ¢ = 1 masa a fost
egala cu a, apoi in momentele de timp t=2,¢t=3, ..., =n, ... masa va
fiegalacud?® o’ ...,a" .... Prin urmare, este normal si presupunem ci
in orice moment ¢ masa va fi egala cu a'. Se poate verifica (faceti inde-
pendent) cd valoarea functiei f(¢) = @' se mireste de acelasi numéir de
ori in intervale egale de timp.

Astfel, procesul analizat este descris cu ajutorul functiei exponenti-
ale f(t) =ad".

Din cursul de fizica se stie ca in timpul dezintegrarii radioactive masa
substantei radioactive in intervale egale de timp se micsoreaza de unul
s1 acelasi numar de ori.
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2. Ecuatii exponentiale 13

Daca depozitati bani in banca sub un anumit procent, atunci in fie-
care an suma de bani pe cont se va mari de unul si acelasi numar de ori.
De aceea functia exponentiala descrie si aceste procese.

2. Ecuatii exponentiale

Sa examinam ecuatiile 2° = 8,

3x . 3x—1 — 4,
_ 2
0,3°°*=0,3".

In aceste ecuatii, variabila se contine numai in exponentul puterii.
Ecuatiile date sunt exemple de ecuatii exponentiale.

Teorema 2.1. Pentru a>0 si a#1 egalitatea a™ =a™ se in-
deplinegte atunci si numai atunci, cand x, = x,.

Demonstratie. Evident, ca daca x, =x,, , atunci a™ =a™.

S& demonstram, ca din egalitatea a™ = a™ rezulta egalitatea x, = x,.

Admitem, ca x, # x, adica x, < x, sau x, > x,. Fie, de exemplu, x, < x,.

Sa consideram functia exponentiala y = a*. Ea este sau crescatoare
sau descrescatoare. Atunci din inegalitatea x, <x, rezulta, ca a™ <a™
(pentru a > 1) sau a™ >a™ (pentru 0 < a < 1). Totodata dupa conditie
se efectueazi egalitatea a™ = a™. Am obtinut contradictie.

Analogic, considerand cazul, cand x, > x,, se poate obtine contradictie.
Deci, x, = x,. <

Consecinta. Dacd a> 0 si a # 1, atunci ecuatia

a’® = q&®

este echivalentd cu ecuatia
f(x) = g(x).
Sa cercetam exemple de rezolvare a ecuatiilor exponentiale.
Problema 1. Rezolvati ecuatia 2" = 8.

Rezolvare: Prezentam fiecare parte a ecuatiei in forma de putere
cu baza 2. Avem:
2" =2°
De aici x = 3.
Raspuns: 3. 4

Problema 2. Rezolvati ecuatia 8**"' +9* = 36.

Rezolvare: Avem: 3**! +(3%)* =36; 3***' +3* =36.
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14 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

Scoatem factorul 3** in fata parantezelor: 3**(3' +1) = 36.
Atunci primim: 3**.4=36; 3**=9; 3* =3% 2x=2;x=1.
Raspuns: 1. 4

Problema 3. Rezolvati ecuatia 25+ 45— 5=0.

Rezolvare: Deoarece 25" = (5%)° = 5* = (5")?, atunci ecuatia dati este
comod si se rezolve prin metoda de inlocuire a variabilei.

Fie 5" = t. Atunci, ecuatia data poate fi scrisa astfel:

t*+4t-5=0.

De aicit=1 sau t =-5.

Daca t =1, atunci 5" = 1. De aici 55=5% x=0.

Daca t =-5, atunci 5* = —5. Deoarece 5° > 0 pentru orice x, rezulta ca
ecuatia 5"= -5 nu are radacini.

Raspuns: 0. <

Problema 4. Rezolvati ecuatia 9-5%=25- 3"
o —x  eo ox .. 5% 5
Rezolvare: Avem: 3% 5 =5 3%. De aici 3723_2;
x=2.
Raspuns: 2. 4

p TS
1. Ce se poate spune despre numerele x, si x,, daca se indeplineste egalitatea
a™ =a™, undea>0si a#1?
2. Care ecuatje este echivalenti cu ecuatia @’ = a*™, daca a>0si a#1?

LA/EXERCI]’II [

2.1.° Rezolvati ecuatiile:

x-1 x-1

1) 4" = 64; 5) 2° = 2% 7, 9) (fj .(_7 _2
9 8 3

3x-T7 Tx-3

2)g* = L, 6) 8°= 16; 10) (ij - (Z) :
81 7 4
1 2-x
3)0,6% % =1; 7) J5° = 25; 11) 36* =(—) .
216

4) 10*=0,001; 8) 0,25 "+ =271, 12) 57 % =6 2,
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2.2.° Rezolvati ecuatiile:

1) 0,4° %% =1;

»(2

3) 0,7 =22
49

4) 97 =27;

5,
3’

2 2x+3
%) (5)

3) 2x+4__
4) 7* 4 4

2.3.° Rezolvati ecuatiile:
1) 32+ 3" = 30;
2) 47" + 4% = 260;
2.4.° Rezolvati ecuatiile:
1) 51+ 5 = 150:
2) 28+ 27 =18;
2.5.° Rezolvati ecuatiile:
1) 22 -6-2* +8=0;
2) 9 -6-3"-27=0;
2.6.° Rezolvati ecuatiile:
1) 6% —3.6" —18 = 0;

2.7.° Rezolvati ecuatiile:
1) 2*-5" =0,1- (10 1)%;
2) Sx—l — 6x .2—x _3x+1;

2.8.° Rezolvati ecuatiile:
1) 100" = 0,01+/10;

2) 2x—1 .3x—1 1

— . 62x+5;
36
2.9.° Rezolvati ecuatiile:
1) 2+ 251 4+ 272 = 56;
2) 6-5° -5 -3.5"' =10;
2.10." Rezolvati ecuatiile:
1) 5" '+ 5"+ 5% ' =31;
2) 35*1_9.3"1 _4.3*2
2.11.° Rezolvati ecuatiile:
1) 2%*1 5.2 +2=0;

=17;

2) 52x—3 _2 . 5x—2 — 3;

2
5) V2* =83;

2.76

7 (z) (%) _125
5 8 64
§x—2 6—§x

8) 32" " =4 2,

=4,5"% 9) 3" =7"""
=120; 5) 5* +7-5""% =160;
7T =TT; 6) 671 —4.6"1 =192,

3) T2 4471 =34T;
4) 4 -3-4*"% =52,

3) 25" —5"-20=0;
4) 100-0,3* +91-0,3° -9 =0.

2)2-4°-9-2"+4=0.

38
3) %-\/33"*1 =811;

4) 4‘2cosx:\/§.
3) 9_3Sinx =\/ﬁ;

49

J7

3) 2.7F +7%2 _3.7%' = 354;
4) 4772 3.2 1 5.2% =228,

4) 5[7x+1 —

3) 2x+2_2x+1+2x—1_2x—2:9;
4) 2.3 + 8% -5.3% =36.

3)9°-6-3"'=3;
5 2 21 _
2° -1 2°+1

2.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae

MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



16 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

2.12." Rezolvati ecuatiile:
1) %' -10-3* +3 = 0; 3) 8-5*1-2.5""1=0,2
5 5

2) 4710 4 7.27 = 4 4) + =
3"-6 3"+6

2.

2.13.” Rezolvati ecuatiile:
1) 4.9 1 _27+71 = 33;
2) 0,5 % +3.0,25°* = 5;
3)4-3°-5-31-6-32=15.9""1;
4) 2"+ 277 4 2" =3 3 4 3R

2.14.” Rezolvati ecuatiile:
1 3-x x-1
1) 6772 _(Ej +36 2 =246;

2)5.2°1_6.272_7.253 = 8% 1,
3) 6% +6° 1 62 =T7"_8.7"2

2.15.” Rezolvati ecuatiile:
1) 41+ 417 =10; 2)5°—0,2"'=4.

2.16.” Rezolvati ecuatiile 3"*' + 37" = 28.

2.17." Rezolvati ecuatiile V4 —2* —3 = /4.2 7.

2.18.” Rezolvati ecuatiile \/1 +3"-9* = \/4 -3-3%.

2.19.* Rezolvati ecuatiile:
1) 3-2% -5-6"+2-3% =0; 3) 7-49% +3-28" =4-167;
2) 2271 _7.10° +25°°%F =0;  4) 9F +4% = 2.6".

2.20.* Rezolvati ecuatiile:

1) 4-9"-7-12" +3-16" =0; 2) 5.-2° +2-5° =7-102.

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

x* +21
x-2
2.22. Care este cea mai mica valoare pe care o poate obtine expresia

2.21. Rezolvati inecuatia f’(x)<0, daca f(x)=

cos*a + sin*o?
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3. Inecuatii exponentiale 17

3. Inecuatii exponentiale

Inecuatiile 0,2* < 25, 2"+ 5" > 1, 7% > 2 sunt exemple de inecuatii
exponentiale.

La baza rezolvarii numeroaselor inecuatii exponentiale este urma-
toarea teorema.

Teorema 3.1. Dacd a > 1, atunci inecuatia a’™ > a*™ este
echivalentd inecuatiei f(x) > g(x); dacd 0 < a <1, atunci inecuatia
a’™ > a*® este echivalentd cu inecuatia f(x) < g (x).

Sa analizam exemple de rezolvare a inecuatiilor exponentiale.
Problema 1. Rezolvati inecuatia 8-2°*"' <0,5™.

Rezolvare: Avem: 2% .23 1 <(271)?; 2% 2< 2L

Deoarece baza puterilor 2***? i 2' este mai mare decat unu, atunci

ultima inecuatie este echivalenta cu urmatoarea inecuatie:
3x+2<1.

. . 1
De aici 3x<-1; x < 3

1
Raspuns: (—00; —g) |

Problema 2. Rezolvati inecuatia 2** - (%) > (2—95j .

Rezolvare: Avem: 4* (ij >(i) ;
20 25

x x x 2x
(o) >3) () =3
20 25 5 5
3 . . . . . <
Deoarece 0 < g <1, atunci ultima inecuatie este echivalenta cu ur-

matoarea inecuatie: x <2x; x=>0.
Raspuns: [0; +0). <

Problema 3. Rezolvati inecuatia 2°**' —7-2* -4 <0.

Rezolvare: Avem: 2-2% 7.2 -4 <0.
Fie 2*=¢. Atunci 26— 7t — 4 < 0.

N .. . . 1
Rezolvand aceasta inecuatie, obtinem: 3 <t<4.

P |
De aici —5 <2< 4.
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18 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

. 1 . .
Deoarece 2* > 0, atunci 2% > 3 pentru toti x. De aceea este suficient

de rezolvat inecuatia 2* < 4.
Avem: 2°< 2% x < 2.
Raspuns: (—oo; 2). <

D |

1. Dati exemple de inecuatii exponentiale.
2. Cu care inecuatie este echivalenta inecuatia o/® > a*®, daca a > 1? daca
O<a<1?

v

i!‘?‘/ EXERCITII

3.1.° Sunt oare echivalente inecuatiile:
1) 7*H>T7 6l 2x+4>x—1;
2) 0,954 <0,9°% gi ¥ —4<x+2;
3)a*>a’, undea>1,si x>5;
a*<a® unde0<a<1,si x<-3?

3.2.° Rezolvati inecuatia:

1) (1) >1 3) 115 ° < 115+, 5)0,3%8> 1;
2 4
2) 5° < %; 4) 0,451 > 0,425, 6) 9'% <0.

3.3.° Rezolvati inecuatia:
x 4
1)6%1>6; 2)10°<0,001; 3) (g) >(§j . 4)0,2% <1

3.4.° Rezolvati inecuatia:

6x — x2 5
1) 2¥ 1 <8; 5) (1) >(lj ;
4 4
x+2 3x? —4x
9 5 25
n x-0,5
3) 0,17 ' < 1000; 7) (sin E) >2;
1 2-x
4) (g) <216*; 8) 40,53 >0,25%,
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3. Inecuatii exponentiale 19

3.5.° Rezolvati inecuatia:

5x% -3x
1) 32x -6 L 4) 4.(1) Q(l) ;
81 2 8
- x-1
2) 49! < ( ) 5) (tg g) >9705,
3) (—) <2,
7 49’
3.6." Cate solutii intregi are inecuatia:
1) 0,2<5""*<125; 2) %<63”‘ < 6; 3) 2<0,5"' <327
3.7.” Gasiti suma solutiilor intregi a inegalitatii:
1 1
1) §<3’”3 <9; 2) g<22”‘ <16.
3.8.° Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1) 3
1) f(x) = 1—(—) ; 2) f(x)= ———.
2 3%~ 27

3.9.” Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) f(x) = Gj ~16; 2) f(x)=1-6"".

3.10.° Rezolvati inecuatia:

1 x-1 1 x+1
1) 752 -14-7° > 5; 4) (gj +(gj > 26;
2) 9.3 +3* <36 5) 2:6* +3-6""* <650;
x x+1
3) 27+ 251+ 272> 56; 6) (5) —(ﬁj >3,
4 4 16

3.11.° Rezolvati inecuatia:
1) 8""% —4.3* < 45; 3) 5"+ 51— 577> 145;

o] G oY) %

3.12.” Rezolvati inecuatia:

1) 8% —4.3° — 45> 0; 4) 0,25° —12-0,5° +32>0;
9) 4%+ 2573 _ 20 < 0 5) 62’“1—%-6"—4<0;
3) 49° —8-7* +7<0; 6) 25 +5° —30>0.
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20 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

3.13.” Rezolvati inecuatia:

1) 91 —2.3° _7<0; 3) (lj —3.(1) +250;
4 2
2) 2 +22 —72>0; 4) 25" —26 -5 +25<0.
3.14.” Rezolvati inecuatia:
* - 16 —4F
x" —4x+4 9x" +12x+4

3.15.” Gasiti multimea solutiilor a inecuatiei:

1) 3°-9-3°-8>0; 3) 6" +6*-87>0;
x+1 1-x
2) 2x+3+ 21—x< 17’ 4) (§j +(§) <§_
5 5 5

3.16.” Gasiti multimea solutiilor a inecuatiei:
1) 8% -2.3"* > 1, 2) 47 -0,5""% >1.

3.17.* Rezolvati inecuatia 2% — 2'"¥* <1.

3.18.* Rezolvati inecuatia 37 — 82" <8.

3.19.* Rezolvati inecuatia:

1 1 1

1)3:4"+2-9"-5-6" <0; 2) 5-25*+3-10* >22-4~,
3.20.* Rezolvati inecuatia:

1 1 1

1) 3-16*+2-81"-5-36" <0; 2) 2-49* —9-14* +7-4* >0.

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

< . . 2sino +sin2a o 1
3.21. Cu ce este egala valoarea expresiei —— , daca coso =—=?
2sino - sin 20 5
. . . sino—sin o b
3.22. Aflati valoarea expresiei —B, daca a-pf=—.
cosa + cosf 2

4. Logaritmul si proprietatile lui

Este usor de rezolvat ecuatiile 2* = 4 gi 2 = 8. Radacinile lor vor fi
numerele 2 s1 3 corespunzator.

Insa, pentru ecuatia 2" = 5 de indicat repede radécina ei este greu.

Apare o intrebare fireasca: exista oare in general radacini ale acestei
ecuatii?
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4. Logaritmul si proprietétile lui 21

Sa ne adresam la interpretarea grafica. in figura 4.1sunt date grafi-
cele functiilor y = 2" g1 y = 5. Ele se intersecteaza intr-un punct oarecare
A(x,; 5). Deci, ecuatia 2"= 5 are o singura radacina x,.

x
Fig. 4.1

Radacina ecuatiel 2 = 5 s-a convenit s se numeasca logaritmul
numarului 5 in baza 2 si se noteaza log,5. Astfel numarul log,5 — este
exponentul puterii la care trebuie ridicat numéarul 2, pentru a obtine
numarul 5. Se poate de scris:

285 = 5,

Definitie. Logaritmul unui numar pozitiv b in baza a,
unde a > 0 si a # 1, se numeste exponentul puterii la care trebu-
ie ridicat numarul a pentru a obtine numarul b.

Logaritmul numarului b in baza a si se noteaza log b.

De exemplu, log, 9 — este exponentul puterii, la care trebuie de ridi-
cat numarul 3, pentru a obtine numarul 9. Avem: log, 9 = 2, deoarece
3? =9.

Inca cateva exemple:

log,. 17=1, deoarece 17'=17;
log,,, 1 =0, deoarece 100° = 1;

1 1
log,— = -8, deoarece 27 = —.

8 8

Din definitia logaritmului rezulta, ca pentrua>0,a#1s1 b>0 se
indeplineste egalitatea
a]oga b — b

Ea se numeste, identitatea logaritmica fundamentala.
De exemplu, 7"°¢7% =3, 0,3"°%2° =5,

De asemenea din definitia logaritmului rezulta, ci pentru a >0 si
arl

log, 1=0

log a=1
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22 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

Logaritmul cu baza 10 se numeste logaritmul zecimal. In loc de
log, b se scrie: 1g b.

Folosind aceasta notare si identitatea logaritmica fundamentala,
pentru fiecare b > 0 se poate de scris: 10’ = b

Sa cercetam proprietatile fundamentale ale logaritmului.

Teorema 4.1 (logaritmul produsului). Dacd x>0,y>0,
a>0sia#1, atunci este adevdratd egalitatea

log xy=log x+log, y

Pe scurt se formuleaza: logaritmul produsului este egal cu suma lo-

garitmilor.

Demonstratie. Consideram doud expresii: a'*®™ g¢i q@'*8*""%%¥,
Sa demonstram ca ele sunt egale.

Folosind identitatea logaritmica fundamentala si proprietatile pute-
rii, scriem:

log,

a®™®" = xy;

log, x +lo; log, x lo;
alog 2 ¥ — glog .agay:xy-

Y. De aici dupa teorema 2.1 obtinem, ca log,

log, xy log, x +log,

Deci, a =a
xy =log x+log y. <

Teorema 4.2 (logaritmul catului). Dacdx>0,y>0,a>0
si a # 1, atunci se indeplineste egalitatea

log, g log, x-1log,y
Y

Pe scurt se formuleaza: logaritmul cdtului este egal cu diferenta lo-
garitmilor.

Teorema 4.3 (logaritmul puterii). Dacd x> 0, a > 0 si
a # 1, atunci pentru orice € R se realizeaza egalitatea

logaxB =B log x

Teorema 4.4 (trecerea de la o baza a logaritmului
la alta). Dacaa>0sia+1,b>0,c>0, c+1, atunci este adeva-
ratd egalitatea

log b

C

log, b=
log, a
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4. Logaritmul si proprietétile lui 23

Consecinta 1. Dacd a>0,a+1, b>0, b #1 este adevdratd
egalitatea

1

log, a

log, b=

Consecinta 2. Dacd a >0, a # 1, b > 0, atunci pentru orice
B # 0 este adevdratd egalitatea

log ;b= %loga b

Problema 1. Rezolvati ecuatia: 1) 3°=7; 2) 4* °=09.

Rezolvare: 1) Din definitia logaritmului rezulta, ca x = log,7.

1 9+5
2) Avem: 2x — 5 =1log, 9; 2x =log, 9 + 5; x= 281770

<

1 9+5
Rdaspuns: 1) log,7; 2) %.

Problema 2. Calculati valoarea expresiei: 1) 10?*2¢7; 2) g€ =05,

Rezolvare: 1) Folosind proprietatile puterii si identitatea funda-
mentala a logaritmului, obtinem:

10%7%¢7 =10? -10%'¢7 =100-(10%7)? =100 - 7% = 4900.
2) Avem: glogs4-05 _ (32)10g34—0,5 _ (32)10g34 :(32)0,5 _

SCADTEFSTEL b
Problema 3. Calculati valoarea expresiei log, 20 +log, 12 —log, 15.

Rezolvare: Folosind teoremele despre produsul logaritmului si
logaritmul catului, obtinem:
log,20 +1og,12—-1log,15 =10g,(20-12) —log,15 =

= log, 201'512 =log,16 = 4. <«

. Ce se numeste logaritmul numarului pozitiv b in baza a, unde a >0, a # 1?

. Ce egalitate se numeste identitatea logaritmica fundamentala?

. Formulati teorema despre logaritmul produsului.

. Formulati teorema despre logaritmul catului.

. Formulati teorema despre logaritmul puterii.

. Formulati teorema despre trecerea de la o baza a logaritmului la alta baza si
consecintele din ea.

O A, WN =
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24 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

/]
LA/EXERCI]’II [

4.1.° Este oare egalitatea corecta:

1
1) log, 0 =-2; 3) log,125=—; 5) logoy01 10=2;

1
3
2) log, . 5=2; 4) log, é =—4; 6) 1g 0,0001 =—4?
4.2.° Gasiti logaritmul in baza 2 a numéarului:
DL 2)2 3)32 42 505 6) %; 7) %; 8) 242.

4.3.° Gasiti logaritmul in baza 3 a numéarului:
1 1 1
1)3; 2)=; 3)1; 4)81; 5)=; 6) —; 7)+/3; 8) 33.
) ) 3 ) ) ) 9 ) 213 ) )
4.4.° Gasiti logaritmul in baza % a numarului:
1 1
1)1; 2)2; 3)8; 4)0,25; 5) —; 6) —=; 7) V2; 8)64.
) ) ) ) )16 )\/5 ) )

o .- . R 1 . .
4.5.° Gasiti logaritmul in baza 3 a numarului:

1 1 1
)=  2)—; 3)3; 4)81; 5)-——= 6) 3.
) S ) 7 ) ) ) 7 )
4.6.° Gasiti logaritmul zecimal al numarului:
1) 1; 3) 100; 5) 0,1; 7) 0,00001;
2) 10 4) 1000; 6) 0,01; 8) 0,000001.
4.7.° Rezolvati ecuatia:
1) log, x=—1; 3) logﬁ x = 6; 5) log 9=2;
1
2) log, x :5; 4) log, x = 0; 6) log 2=2.
4.8.° Rezolvati ecuatia:
1) log,x=2; 3) logozx =-3; 5) log 81=4;
2) log%x =Z; 4) log 6 =5; 6) log 11=-1.
4.9.° Rezolvati ecuatia:
1-x
1
1) 6°=2; 3) 0,4°=9; 5) (g) -
2) 5° = 10; 4) 2573 = 5; 6) 0,3 2=17.
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4. Logaritmul si proprietétile lui 25

4.10.° Rezolvati ecuatia:

1) 3" =2; 2) 10” =%; 3) 7" =09; 4) 0,6™ % = 20.
4.11.° Calculati:
1) 210g2 32, 2) 5log5 0,45, 3) 7210g72‘
4.12.° Calculati:
1 1
1) 310g3§; 2) 5§log5 49
4.13.° Gasiti valoarea expresiei:
1) log, 3 + log, 2; 3) log,, 84 —log, 12;
log. 64
2) log. 100 — log. 4; —
) log, g5 log, 4

4.14.° Calculati valoarea expresiei:

log.125
1)1g 8 +1g 12,5; 2)log, 162 —log,2; 3) ‘?57_.
og, 5
4.15.° Calculati:
1) 640,510g212; 3) 61+10g65; 5) 610g%3; 7) 81710g‘23;
logz 6 log, 8-2 logg2-3
3 1
2) (%) 5 4) (g) ; 6) 23logz 5+4; 8) (g) .
4.16.° Calculati:
log, 9 2+1g 4log, 3—-1 1—110g212
1) 4= 3) 10°" %%, 5) 2*le?7l 8

-2logz 12 log; 6-3 logys 9+2
1 1) 3 1
2) | = S N e I N ;
) (9) ) (2) ) (5)

4.17.° Calculati:

1) log, log, ¥5; 4) log, tgg;
2) log, log,, 343; 5) log, 5 —log, 35 + log, 56;
3
1
3) log, log, 8; 6) 21g5+§1g16.
4.18.° Calculati:
1 I

11 log, —; 3) log - tg—;

) log g%125 ) log g
2) log, log , 64; 4) 310g62+§10g681.

3
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26 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

4.19.° Gasiti x, daca:
1) 10g9x=i10g916+210g95; 3)Ilgx=2+1g3-1g5;
2 1
2) log x=2log, 8 — 4 log, 2; 4) log,x = 3 log, 216 + 3 log, 25.
4.20." Gasiti x, daca:
2 1
1) log, x=3log 2 + 2 log_3; 2) lgx=glg32—§lg64+1.

4.21.” Calculati valoarea expresiei:
log, 27 —-2log, 3

Y
1 ; 3) log.sin—-1lo 49;
) log, 45+ log, 0,2 ) log: 5 gsmg
! 125+ 31 2
%8y %89 ; 4) log, cos® T log 9.
logg 1,2 - logg 12 9 coso
4.22." Gasiti valoarea expresiei:
3lg4 +1g0,5
i; 3) log\/_ a- loga bs;
lg9-1g18 b
1g625 - 8l1g2
9) 82T oes , 4) log,; 5-log, 8.

1
§1g256—21g5

4.23.” Calculati:

1) 5logs 4 loss 3, 1) 21002 2,

) 7rlerd e, 5) 1g(25°% %8 + 9'°¢: 06y,

3) Q?logs 2+ dlogs 2, 6) 271°*=’153 +251°g125 —361"*‘5196.
4.24.” Calculati:

6, 3) 100027 ",

2) 12'8ustrlogid, 4) log,, 100@ + 2081043

4.25." Gasiti valoarea expresiei:
lgsinl®-1gsin2°-1gsin3d°-...-1gsin89° - 1gsin90°.

4.26.” Simplificati expresia log,2-log,3-log.4-...-1g9.

4.27."” Calculati valoarea expresiei log,5-log,6 -log,7 -log,32.
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5. Functia logaritmica si proprietatile ei 27

4.28.” Construiti graficul functiei:

1) y=log,1; 3) y=5"%% 5) y = 2+
1 loglx

2) y= 3log3(x+3); 4) y= lologrlo; 6) y= 2 )
log, x

2
4.29.” Construiti graficul functiei:

1) y =72, 3) y =log x;
ploern lg(x? +1)

2)y=-— ; ) y=——75—.
3 lg(x” +1)

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

a®® + 3p%° .\ a®® 3b0’5] a%® _p%
a—2a"°p"" +b a-b 2 '

4.31. Gasiti punctele de extremum ale functiei:

1) f(x):§+ 2 9 f) =T+ — 3

5
x

4.30. Simplificati expresia (

5. Functia logaritmica si proprietatile ei

Sa alegem un numar pozitiv a, diferit de 1. Fiecarui numar pozitiv x
1 se poate pune in corespondentd un astfel de numar y, ca y =log x. In
acest fel este data functia f(x) =log, x cu domeniul de definitie
D(f) = (0; +0).
Aceasta functie se numeste logaritmica.
Sa cercetam proprietatile principale ale functiei logaritmice.
% Functia y = log_x are un singur zero x = 1.
% Functia y =log, x are doud intervale de constantd ale semnului.
dacd a>1, atunci y <0 pe intervalul (0; 1); y > 0 pe intervalul
(1; +20);
daca 0 <a <1, atunci y <0 pe intervalul (1;+0); y > 0 pe inter-
valul (0; 1).
% Functia y =log, x este crescdtoare pentru a > 1 si este descrescdtoare
pentru 0 <a <1.
Y Functia logaritmicd este diferentiabild. Mai detailat despre derivata
functiei logaritmice voi veti afla in punctul 8.
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28 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

in figurile 5.1 si 5.2 este reprezentat schematic graficul functiei lo-
garitmice pentru cazurile a >1s1 0 <a <1 corespunzator.

v a>1 YN 0<a<1

S
—

y =log x

Fig. 5.1 Fig. 5.2

Mentionam o proprietate importanta a graficului functiei logaritmi-
ce y =log_x. Odata cu apropierea valorilor lui x de zero, distantele de la
punctele graficului functiei y = log_ x pana la axa ordonatelor devine tot
mai mica g1 mai mica si poate deveni oricat de mici, dar niciodata nu vor
fi egale cu zero.

Problema 1. Comparati numerele:

1) log,6 s1 log,7; 2)log,,6s1 log,,7; 3) log 4 si 0.
4
Rezolvare: 1) Deoarece functia logaritmica y = log,x este cresca-
toare, atunci log, 6 <log, 7.
2) Deoarece functia logaritmica y = log,,x este descrescatoare, atunci
log,,6>log,, 7.

3) Avand in vedere ca 0 < z <1, avem: log_ 4 <log 1.
4 4
Deci, log 4<0. <

4

Problema 2. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) f(x) = log, (x*+3x);  2)f(x)= log (16 —x).

Rezolvare: 1) Deoarece domeniul de definitie al functiei logaritmi-
ce este multimea de numere pozitive, atunci domeniul de definitie al
acestei functii este multimea de solutii a inecuatiei x* + 3x > 0.

Avem: x (x+ 3)>0; x<-3 sau x> 0.

Deci, D(f) = (—o0; =3) U(0; +0).
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5. Functia logaritmica si proprietatile ei 29

2) Domeniul de definitie al acestei functii il vom gési, rezolvand sis-

16—x >0,
temul de inecuatii {x—4 >0,
x—4#1.
x <16,
. 4<x<b,
Atunci {x >4,
5<x<16.
x #5;

De aici D(f) = (4; 5) U (5; 16). <

P B

1. Care functie se numeste logaritmica?

2. Formulati proprietatile functiei logaritmice.

3. Reprezentati schematic graficul funciiei logaritmice y = log, x pentru @ > 1;
pentru0<a<1.

uA/EXERCI'[II [

5.1.° Functia este crescatoare sau descrescitoare:

Ny= log1 x; 3)y= 10g0’1x; 5) y= logﬁ x;
2
2) y =log, x; 4) y=1g x; 6) y=1log, x?
3
5.2.° Pe baza careil proprietati a functiei logaritmice se poate afirma, ca:
1) 1g7>1g5; 2) log, ;4 <log, 37
5.3.° Comparati:
1) log,, 5 si log,,6; 3) 10g12 si log1 4;
3 3
1 . 1 .
2) log,— si log,—; 4) log 0,7 si log_0,6.
5.4.° Comparati:
1) logy, V3 si logy,v2; 3) log, 6,8 si log, 6,9;
3 3
2 . 1 T . T
2) log, — log. —; 4 = lg—.
) log; = si log; 2 )1g3s1 g
5.5.° Gasiti domeniul de definitie al al functiei:
1) f(x) = log, (x + 1); 4) f(x) = log, ; (5x — 6 — x”);
2) f(x) =log, (x* +1); 5) f(x)=21g x+31g(2 —x);
2
3) f(x) = log, (—x); 6) f(x) =1g(x" - 1).
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30 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

5.6.° Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1) f(x) = log, (6 — x); 3) f(x)=1g(x+2)—21g(x + 5).
2) f(x) = log, , (Tx— )

5.7." Comparati cu unitatea baza logaritmului, daca:

1) log, 0,5 >log_0,4; 3) log, J5 < log, \/g;
2 i b4
2) log. — >1log 1; 4) log — <log, —.
) log, - >log, ) log, - <log, 2
5.8." Comparati cu unitatea baza logaritmului, daca:
2 1
1) log, 3 >log, E; 2) log, 2 <log, Js.
5.9.° Pozitiv sau negativ este numarul:
1) log, . 0,6; 2) log, , 3; 3) log, 0,27; 4) log_3?
5.10." Comparati cu zero:
1 1
1) log, 5; 2) log,—; 3) log, —; 4) log, 2.
3 32 3
5.11.° Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei pe inter-
valul dat:
1 4 81
Dy=log.x, | —;8|; ) y=log,x, |—;— |
)y =log, [4 } ) y=log, [9 16}

3
2) y_log X _'8 H
; ’ 16, ’

5.12.° Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei pe inter-
valul dat:

1
1) y =log, x, [5, 3}; 2) y=1g x, [1; 1000].
3
5.13." Pe ce interval cea mai mare valoare a functiei y = log,x este egala

cu 3, iar cea mai mica este egala cu —1?

5.14.° Pe ce interval cea mai mare valoare a functiei y =log, x este
2
egala cu —1, iar cea mai mica este egald cu —2?

5.15.° Comparati:
1) log,2 si 3; 2) log, 27 si -2; 3) logﬁ 26 g1 6.
5

5.16." Comparati:
. .1
1) loga1 12 s1 1, 2) log, 3 si 5

5.17.° Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1) f(x) =1gx*; 2) f(x) =log, tg x;
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5. Functia logaritmica si proprietatile ei 31

1 4
3) f(x)=—; 4) f(x)=——.
) 1@ = )@=
5.18." Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1) f(x)=1o x|l; 2y=——; 3) y=1g sin x.
) f(x)=1log, | x| )y 2+ 3) Yy=Ilg
5.19.° Rezolvati prin metoda grafica ecuatia:
1) log,x =3 —x; 2) log,x=x-1; 3) log,x=—x—0,5.
3
5.20.° Rezolvati prin metoda grafica ecuatia:
1) log1x=x+é; 2) log,x=4—x.

2
5.21.° Stabiliti prin metoda grafica numarul de radacini ale ecuatiei:
1) log,x = —x; 2) log,x = —% 3) log, x = x.
2

5.22.° Cate radacini are ecuatia:
1) 1
1) (—) =log, x; 2) log,x==?
2 x

5.23.” Intre care doud numere intregi consecutive se contine pe dreapta
de coordonate numarul:
1) log, 10; 2) log, 5; 3) log, 7; 4) log,  2?
! ,

5.24." Intre care doud numere intregi consecutive se contine pe dreapta
de coordonate numarul: 1) log, 29; 2) log, 9?
2
5.25.” Comparati:
1) log,5 si log 4; 2)log 1,3 si log ,1,5; 3)log, 0,8 si log, 0,7.
5.26.” Comparati:
1) logl’7 1,8 si logl‘8 1,7; 2) logo’2 0,3 s1 logO,3 0,2.

5.27." Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) y =1g(1 — sin x); 5) y=—+  +1g(3-x);
Ig(x+2)
2) y =./lgcosx; 6) y =log, (x* —4x+3)+;;
log, (7 - x)
X
3 y=—>2 7) y=lg®6x—x%)+ —;
)Y lg(4 - x%) )y =lg(6x-x) lg(3-x)
1
4) y=——+/6—x; 8)y=1 ? + x).
)y log, (x_3) )y=log . (x"+x)
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32 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

5.28." Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) y=—r—; 1) y=lg(x+8)-—>

lg(x® +1) lg(-x-1)
2) y =1g(1 + sin x); 5) y=1g(10x—x2)—;;
lg(8 - x)
3) y = /lgsinx; 6) y =log, (8+T7x—x?.
5.29.* Construiti graficul functiei:

I
1) y=M; 2) y =./log:xlog_ 3.

log,, x

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

5.30. Rezolvati ecuatia:

1) Vx®+15 =x+1; 4) Jx+1+Yx+1-6=0;

2) Jx+4+x—-4 =2 5) 3cos’x+ Tsinx—5=0;
3) Yx+¥x-2=0; 6) cos 2x—5cosx—2=0.

6. Ecuatii logaritmice

Ecuatia de forma log x =0, unde a > 0, a # 1, se numeste cea mai
simpla ecuatie logaritmica. Aceasta ecuatie se poate rezolva, folosind
definitia logaritmului.

Problema 1. Rezolvati ecuatia log, (3x—1) = 2.

Rezolvare: Dupi definitia logaritmului se poate scrie: 3x — 1 = 3%

De unde 3x— 1 = 9; x:%.

. 10
Raspuns: 3 <

Rezolvarea ecuatiei din exemplul 1 se poate prezenta astfel:
log, (3x — 1) = 2 log,3,
log, (3x— 1) =log, 3,
10
3x—1=3% x=—.
N 3
In timpul rezolvarii multor ecuatii logaritmice se aplica urmatoarea
teorema.
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6. Ecuatii logaritmice 33

Teorema 6.1. Dacd a >0, a # 1, atunci ecuatia de forma
log_ f(x)=log, g(x)
este echivalentd cu oricare din sistemele
f(x) = g(x), f(x) = g(x),
f(x)>0, g(x)>0.

Problema 2. Rezolvati ecuatia lg (2x — 3) = 1g (x* — 4x + 2).

Rezolvare: Ecuatia data este echivalenta cu sistemul
2x-3=x"-4x+2,
2x—-3>0.

) x =1,
x°—-6x+5=0, 5
Avem: 3 *=% De aici x = 5.
x>—; 3
2 x>—.
2

Raspuns: 5. 4

Problema 3. Rezolvati ecuatia log, (2x — 1) + log, (x - 2) = 3.

Rezolvare: Ecuatia data log, (2x — 1) + log, (x — 2) = 3 este echiva-
lenta cu sistemul
log, ((2x-1)(x-2)) =3,

2x-1>0,
x-2>0.
x =05,
_ _9y_ a3 2 _ k. o _
De aici @x-D(x-2)=3, |2 ~5x-25=0, x:—E, Obtinem:
x> 2 x> 2; 2

x> 2.
x=05.
Raspuns: 5. 4

. . 5
Problema 4. Rezolvati ecuatia log,x +log, 2= 5

Rezolvare: Deoarece log 2= , atunci ecuatia data este echi-

log, x

valenta cu ecuatia

5
log, x + =5

log, x

. o . . 1 5
Fie, ca log,x = ¢. Atunci obtinem: ¢ +-= 2
t
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34 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

1
.. |2t* -5t+2=0, Clt==,
De aici { Deci, 2
t#0. f=9
.= 1
Atunci ecuatia initiala este echivalenta totalitatii 8.7 = 2’
) log, x = 2.
De aici | ¥ = 2% x =42,
x = 22; x=4.
Raspuns: J2; 4. <«
9 -

1. Care ecuatie se numeste cea mai simpla ecuatie logaritmica?
2. Care sistem este echivalent cu ecuatia de forma Iogaf(x) =log_g(x), daca
a>0,a#1?

%7,_

i!‘?‘/ EXERCITII I

6.1.° Rezolvati ecuatia:

1) log,(x-1)=1; 4) log, (4x-8)=-2;
6

2) log, (2x + 1) = 3; 5) log, (¥’ —2x—8)=1;

3) 1g(3 —2x)=2; 6) logl(x2 +4x —-5)=—4.
2

6.2.° Rezolvati ecuatia:
1) log, (x+7) =-3; 3) logﬁ(x2—5x—3)=2;
5
2) log, (2x—5) =0,5; 4) log, (x* -5x +6) =-1.

2
6.3.° Rezolvati ecuatia:
1) log,_(x + 1) =log_(4x—5);
2) log_ (3x —5) =log, (x — 3).
6.4.° Rezolvati ecuatia:
1) log, (4x — 6) = log, (x — 2); 2) log, (x+7) =log, (2x +5).
4 4
6.5." Rezolvati ecuatia:

1

1) log,vx —log,— = 6; 3) 2log, x +log, x —log,, x = 6,5;
X

2) log,x + log, x + log, x=11; 4) log x + 2log, x + 3log,, . x = 3;
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1
5) log, log, (x—2)=0; 6) log,log,log, x = 3
6.6." Rezolvati ecuatia:
1 4
1) log,—+1log, ¥x =3 3)1glglg x=0.
X

3
2) log, x —log,; x +logg,, x = Z;

6.7." Rezolvati ecuatia:
1) lg(x® — 2x) = 1g (2x + 12);
2) log, (x — 1) = log, (x* — x — 16);
3) log, . (x” + 8x —10) = log, _ (x — 2);
4) logﬁ,(x2 —x—2)=log, (2 —x).
6.8." Rezolvati ecuatia:
1) log, (9 — %) = log, (1 — 2x);
2) lg (x* + 2x — 3) = 1g (2x* — 2).
6.9." Rezolvati ecuatia:
1) log, (x—3) +log,x=1;
2) log, . (4 —x) +log, (x—1)=-1;
3) 1og3’(2x -1+ logsy(x —4)=2;
4)1g(x—1)+1g(x—3)=1g(1,5x — 3).
6.10." Rezolvati ecuatia:
1) log x +1log (x+6)=1;
2) log, (5 —x) +log, (3 —x) = 1;
3) log, (4x-1)+log, (x +1) =log, ; 3,5;
2 2
4) logo’6 (x+2)+ logo’6 (6—x)= log(),6 (x + 8).
6.11.° Rezolvati ecuatia:
1) logix+3log,x—4=0; 3) log, x +log 5 = 2,5;
2 s 4 _
lg(x+2)-3 lg(x+2)+1

2) log’ x —log, x —2=0;
6.12.° Rezolvati ecuatia:
1) 3logi(—x)—2log, (—x)—1=0; 3) 3 log,x + 3 log 3 = 10;

1 2
2) 2log, Vx =log®x —6; Lkl

lgx+2 lgx-1

6.13.” Rezolvati ecuatia:
1)2 logOAx =log,, (25 — x); 3) 2 log, (1 —x) =log, (2,5x + 1);
2) 2 log, (—x) = log, (x + 2); 4) 2 log,x =1+ log, (x + 6).
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6.14.” Rezolvati ecuatia:
1) log, , (2x" - 9x + 4) = 2 log,  (x + 2);
2) 2log, (—x) —log,(3x + 8) = 1.
6.15.” Rezolvati ecuatia:
1) log, (5 —x) —log,(x — 1) =1 —log, (x + 2);
2) 2 log, (x + 1) —log, (x + 9) = log, (3x — 17).
6.16." Rezolvati ecuatia:
1) log, (2x — 1) —log, (x + 2) = 2 — log, (x + 1);
2)21g(x+ 1) —1g(4x—5) =1g(x— 5).
6.17.* Rezolvati ecuatia:

1) log, (2x° — Tx + 12) = 2; 3)log, ,(2x"—11x+16) =2;

2)log . (x+3)=2; 4)log, ,(3x"—Tx+3)=2.
6.18." Rezolvati ecuatia:

1) logxfl(x2—5x+7):1; 2) log (x +6)=2.

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

6.19. Gasiti derivata functiei:
x? - 9x .

1) f(x) = ; 2) f(x)=0Bx-1x.
x+4
6.20. Gasiti intervalele de crestere si punctele de extremum ale functiei:
1 1 x> +9 x-2
1 =——x’—=x" +2x; 2 = ; 3 = .
) F(x) g% Tp¥ tex ) f(x) 7 o ) F(x) s

N

.- . . . . 1
6.21. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f(x)= x—gx3 in

punctul cu abscisa x, = 3.

7. Inecuatii logaritmice
Rezolvarea multor inegalitati logaritmice se bazeaza pe o astfel de
teorema.

Teorema 7.1. Dacd a > 1, atunci inecuatia log_ f(x) >log, g(x)
este echivalenta cu sistemul

f(x) > g(x),
g(x)>0.

Dacd 0 < a <1, atunci inecuatia log, f(x) >log_ g(x) este echi-
valentd cu sistemul

f(x) < g(x),
f(x)> 0.
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Problema 1. Rezolvati inecuatia log, x> 3.

Rezolvare: Deoarece 3 = log, 2% se poate scrie:
log, x> log, 2°.

Aceastd inecuatie este echivalenta cu asa una: x> 2°. De aici x> 8.
Raspuns: (8; +). «
Problema 2. Rezolvati inecuatia log,,x >1.
Rezolvare: Avem: log,,x>log,,0,3.

.. . . . . x<0,3,
Aceasta inecuatie este echivalenta cu sistemul 0

x> 0.

Raspuns: (0;0,3]. «

Problema 3. Rezolvati inecuatia log, (3x —4) <log, (x -2).
2 2

Rezolvare: Inecuatia data este echivalenta cu sistemul
3x—-4>x-2,
x-2>0.
x>1,
De aic1 { x> 2.
x> 2;
Raspuns: (2;+). <
'I) T
o

Carui sistem de inecuatii este echivalenta inecuatia log, f(x)> log, g(x),
dacaa>1?dacal0<a<1?

LA/EXERCI]’II [

7.1.° Rezolvati inecuatia:

1) log,, x <log,, 9; 5) log, (x +5) <log, 8;
7 7
2) log,, x> log,, 12; 6) log, (2x — 3) > log, 7;
3) logo,sx > logo’8 14; 7) log, (x —4) > log, 2;
9 9
4) log_ x <log, 15; 8) lg(1 + 3x) <lg 16.
7.2.° Rezolvati inecuatia:
1) I1gx<lg4; 3) log,, (x— 8) > log,, 3;
2) log, x > log, g; 4) log . (4x — 6) <log , 10;
6 6

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



38 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

5) log, (2—x) <log, 2; 6) log, ,(2x + 1) > log, , 5.
11 5 ’ ’
7.3.° Rezolvati inecuatia:
1) log, x> 2; 5) log, (5x + 1) > 4;
2) log, x<-1; 6) log(l6 (x—2)<2;
3) log, x<5; 7) log,(2x-1)<3;
2
4) log, x>1; 8) log,(2x +1)>-2.
3
7.4.° Rezolvati inecuatia:
1) log, x <-1; 3)lgx<5b; 5) log, (2x-3)>-2;
7 3
2) log, x> 2; 4) log, x > -3; 6) log,(5x +6)<2.
6
7.5.° Cate radacini intregi are inecuatia:
1) logo’% (83x—5)>-3; 2) log, (7—x) < 3?
7.6.” Gasiti radacinile intregi ale inecuatiei:
1) logos(l—x)>—1; 2) log, (x+1)<0,5.

7.7.° Gasiti multimea solutiilor ale inecuatiei:
1) Ig(2x+3)>1g(x—1);
2) log, 2x <log, (x + 1);
3) loga2 (2x—-1)> logov2 (3x—4);
4) 10g0’4 (x*-3)< logov4 (x+ 3);
5) log,, (x* —2x —3)<log,; (9 — x);
6) log, (x* + x + 831)<log, (10x +11).
3 3
7.8.° Rezolvati inecuatia:
1) log, (2x — 3) <log, (x + 1);

2) logoy6 (3—2x)> 10g0,6(5x— 2);
3) lg(x® - 2)>1g(4x + 3);
4) log,, (10 -2x) >log,, (x* —x - 2).
7.9.” Gasiti multimea radacinilor ale inecuatiei:
1) log, (x® -4x+3)<1L;
2) log, ;(x* +x) > -1;
3) log, , (x” + 10x + 25) > 0;
4) log, (x* —8x)<2;
5) log, ,(x* + x—12) >log, , (6x - 6);
6) lg(x? — x)<lg(3x - 3).
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7. Inecuatii logaritmice 39

7.10.” Rezolvati inecuatia:

1) log, (x* =5x+17) > 0; 4) log,, (x* - 2x +1)>0;
3
2) log, (x* —6x +8)<0,5; 5) log, (6 —2x) < log, (x* — 2x — 3);
3 3
3) log, s (x* +3x) >-2; 6) log,, (x* —3x—4)>log,, (x +1).

7.11.” Rezolvati inecuatia:

Dlgx+1gx—3)>1;

2) log, (x+2)+1log, x < -1;

3 3

3) log,x + log, (x + 4) < 5;

4) log,,(x —5)+log,, (x—2)>-1;

5) log, (5x +8) +log,(x+1)<1-log,3;

6) log,(1-x)+log,(-5x—2)>2log,2+1.
7.12.” Rezolvati inecuatia:

1) log,(—x)+1log,(1-x)<1;

2) logy,(x—1)+log,,(x+3)=>-1;

3) log,(x—-2)+log,(x-10)>2;

4) log, x +log,(3x —8)>1+2log, 2.
7.13.” Rezolvati inecuatia:

1) logj,x<1; 4) logi x+2log, x~8<0;
4 4
2) logix>4; 5) log>x —5log,x+6>0;
3
3)lg’x+31lgx—4<0; 6) 2logix—5loglx+2>0.
9 9
7.14.” Rezolvati inecuatia:
1) logi x>9; 3) 2logZx—log, x-1<0;
2) 1g°x-21gx-3>0; 4) log , x —log,,x —2<0.

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

7.15. Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f(x) =
=%’ — 3x” + 1 pe intervalul [-2; 1].

7.16.Ince punct al graficului functiei f(x) = x> — x* — 2x tangenta formea-
o . . e . . . 3
za cu directia pozitiva a axei absciselor unghiul o = Tn?

7.17. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei y = x* — x + 2, care este
paralela cu dreaptax+y +2=0.
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40 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

8. Derivatele functiilor exponentiala si
logaritmica

Exista oare o functie a carei derivata este egala cu insasi functia? De
raspuns la aceasta intrebare nu-i complicat. De exemplu, functia care
este constanta nula, poseda aceasta proprietate.

Se poate oare specifica functia f, definita pe R, diferita de constanta
zero, astfel, cd f'(x) = f(x) pentru orice x € R? Raspunsul la aceasta
intrebare nu este evident.

S-a dovedit, ca printre functiile exponentiale f(x) = a” exista o singu-
ra astfel de functie, ca f’(x)=f(x) pentru toti x € R. Numarul, care
este baza puterii pentru aceasta functie, se noteaza cu litera e, iar func-
tia insasi are forma f(x) = e". Deci,

(ex)l — ex

S-a stabilit cA numarul e este irational. El poate fi scris sub forma

unei fractii zecimale infinite neperiodice:
e=2,71828182845... .

Functia f(x) = €" se numeste exponenta.

Logaritmul in baza e se numeste logaritm natural si se noteaza
In a, adica log,a=1n a.

Se poate de demonstrat, ca derivata functiei exponentiale f(x) = a”
este egald cu a’ln a.

Deci, pentru a > 0, a # 1 se poate scrie:

(@) =a“ln a

In p. 5 am observat, ci functia logaritmica f(x) = log, x este diferen-
tiabila.
Putem dovedi, ca

(log, x)' =

xIlna

in special,

(Inx)’ = 1
X

Problema 1. Gasiti derivata functiei:

4
X

Dy=e("—4x); 2)y=x>-8"; 3)y=—.

Inx
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8. Derivatele funcijilor exponentiala si logaritmica 41

Rezolvare: 1) Aplicand teorema derivatei produsului a doua func-
tii, obtinem:

Yy =(%) - (x* —4x)+(x° —4x) -e" =

=e"(x? —4x)+ (2x —4)e* = e* (x* —2x —4).

2) Avem:
Yy =(x*) -3 +(8")  -x*=3x"-8"+3"In3-x* =3"x*(8 + x In 3).
1
4y .4 4x® lnx-—-x
3) Avem: y' = (x) 'lnf;(lnx) X —x =
n° x In® x

4x®*Inx-x* 2*Alnx-1)
- P} = . 4

In” x In® x

Problema 2. Alcatuiti ecuatia tangentei la graficul functiei
f(x) = e" + x in punctul cu abscisa x, = 0.

Rezolvare: Avem: f(x))=1. Gasim derivata functiei f in punctul
x,=0: f'(x)=e" +1. De aici f’(x,) = 2. Atunci ecuatia cautata are as-
pectul y =2x + 1.

Rdaspuns:y=2x+1.4

Problema 3. Gasiti intervalele de crestere si descrestere si punc-
tele de extremum ale functiei f(x) = x In x.

Rezolvare: Avem:

f'(x)=(x) - Inx+(nx) -x=1lnx +l cx=Ilnx+1.
x
Cercetam semnul f’(x) pe D(f) = (0; +0).

+
Avem: f’(x) >0 pentru In x>-1. De unde x > l o~—1

L . 1
Analogic gasim, ca f'(x) <0 pentru 0 < x < e Fig. 8.1

. . . . 1
Obtinem, ca functia f creste pe intervalul [—; +00) ,
e

. 1 1 .
descreste pe intervalul (O; —}, x,., =— (Fig. 8.1). <«
e e

P I

1. Care funciie se numeste exponentiala?

2. Ce se numeste logaritm natural?

3. Cu ce este egala derivata functiei y = e™? y = a™?

4. Cu ce este egala derivata functiei y =In x? y = log_ x?
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42 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

/]
LA/EXERCI]’II | L

8.1.° Gasiti derivata functiei:

1) y = 4e" 3) y =e"sin x; 5) y=>5%
2) y =% 1) y=—"—; 6) y=x-3",
x—-2
8.2.° Gasiti derivata functiei:
1) y=x%" 2)y=e‘cosx; 3)y= xtl; 4)y=6".
8.3.° Gasiti derivata functiei:
1 -
1) y =log,x; 2) y:n—gx; 3)y=x"1nx.
X
8.4.° Gasiti derivata functiei:
5
X
Dy=Igx 2)y=—.
Inx
8.5.° Gasiti derivata functiei:
2" -3
Dy=e+e™ 2) y= .
)y )y 7 11
8.6." Gasiti derivata functiei:
5% +2
Hy=107 2) y= .
)y VY=o
8.7." Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul x:
1) f(x) =" —3x, x,=0; 3) f(x)= =X, x,=0.
e

2) f(x) = %x?‘ ~-Ilnx, x,=4;

8.8." Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul x:
1) f(x)=e"tgx, x,=0; 3) f(x)=x-1nx, x,=3.

1 1
2 :—1 s :—;
) f(x) 5 nx, x, 5

8.9.° Alcatuiti ecuatia tangentei pentru graficul functiei fin punctul cu

abscisa x,;:
1) f(x)=¢", x,=0; 3) fx)=x-2°, x,=1;
2) f(x)=€"+sin x, x,=0; 4) f(x)=3x+Inx, x, = 1.

8.10." Alcatuiti ecuatia tangentei pentru graficul functiei f in punctul
cu abscisa x:
Df(x)=Inx, x,=1; 2) f(x) = 2e"—cos x, x,= 0.
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8. Derivatele funcijilor exponentiala si logaritmica 43

8.11.° Gasiti ecuatia tangentei orizontale dusa la graficul functiei:
x 1 X X
1) f(x)=e o 2) f(x)=(2"=T7)(2°-9).
8.12.° Gasiti ecuatia tangentei orizontale dusa la graficul functiei
f(x) =(5"—65)(5" + 15).
8.13.” Alcatuiti ecuatia tangentei dusa la graficul functiei:

1) f(x) = €", daca aceasta tangenta este paralela la dreapta y = ex — 6;
2) f(x) = 6x — In x, daca aceasta tangenta este paralela la dreapta y = x.

8.14.” Gasiti intervalele de crestere si descrestere si punctele extremum
ale functiei:

1) f(x) = ¢ —x; 1) f(x)=‘:—f; 7) £(x) =1nx—§;

2) f(x)=x*-27;  B)f(x)=+"Inx; 8) f(x)=—.
Inx

8) f(x)=——; 6) f(x)=In x—x;

x
8.15.” Gasiti intervalele de crestere si descrestere si punctele extremum

ale functiei:
3

D 7@)= 25 3) f(x) = 0,5 — In x; 5) f(x)=21nx+%;
2) f(x)= xe_4;3; 4) f(x)= IDTx; 6) f(x)= IHT::

8.16.” Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f(x) = ¢ + x
pe intervalul [-1; 1].

8.17.” Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f(x) =
=(x—1) ¢ pe intervalul [1; 3].

8.18.” Cercetati functia si construiti graficul ei:
1) f(x)=xe"; 2) f(x)=x"-21nx.

8.19.” Cercetati functia f(x) = ix si construiti graficul ei.
e

MXERCITII PENTRU REPETARE IS

8.20. Rezolvati ecuatia:
1) cos 2x =cos x — 1; 2) cos 2x = sin x.

8.21. Gasiti coordonatele punctelor de intersectie ale graficelor functiilor:

1) y=1+vJx+5 si y=x; 2) y=2-2Jx+5 ¢l y=—x.
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44 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

Lé IUBIREA MEA ESTE UCRAINA S| MATEMATICA B

Aceasta afirmatie patriotici a matematicianului ucrainean remar-
cabil, a academicianului Mihail Pylypovych Kravchiuk, a fost gravata
pe piedestalul de granit al monumentului savantului (vezi forzatul 1).

Mihail Kravchiuk s-a nascut in satul Ceovnati in tinutul Volan. Dupa
ce a absolvit Gimnaziul din Lutk cu medalie de aur, apoi sectia de ma-
tematica al Universitatii din Kiev, a ramas sa lucreze in Kiev.

Productivitatea stiintifica si capacitatea de lucru inalta, originalita-
tea si flexibilitatea gandirii lui M.P. Kravchiuk i-au permis sa obtind
rezultate stiintifice importante in algebra si teoria numerelor, teoria
functiilor si a analizei matematice, ecuatiilor diferentiale si integrale,
teoriei probabilitatilor si statisticii etc. Se stie ca elaborarile lui stiinti-
fice au fost folosite intr-o mare masura de cercetatorii americani in
timpul crearii primului calculator.

M. P. Kravchiuk a participat activ la crearea terminologiei stiintifice
ucrainene, unul dintre primii care a scris lucrari gtiintifice in limba
ucraineand, macar ca liber stia limbile rusa, franceza, germana, italia-
na, poloneza si alte limbi.

M.P. Kravchiuk a atras o atentie deosebitd muncii stiintifice cu tine-
ril, in special la initiativa lui in 1935, a avut loc prima Olimpiada de
Matematica din Kiev pentru gcolari. Incearca-ti puterile in rezolvarea
problemelor acestei olimpiade.

Insarcinarile primei olimpiade matematice din Kiev (1935)

b® - a®b - b%c + ca®
®-c)

1. Calculati valoarea expresiei
b=0,19, c=0,18, d =0,04.
2. Rezolvati ecuatia 4x -0 fg

1
+\/E pentru a = _5’

x+y=4,
(x* + y*)(x® + y*) = 280.

4. Numerele pozitive u,, u,, ..., u, formeaza o progresie aritmetica. De-

3. Rezolvati sistemul de ecuatii {

monstrati, ca

1 1 1 n-1
+ .t = .
5. Fie a si b — catetele triunghiului dreptunghiular, ¢ — ipotenuza. De-

monstrati, ca
log

a+log, ,a=2log,, ,a- log, ,a.

c+b c+b
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insarcinarea nr. 1 ,Controleazé-te” in forma test 45

3ABOAHHSA Ne 1 «<NEPEBIPTE CEBE» B TECTOBIA ®OPMI

1. Care este domeniul de definitie al functiei y = = 1?
A) (005 +0); C) (=003 1)U (T; +00);
B) (-5 1) U(1; +0); D) (=005 0) U (0; +0).

2. Pe una din figuri este reprezentat graficul functiei y = 3™. Indicati
aceasta imagine.

A) D)
y \l\ y f
x 0 X
1 -1
o % \’\
3. Cu ce este egala radacina ecuatiei (gj (%j = %?
A) 2; B) -2; C) 1; D) -1.
4. Gasiti multimea solutiilor inecuatiei 0,6* > 0,6.
A) (—o9;1); C) (o0 1)U (L; +0);
B) (1; +00); D) -1; 1).

5. Rezolvati ecuatia 3*"® +5-3""' = 86.
A) 0; B) 1; O) 2; D) 3.

. . . 1
6. Calculati valoarea expresiei log,,25 - log, P

A)1; B) -1; C) 5; D) -5.
7. Prezentati numarul 3 sub forma puterii numarului 10.

A) 3=10"%"; C) 3=10"%

B) 3 =10"3; D) imposibil de prezentat.
8. Cu ce este egala valoarea expresiei log, 108 —log, 3?

A)-1; B) 2; C)-3; D) 4.
9. Rezolvati inecuatia log,, x > log, , 5.

A) (—o05 5); C) (0;5) U (5; +20);

B) (5; +0); D) (0; 5).
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46 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

10. Prin care din punctele date trece graficul functiei y =log, x?
2

A) (2 1) B)(2-1; 0O (2; %) D) (2; 0).
11. Pentru ce valori ale lui a si b se indeplineste egalitatealg ab = 1g(—a) +
+1g(-b)?
A)a>0,b<0; C)a<0,b<0;
B)a<0,b>0; D) asa valori nu exista.

12.1n figura data este desenat graficul functiei
y = f(x), definita pe multimea numerelor
reale. Cate radacini are ecuatia In f(x) = 0?
A) nici o radacina;
B) doua radacini;
C) trei radacini;
D) este imposibil de determinat.

13. Indicati cea mai mare solutie intreaga a

inecuatiei logo,2 (3—2x)<<-1.

A) -2; B) -1; 0)1; D) asa solutie nu exista.
14. Care este multimea solutiilor inecuatiei log, Jx <12

A) (-o05+00);  B) (05 +0); C) (0;1)U(1; +00); D) @.
15. Rezolvati ecuatia log, (x — 4) + log, (x— 1) = 1.

A) 0; 5; B) 0; C) 5; D) 1; 4.
16. Comparati valorile expresiilor log, 5, log, 4, logQ2 3.

A) loga2 3 <log, 4 <log, 5; C) loga2 3 <log,5 <log 4;

B) log, 4 < logo’2 3 <log, 5; D) log, 5 <log 4 < logm 3.
17. Gasiti derivata functiei y = x’".

A) y' = 3x%%; C) y' = 3x%e" + x’e%;

B) y' = 3x%" — x’e"; D)y’ =x%"In 3.

2

18. Gasiti intervalele de descrestere ale functiei y = lz_x

A) (=0%0), (1; Vel; C) (0; el;

B) (0; 1), (1; Vel; D) (0; 1).
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Y

o
Proprietatile functiei y=a", unde a >0,a #1

Domeniul de definitie R

Domeniul de valori (0; +0)

Zerourile functiei -

Intervalele de con-

stantd ale semnului y>0pe R

Cregsterea / descreste- |Daca a > 1, atunci functia este crescatoare;

rea daci 0 < a < 1, atunci functia este descrescatoare.
Diferentiere Diferentiabila

Ecuatii exponentiale
Pentrua>0si a#1 egalitatea a™ =a™ se indeplineste atunci si
numai atunci, cand x, = x,,.
Daca a>0 si a# 1, atunci ecuatia a
ecuatia f(x) = g(x).

™ = 5@ egte echivalentd cu

Inecuatii exponentiale
Daci a > 1, atunci inecuatia o/® > a*® este echivalenti cu inecuatia
f(x) > g(x); daca 0 < @ < 1, atunci inecuatia o/® > a*® este echivalen-
ta cu inecuatia f(x) < g(x).

Logaritmul si proprietatile lui
Logaritmul numarului pozitiv b in baza a, unde a > 0 s1 a # 1, se
numeste exponentul puterii la care trebuie ridicat numarul a, pentru
a obtine numarul b.
Identitatea logaritmica fundamentala:

alogub — b.

Dacax>0,y>0,a>0s1 a#1, atunci sunt adevarate egalitatile:
log xy =log x+log_y;

log, Z log, x -log, y.
y

Daca x>0, a>0 si a#1, atunci pentru orice f € R se realizeaza
egalitatea log, P¥=p log_ x.
Dacaa>0,a#1,b>0,c>0,c#1, atunci este adevarata egalitatea

log b
log b= %82,
log.a
Daca a>0,a#1, b>0, b#1, atunci se indeplineste egalitatea
1
log, b= .
log,a

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



48 § 1. Functiile exponentiala si logaritmica

Daca a>0,a+#1, b>0, atunci pentru orice p = O se realizeaza egali-

1
tatea log , b= E log b.
Proprietatile functiei y =log_x
Domeniul de definitii (0; +00)
Domeniul valorilor R
(codomeniul)
Zerourile functiei x=1
Daca a 1, atunci y < 0 pe intervalul
Intervalele de semn (0; 1), y > 0 pe intervalul (1; +o);
constant daca 0 <a < 1, atunci y < 0 pe intervalul

(1; +0), y > 0 pe intervalul (0; 1)

Daca a > 1, atunci functia este crescatoare;
daca 0 < a < 1, atunci functia este
descrescatoare.

Cregsterea /
descresterea

Diferentiere Diferentiabila

Ecuatiile logaritmice
Dacd a> 0, a # 1, atunci ecuatiile de forma log_f(x)=log g(x) sunt
echivalent cu oricare din sistemele {f(x) =200, {f(x) =800,
f(x)>0, g(x)>0.
Inecuatii logaritmice
Daca a > 1, atunci inecuatia log_f(x) > log, g(x) este echivalenta cu
f(x) > g(x),
g(x)>0.
Daca 0 <a <1, atunci inecuatia log,_ f(x) >log_ g(x) este echivalenta
f(x) < g(x),
f(x)>0.
Derivatele functiilor logaritmica si exponentiala
() =¢"
(@) =a"lna

sistemul {

cu sistemul {

(log, x)" =
xlna

(Inx) = 1
X
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2

Tn acest paragraf veti face cunostintd cu operatia, inversa diferentjerii si
veti invata proprietatile acestei operatii.

Veti extinde clasa figurilor ariile caror le veti putea calcula. Veti face cu-
nostinta cu notiunea de ,integrala determinata” si veti clarifica sensul ei

geometric.

9. Primitiva

Voi stiti, ca gasirea derivatei a unei functii date se numeste diferen-
tiere. O operatie inversa, adica gasirea unei functii dupa derivata ei, se
numeste integrare.

Definitie. Functia F se numeste functia primitiva (sau pe
scurt primitiva) a functiei f pe intervalul I, daca pentru totix € I
se efectueaza egalitatea

F'(x) = f (x).

De exemplu, functia F(x) = x* este primitiva functiei f(x) = 2x pe in-
tervalul (—oo; +o0), deoarece pe R se efectueaza egalitatea (x°) = 2x.

Deseori in problemele, legate de functia primitiva, intervalul I este
omis. In aceste cazuri, se considerd, ca I = (—0; +0). Astfel, functia
F(x) = cos x este primitiva functiei f(x) = —sin x, deoarece se efectueaza
egalitatea (cos x)’ =—sin x.

Sa dam mai un exemplu. Functia F(x) = Jx este primitiva functiei

pe intervalul (0; +), deoarece pe acest interval se efectu-

1
f(x)—m

eaza egalitatea (\/; ) = L
2x
Sa cercetim functiile y =x*+ 1 si y =x° — 2. Fiecare din ele are una
si aceeasi derivatd y = 2x. Astfel, ambele functii y =2+ 1 i y=x"—2
sunt primitivele functiei y = 2x. Este clar, ca fiecare dintre functiile de
forma y = x* + C, unde C — un numér arbitrar, este primitiva functiei
y = 2x. Deci, problema aflarii primitivei functiei are o multime de solutii.
Scopul integrarii consta in aceea, ca pentru functia data sa se ga-
seasca toate primitivele ei pe intervalul dat.
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50 § 2. Integrala si aplicarea ei

Corelatiile dintre toate primitivele functiei date, le aratd urmatoarea
teorema.

Teorema 9.1 (proprietatea fundamentala a primiti-
vei). Dacd functia F este primitiva functiei f pe intervalul I si
C - numadr arbitrar, atunci functia

y=Fx)+C
de asemenea este primitiva functiei f pe intervalul 1.

Orice primitivd a functiei f pe intervalul I se poate reprezenta
in forma y = F(x) + C, unde C — un numdr oarecare.

Daca functia F este primitiva functiei f pe intervalul I, atunci insem-
narea F(x) + C, unde C — numadr arbitrar, se numeste aspectul general
al primitivei functiei f pe intervalul I.

Din proprietatea fundamentala a primitivei rezulta, ca graficele
oricaror doud primitive ale functiei date, pot fi obtinute unul din altul
prin deplasarea paralela de-a lungul axei or-
donatelor (fig. 9.1).

Totalitatea tuturor primitivelor functiei
y = f(x) pe intervalul I se numeste integrala
nedefinita si se noteaza

Jf(x)dx

70| y %Jr/c X (se citeste: «integrala fe de ix de ix»).
! In timpul rezolvarii problemelor cu
Fig. 9.1 primitiva este convenabil de folosit tabelul
prezentat in forzatul 3.

Problema 1. Gasiti aspectul general al primitivelor functiei
f(x) = x°.

Rezolvare: Folosind tabelul primitivelor, obtinem, ca una din pri-
6

mitivele functiei f(x) = x° este functia F(x) = % Atunci dupa teorema

6
9.1 scrierea %+ C, unde C — numar arbitrar, este aspectul general al

primitivelor. <

Din rezolvarea problemei 1 rezulta, ca

6
J.x"’dx =X ic.
6

Problema 2. Pentru functia f(x) = cos x gasiti primitiva, graficul

careia trece prin punctul M (g, 3).
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9. Primitiva 51

Rezolvare: Folosind tabelul primitivelor, obtinem, ca primitiva
cautata are forma F(x) = sin x + C, unde C — numar arbitrar. Sa gasim
acest numar.

Din conditie rezulti, ci F(g) = 3. Atunci sing +C=3. Avand in

. .1 . .
vedere, ca smg = 3’ gasim: C = 2,5.

Deci, primitiva cautata are forma F(x) =sin x + 2,5. <

P B

1. Care functie se numeste primitiva functiei f pe intervalul I?
2. Formulati proprietatea fundamentala a primitivei.

3. Care scriere se numeste aspectul general al primitivei?

4. Ce se numeste integrald nedefinita? Cum se noteaza ea?

rd
ﬂA/EXERCI]'II [

9.1.° Determinati, este oare functia F' primitiva functiei f:
1) F(x)=3x*+x— 2, f(x) = 6x + 1;
2) F(x) =x*, f(x) =—4x"° pe intervalul (0; +0);
3) F(x)=sin x + 3, f(x) =cos x + 3;
4) F(x) =5 f(x) =5"In 5.

9.2.° Demonstrati, ca functia F este primitiva functiei f pe intervalul I:
1) F(x) = x* — 2% + 6, f(x) = 4x° — 4x, I = (—o0; +00);

1

3
X

3) F(x)=5-3x, f(x)=-

2) F(x)= %, f(x)= —x%, I = (~o0; 0);

3
ox

o . 1 . .. 2 .
9.3." Este oare functia F(x)=— primitiva functiei f(x)=-— pe in-
x x

I = (0; +00).

tervalul:

1) (0; +0); 2) (=2; 2); 3) (=05 0] 4) (-6; 0)?
9.4.° Gisiti aspectul general al primitivelor functiilor:

1) f(x) = 5; 5) f(x)= L7 pe intervalul (—oo; 0);

x

2) f(x) = x; 6) f(x) = Vx pe intervalul [1; +oo);

3) f(x) = x5 7 f(x)= Yx pe intervalul (—oo; —3);

4) f(x)=2% 8) f(x) = x° pe intervalul (0; +o0).
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52 § 2. Integrala si aplicarea ei

9.5.° Gasiti aspectul general al primitivei functiei:

1) f(x) = 0; 4) f(x)= % pe intervalul (0; +o0);
X
2) f(x) = 2% 5) f(x) = Yx pe intervalul (4; +co);
3) f(x) = 3i 6) f(x) = ¥x pe intervalul [0,5; +o).
9.6.° Pentru functia f gasiti primitiva, graficul cireia trece prin punctul
dat:
1) f(x) =% A (-1; 3); 3) f(x) =¢e", C (0; —6).

2) f(x) = sin x, B (m; —1);

9.7.° Pentru functia f gasiti primitiva, graficul careia trece prin punctul
indicat:

1) f(x) =, M(l; 2)

n b5
2) f(x) = cos x, N(E’ 5),

3) f(x) = 3%, K(2; %}

9.8.° Pentru functia f gasiti pe intervalul I primitiva F, care primeste
aceasta valoarea in punctul dat:

D f(x)=xi2, I =(0; +00), FG) =-9;

1
7 I=(—E;E), F(£)=3\/§;
cos” x 2 2 3

3) f(x) =21, I=(-00), F(-¢")="T;

2) f(x)=

X
1) f(x)= . = (- 0), F(—%) =3.

8

9.9.° Pentru functia f gasiti pe intervalul I primitiva F, care primeste
valoarea data in punctul dat:

1) f(x) = % I =(0; +09), F(16) = 10;
2) F(x)=—, T= (049, F(l) -2

3) f(x) = 2%, I = (—o0; +00), F(5)=1.
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9. Primitiva 53

9.10.” Indicati in figura 9.2 graficul, care poate fi graficul primitivei
functiei f(x) = cos 3.

Yy Yy yA y

0 x 0| x 0 x /‘0
a b c d
Fig. 9.2

R

9.11.” Indicati graficul pe figura 9.3, care poate fi graficul primitivei
functiei f(x) =In 2.

Yy Yy Yy Yy
x
0 x 0 x 0 x 0
a b c d

Fig. 9.3

9.12.” Pentru functia f(x) = sin® g - cos® g gasiti oricare doua primitive,

distanta intre punctele corespunzatoare ale graficelor carora (adica
a punctelor cu abscisele egale) este egala cu 2.

MXERCITII PENTRU REPETARE IS

9.13. Rezolvati inecuatia:
1) log,(1,5x -3)<1+2log,0,3;
2) log,,(3,5-5x)>2log,,0,2-1.

9.14. Simplificati expresia:
1) 2sin(m — o)

b

Sm(g + oc) +tgosin(m+ o)

2 2
2) _zees & +2cos(3—n—(x).
1+ sin(m+ o) 2
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54 § 2. Integrala si aplicarea ei

10. Regulile de aflare ale primitivei

In timpul gasirii derivatei functiei voi ati folosit regulile de diferen-
tiere. In acest punct noi vom examina regulile gasirii primitivelor.
Teorema 10.1. Dacd functiile F si G sunt corespunzdtor pri-

mitivele functiilor f si g pe intervalul I, atunci pe acest interval
functia y = F(x) + G(x) este primitiva functiei y = f(x) + g (x).

Demonstratie. Din conditie rezulta, ca pentru orice x € I se efec-
tueaza egalitatile F'(x) = f(x) si G’ (x) = g(x). Atunci pentru toti x din
intervalul I avem:

(F(x)+G@) =F (x)+ G (x) =f(x) + 8 (x).

Deci, functia y = F'(x) + G (x) este primitiva functiei y = f(x) + g(x) pe
intervalul 1. <

Din teorema 10.1 rezulta, ca

[(F(@)+ g(x)dx = [ f(x)dx + [ (x)dx = F(x) + G(x) + C,
Unde C — numar arbitrar.

Analogic se poate de demonstrat, ca

[(F(x) - g(x))dix = [F(x)dx - [ g(x)dax = F(x) - G(x) + C.

Teorema 10.2. Dacd functia F este primitiva functiei f pe
intervalul I si k — un numdr arbitrar, atunci pe acest interval
functia y = RF (x) este primitiva functiei y = kRf(x).

Acum se poate scrie:

[kf (x)dx = B[ f(x)dx = kF () + C,

unde C — numar arbitrar.

Problema 1. Gasiti aspectul general al primitivelor functiei f(x) =
= x” + cos x.

3
Rezolvare: Primitiva functiei y = x* este functia y = % Primitiva

functiei y = cos x este functia y = sin x.
3

Folosindu-ne de teorema 10.1 obtinem, ca functia y = % +sinx este

3
primitiva functiei f, date in conditie. Atunci scrierea 3 +sinx + C este

aspectul general al functiei f. <«
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10. Regulile de aflare ale primitivei 55

Problema 2. Pentru functia f(x) = 5sin x gasiti primitiva F, care
satisface conditia F'(0) = 0.

Rezolvare: Primitiva functiei y = sin x este functia y = —cos x. Fo-
losind teorema 10.2, obtinem, ca functia y =—5 cos x este primitiva
functiei y = 5 sin x, date in conditie. Atunci, exista agsa un numar C, ca
F(x) = -5cos x + C. Gasim numarul C din conditia F(0)=0. Avem:
—5cos 0+ C=0. De unde C = 5.

Raspuns: F(x)=—-5cosx + 5. «

Problema 3. Viteza miscarii unui punct material pe axa de coor-
donate variaza in conformitate cu legea v(t) = 3t* +4t. Gasiti legea
migcaril y = s(t), daca s(0) =3 m (deplasarea se masoara in metri, tim-
pul — in secunde).

Rezolvare: Functia y = s(¢) este primitiva functiei y = v (¢) pe inter-
valul [0; +o0). Atunci se poate scrie:

s(t)=t*+2t* + C,
unde C— numar arbitrar. Gasim numéarul C din conditia s(0) = 3. Avem:
*+2t°+C =3, deaiciC=3.
Deci, legea migcarii cautata se da prin formula
s(t) =t +2t* + 3. «

P S

1. Cum de gasit primitiva functiei y = f(x) + g (x)?
2. Cum de gasit primitiva functiei y = kf(x), unde & — un numar oarecare?

uA/EXERCI'[II |

10.1.° Gasiti aspectul general al primitivelor functiei:

1) f(x) =4 —2x; 5) f(x)= s_ x® pe intervalul (—oo; 0);
X
2) f(x)=3x*—x+ 5; 6) f(x)= AL pe intervalul (0; +0);
X
. 1 3 .
3) f(x) =5 sin x + cos x; 7) f(x) =— +— pe intervalul (-oc; 0);
x° x
6 .
4) f(x)=5e"—2- 3% 8) f(x)= Jx - — pe intervalul (0; +0).
X

10.2.° Gasiti aspectul general al primitivelor functiei:

D f@)=x+3  2)fa)=o2+dx—1; 3) F(x) = %e" + 25 In2;
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56 § 2. Integrala si aplicarea ei

—3sinx pe intervalul (—g; gj,

9
2

Cos X

4) f(x) =
5) f(x) =5Yx - 3 pe intervalul (0; +c0);
X

6) F(x) = —= + > pe intervalul (-; 0).
X X
10.3." Pentru functia f pe intervalul I gasiti primitiva F, care satisface
conditia data:
1) f(x)=1-2x, I =(-00;+), F(3)=2;
2) f(x) = 3x" — 4x, I = (—o0; +0), F(1)=4;
3) f(x) =4~ 5, I=(0;+00), F@ -

X
4) f(x) = (2 - 3x)?, I = (~o0;+0), F(1)=0.
10.4." Pentru functia f pe intervalul I gasiti primitiva F, graficul careia
trece prin punctul dat:
1) f(x) =3 —6x, I =(-00;+), A(-1;0);
2) f(x) = 4%’ — 6x° + 1, I = (—o0; +0), B(1; 5);
1
NP

4) f(x) = 2 sin x, I = (=003 +09), D[g; 0).

3) f(x)=2x- I =(0;+), C(4; 10);

10.5.° Pentru functia f(x) = 4x® + 4x gasiti primitiva F, unul din zerourile
careia este egal cu —1. Gasiti restul zerourilor a acestei primitive.

10.6." Pentru functia f(x) = x* — 12 gasiti primitiva F, unul din zerourile
careia este egal cu 3.

10.7.” Functiile F, si F, sunt primitivele functiei f(x) = 5t — 3x* — 2 pe
intervalul (-oo; +o0). Graficul functiei F, trece prin punctul A(1; 2),
iar al functiei F, — prin punctul B(0; 5). Graficul careia dintre functi-
ile F, sau F,, este situat mai sus?

10.8.” Functiile F| si F, sunt primitivele functiei f(x) = (2x — 1)® pe in-
tervalul (—oo; +o0). Graficul functiei F| trece prin punctul A(2; 6), iar
al functiei F, — prin punctul B(-1; 1). Graficul careia dintre functii F|
sau F, este situat mai sus?

10.9.” Viteza punctului material care se deplaseaza de-a lungul axei de
coordonate variaza in conformitate cu legea v(t) = t* + 2¢t — 3. Scrieti
formula dependentei coordonatelor ei de timp, daca in momentul
initial ¢ = 0 punctul se afla in originea de coordonate (viteza migcarii
se masoara in metri pe secunda).
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11. Aria trapezului curbiliniu. Integrala determinata 57

10.10.” Corpul se deplaseaza de-a lungul axei de coordonate cu o viteza,
care in orice moment ¢ se determina dupa formula v (£) = 6¢* + 1. Gasiti
formula care exprima dependenta coordonatei punctului de timp, daca
in momentul ¢ = 3 corpul se gasea la distanta de 10m de la originea de
coordonate (viteza migcarii se masoara in metri pe secunda).

10.11.” Pentru functia f(x) = —2x + 5 gasiti aga o primitiva, ca graficul ei
sa aiba doar un singur punct comun cu dreapta y = 2.

10.12.” Pentru functia f(x) =x + 1 gasiti asa o primitiva, ca graficul ei
sa aiba doar un singur punct comun cu dreapta y = —4.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS
10.13. Rezolvati ecuatia:

1) cos’x — cos 2x = sin x; 3) (sin x — cos x)* = 1 + sin «x.
2) cosz(g + x) —cos’(2n—x) = %;

10.14. Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1

1) f(x) = (5-2x)® +log, (x* + 2,5x);
2) f(x)=v4-=x* +log,,(1-x).

11. Aria trapezului curbiliniu.
Integrala determinata

Analizam functia f, care este continua pe intervalul [a; b] si primes-
te valori nenegative. Figura, limitata de graficul functiei f si dreptele
y=0,x=aslx=>bse numeste trapez curbiliniu.

In figura 11.1sunt prezentate exemple de trapeze curbilinii.

Fig. 11.1

y
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58 § 2. Integrala si aplicarea ei

Sa cercetam teorema, care da posibilitatea de a calcula aria trapezu-
lui curbiliniu.

Teorema 11.1. Aria S a trapezului curbiliniu limitat de gra-
ficul functiei y = f(x) si drepteley =0, x = a $i x = b (a < b), se poa-
te calcula dupd formula

S =F(b)- F(a),
unde F - oricare primitivd a functiei f pe intervalul [a; b].

Problema 1. Gasiti aria S a figurii marginita de graficul functiei

f(x) = sin x g1 dreptele y =0, x = g sl x= g

Rezolvare: In figura 11.2 este reprezentat trapezul curbiliniu,
aria carui trebuie de-o gasit.

Una din primitivele functiei f(x) = sin x pe intervalul {g, E} este
. . 1
functia F'(x) = —cos x. Atunci S = F(Ej - F(E) =—cosZtcost ==,
2 3 2 3 2
1
Raspuns: 5 |

ya y = sinx %\

Yh  y=4x — x?

o ~t

Il I

< K

0 i 5 ° 0 y-0 4%
Fig. 11.2 Fig. 11.3

Problema 2. Gasiti aria S a figurii limitate de graficul functiei
f(x) = 4x — x” si dreapta y = 0.

Rezolvare: Graficul functiei f intersecteaza dreapta y = 0 in punc-
tele x, = 0 si x, = 4 (fig. 11.3). Atunci figura aria carei trebuie de-o gasit
este trapezul curbiliniu, limitat de graficul functiei f si de dreptele y =0,
x=0,x=4.

Una din primitivele functiei f pe intervalul [0; 4] este functia

3
F(x)=2x* -2,
(x) 3
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11. Aria trapezului curbiliniu. Integrala determinata 59

Atunci

3
S:F(4)—F(0):2-42—%:%.

32
Rdaspuns: 3 <

Definitie. Fie F - primitiva functiei f pe intervalul I, nume-
rele a si b, unde a < b, apartin intervalului I. Diferenta F(b) - F(a)
senumesteintegrala determinata a functieif pe intervalul

[a; b].

b
Integrala definita a functiei f pe intervalul [a, b] se noteaza j f(x)dx

(se citeste «integrala de la a pana la b fe de ix de ix»). Deci,

[f(x)dx = F(b) - F(a), (1)

unde F — primitiva arbitrara a functiei f pe intervalul [a; b].

De exemplu, functia F(x) = x* este primitiva functiei f(x) = 3x* pe
intervalul (—o; +o0). Atunci pentru numere arbitrare a si b, unde a < b
se poate scrie:

b
j3x2dx = F(b)-F(a)=b’ - a®.

Mentionam, ci valoarea diferentei F'(b) — F (a) nu depinde de aceea
care primitiva a functiei f am ales. Intr-adevir, fiecare primitiva G a
functiei f pe intervalul I se poate scrie in forma G(x) = F(x) + C, unde
C — numar arbitrar. Atunci

Gb)-G@)=Fb)+C)—(F(a)+ C)=F(b) - F(a).
Egalitatea (1) se numeste formula lui Newton-Leibniz.

b
Deci, pentru calcularea integralei determinate If (x)dx dupa formu-

la lui Newton-Leibniz trebuie:
1) de gasit orice primitiva F' a functiei f pe intervalul [a, b];
2) de calculat valoarea primitivel F'in punctele x = b s1 x = a;
3) de gasit diferenta F(b) — F(a).

in timpul calcularii integralelor determinate, diferenta F'(b) — F(a)

b
se noteaza F(x)| .
a
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L2
6

Folosind o astfel de insemnare, sd calculam, de exemplu, jcosxdx.
0

Avem:

T
. 5 LT, 1
cosxdx = s1nx|6 =gsin——sin0 = E
0

o —0a

2
Problema 3. Calculati _f(x“ +x% - 2)dx.
1

Rezolvare: Avem:

2
X X

2 5 3
j(x4+x2—2)dx=(—+——2x) =
) 5 3

1

5 3 5 3
:[2—+2——2.2j—(1—+1——2.1}63.
5 3 5 3 15

8
Raspuns: 6—. <
15

Formula lui Newton-Leibniz permite sa stabilim legatura intre in-
tegrala determinaté si aria S a trapezului curbiliniu, limitat de graficul
functieil y = f(x) si dreptele y =0, x=a si x = b (a < b).

Folosind teorema 11.1 se poate scrie:

S = j).f(x)dx

Aceasta formula exprima sensul geometric al integralei determi-
nate.

p -
o
1. Care figura se numeste trapez curbiliniu?

2. Dupa ce formula se calculeaza aria trapezului curbiliniu?
3. Ce se numeste integrala determinata?

4. Scrieti formula lui Newton-Leibniz.

5. Tn ce consta sensul geometric al integralei determinate?

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



61

11. Aria trapezului curbiliniu. Integrala determinata

rd
i!'?/ EXERCITII I

11.1.° Gasiti aria trapezului curbiliniu, prezentat in figura 11.4.

A
y [yxz
12 x
a
\
1y=ﬁ
0 1 x

Uy

; X
b
yA A y:4_x2
/NSX
0 E T oy
6 3 2\
=21 0
C
yh YA
y=e
/|/1
-10[ 1 «x 0
d

Fig. 11.4
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11.2.° Gasiti aria trapezului curbiliniu, prezentat in figura 11.5.

Uy

11.3.° Calculati integrala determinaté:

7

1) dex;
5
8

2) de;
3

0
3) I x*dx;

-3
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a1
~—~

6) |

Ry

Y
®

)

B —w | O

-
(=3
=

IS
x

Fig. 1.5

sinxdx;

b

YA
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11.4.° Calculati integrala determinata:

n

1) dex; 3) Tcosxdx; 5) j‘ex dx;
4 0 0
2 . F dx tdx

2) ‘!'x:; dx, 4) _l[x_47 6) ‘!7

11.5.° Gasiti aria trapezului curbiliniu, limitat:
1) de parabola y =x” + 1 gi dreptele y =0, x=0, x = 2;
n

2) de cosinusoida y = cos x si dreptele y =0, x = —%, x = E;

3) de graficul functiei y = —” i dreptele y = 0, x = —2;
4) de parabola y = 3 — 2x — x” si dreptele y =0, x = -2, x = 0;
5) de hiperbola y = 2i si dreptele y =0, x = i, x=2;

X

6) de parabola y = 2x — x* i axa absciselor.

11.6." Gasiti aria trapezului curbiliniu, limitat |o} -
de liniile: \ V=[x
Dy=x"-1,y=0,x=2;
y=—x"—4x,y=0,x=-3, x=—1;

8
Ny=—y=0,x=-4,x=-2.
x o[ 12 P

11.7." Demonstrati, ca trapezele curbilinii prezen- )
tate in figura 11.6 sunt egale. Fig. 11.6

11.8.° Calculati integrala determinata:

-2 3
1) j (2x + 4)dx; 4) j(4x3 —4x +3)dx;
-4 1
6 1
2) [(8x? - x)dux; 5) [(x-3)*dx;
0 -2
. 1
3) _[(4s1nx + 2cosx)dx; 6) _[(— - x) dx.
x
0 1

11.9.° Calculati integrala determinata:

1) j (1-5x")dx; 3) J.(Zx —1)%dx;

2) !(%+2x—3x2jdx; 4) _[(%+%de.
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11.10.” Gasiti aria trapezului curbiliniu, limitat de liniile:

Dy=x"y=4 B y=2"+2,y=x+4;
2) y=2x% y=2x; Ny=x+2x+1,y=x+3;
y=e,y=1,x=2; 10) y = —x" + 2x, y = &%

4
Hhy=—y=lLx=1 1) y=x"y=x%

X

4 x
D) y=—y=4,x=4; 12)y=e,y=e,x=0;

X
6)y=x"—4x+5,y=5; 13)y=z,x+y=8;

X

Ny=2+x—x*y=2-x; 14)y=sinx,y=cosx,x=0,x=§.

11.11.” Gasiti aria trapezului curbiliniu, limitat:
1) de graficul functiei y = x° i dreptele y =8, x = 1;
2) de parabola y = 0,5x* si dreapta y = —x;
3) de parabola y = 4 — x* §i dreapta y = 3;
4) de parabola y = 6 + x — x” i dreapta y = 6 — 2x;
5) de parabolele y=x*—4x+ 4 §i y=4—x7

6) de hiperbola y = 3 si dreptele y =3, x=3;

x
7) de graficul functiei y = ™ si dreptele y = e, x=0;
8) de hiperbola y = 3 si dreapta x + y = 6.

X

11.12.” Pentru ce valori a lui a se indeplineste inecuatia:

’

1) [(4-2x)dx <3, undea>0; 2) | 0,2°dx> %, unde a>log, ,6?
0

logg 26

. . . . ., 1 " .
11.13.” Pentru ce valori ale lui @, mai mari decat 2>’ se indeplineste

inegalitatea J.(iz + 1) dx >1,5?
1\ X
2

11.14.* Pentru ce valori ale lui a aria figurii, limitata de liniile y = x?,
y=0, x = aq, este egala cu 9?7

11.15.* Pentru ce valori ale lui a aria figurii, limitate de liniile y = 2x°,
y=0, x =a, este egala cu 8?
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MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

11.16. Calculati valoarea expresiei:

1) (47°® —20’5)(4"”25 +(2\@)%); 3) \/(f—§)2 —i/[g—\/g)g.

(2 -3) +25
(Vo+1)(V6-1)’

11.17. Gasiti suma solutiilor intregi ale inecuatiei x* — 3x < 4.

2)

@ «CU INTELECTUL EL A DEPASIT SPECIA UMANA» IE

Aceste cuvinte marete sunt scrise de urmasi despre remarcabilul
savant englez fizicianul si matematicianul Isaac Newton. In istoria
stiintei, alaturi I. Newton se afla o alta figura giganta, a savantului
german Gottfried Wilhelm Leibniz, care a lasat in urma sa o urma ne-
pieritoare in filozofie, matematica, drept, logica, diplomatie, istorie,
politologie. Printre marea mostenire stiintifici a acestor geniali savanti,
un loc aparte, apartine realizarii legate de crearea calculului diferenti-
al si integral — stiintei despre derivate si primitive.

Gottfried Wilhelm
Leibniz
(1646-1716)

Isaac Newton
(1643-1727)
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Merita de subliniat faptul, cd Newton si Leibniz si-au creat proprii-
le teorii in acel timp in care notiunile si termenii obignuiti pentru noi
nu existau sau nu aveau continut exact. Incercati sa va imaginati un
manual de matematica care nu are termenii «multime», «functie», «<nu-
mar real» etc. Mai mult decat atat, multe denumiri moderne comode
atunci nu au obtinut o aplicare general acceptata. Unele din ele, lui
Newton si Leibniz, a trebuit sa le inventeze, sa le generalizeze si sa le
adapteze la necesitati. De exemplu, Leibniz a inceput si noteze operatia
inmultire cu un punct (inainte se foloseau simbolurile: [, x, *, M etc);
operatia de impartire — cu doud puncte (inainte des se folosea litera D);
Newton a extins notatia pentru putere a” pentru cazul valorilor intregi

si fractionate ale lui n, iar notatia Jx a generalizat-o pana la fx. Ter-

menul «functie» g1 simbolul integralei «J.» sunt intalnite pentru prima

data in lucrarile lui Leibniz.

In general, istoria dezvoltarii matematicii poate fi impartitd in doua
perioade: inainte si dupa aparitia derivatei si integralei. Descoperirile
lui Newton si Leibniz au permis savantilor sa rezolve rapid si ugor pro-
blemele care au fost considerate complet inaccesibile.
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INSARCINAREA NR. 2 ,CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Care din functiile date este primitiva functiei f(x) = x*?
5 5

A) F(x)=4x% B) F(x)= %; C)F(x)=x" D) F(x)= %.

2. In care dintre urmitoarele cazuri, functia F este primitiva functiei f?
A) f(x) = sin x, F(x) = cos x; C)f(x)=x, F(x)=1;
B) f(x)=2%, F(x) =2"1In 2; D) f(x) = cos x, F(x) = sin x.

o, .. C e . .. 4 .
3. Ardtati aspectul general al primitivei functiei f(x) = — pe intervalul
X
(05 +0).

A) —%; B) —%+C; C) —¥+C; D) —i6+C.
x x x 3x

4. Care din functiile date este primitiva functiei f(x) = 1 pe intervalul
(—00; —1]? *
A)F(x)=-1-1nx; C) F(x)=1-1n (—x);
B)F(x)=1lnx+1; D)F(x)=1In (-x)-1.

5. Aratati aspectul general al primitivei functiei f(x) = e* — 4x” pe inter-

valul (—oo; +00).
x+1

A)e+C; B)e—12¢°+C; C) -x*+C; Dye—x'+C.

e

x+

6. Functia F este primitiva functiei f(x) = x — 3. Prin care din urmétoarele
puncte trece graficul functiei F, daca F(2)=5?

A) (0; 8); B) (-2; 17); C) (1; 5,5); D) (4; 4).
7. Care din functiile date este primitiva functiei f(x) = 7?7
A) F@)=—s C) F(x) =T
In7 x+1
B)F(x)=7In7; D) F(x)= 7 .
3 x+1
8. Calculati integrala szdx.
0
A) 27; B) 9; C) 6; D) 3.
5
d
9. Calculati integrala j—f
1 X
A) 0,2; B) 0,8; C) -0,2; D) -0,8.
3
10. Calculati integrala J. sinxdx.
A) 0; B) 1; C) 2; D) -1.
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11. Calculati aria figurii vopsite care este vk =241
prezentata in figura. 2
N 01 NS
3 1
1
B) —; D) 2. -
3 0 1 x
4 4
12. Calculati integrala J.(f(x) +1)dx, daca '[f(x)dx =2.
-1 -1
A) 3; B) 5; Q) 7; D) 9.
13. In figura este prezentat graficul func- Sfe0) ¥
tiel y = f(x). Gasiti valoarea expresiei v
0 4 1
j f/(x)dx —jf'(x)dx.
N 0 6 0 i\ x
A)0; 0)1; / | \ "
B) 2; D) nu este posibil de gasit.
14. Calculati aria figurii vopsite care YA y—cosx
este prezentata in figura.
AL 0) é;
6 2 x
B) D) 1. -5 of &
15. Gasiti aria trapezului curbiliniu, limitat de liniile y = 6x — %7, y = 0,
x=1,x=3.
A) 122 B) 142, C) 142, D) 151,
3 3 3 3

16. Valoarea careia dintre integralele prezentate este egala cu aria figurii
vopsite, prezentata in figura?

A) ngx; C) T(&—gjdx; ¢

y=x

N8

I B,
]Y

4 4
B) [Vxdx; D (f—x/;)dx.
| ) j ; =10
17. Calculati aria figurii, limitata de liniile y = &%, y = 2 — x.
A) 38,5; B) 4; C) 4,5; D) 5.
18. Pentru ce valoare a lui a, dreapta x = a imparte figura limitata de
graficul functiei y = 10 si dreptele y =0, x=2, x=8, in doua figuri
X
egale?
A) 4; B) 5; C) 10; D) asa valoare nu exista.
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Y

([

Primitiva
Functia F' se numeste functie primitiva (sau pe scurt primitiva) a
functiei f pe intervalul I, daca pentru toti x € I se indeplineste ega-
litatea F’(x) = f(x).

Proprietatea fundamentala a primitivei
Daca functia F este primitiva functiei f pe intervalul I i C — numar
arbitrar, atunci functia y = F(x) + C de asemenea este primitiva
functiei f pe intervalul .
Orice primitiva a functiei f pe intervalul I se poate da in forma
y = F(x) + C, unde C — un numar oarecare.

Integrala nedefinita
Totalitatea tuturor primitivelor functiei y = f(x) pe intervalul I se
numeste integrald nedefinita a ei si se scrie J f(x)dx.

Regulile de gasire a primitivei
Daca functiile F'si G sunt primitivele functiilor f si g pe intervalul I,
atunci pe acest interval functia y = F' (x) + G (x) este primitiva func-
tiely =/ (x) + g (x).
Daca functia F este primitiva functiei f pe intervalul I i £ — un numaér
oarecare, atunci pe acest interval functia y = kF(x) este primitiva
functiei y = kf (x).

Aria trapezului curbiliniu
Aria S a trapezului curbiliniu, limitat de graficul functiei y = f(x) si
dreptele y=0, x=a si x=0b (a <b) se poate calcula dupa formula
S = F(b) — F(a), unde F — oricare primitiva a functiei f pe intervalul
[a; b].

Integrala determinata
Fie functia F' — primitiva functiei f pe intervalul I, numerele a si b,
unde a < b, apartin intervalului I. Diferenta F'(b) — F'(a) se numeste
integrala determinata a functiei f pe intervalul [a; b] si se noteaza

b
[F(x)dx.
Formula Newton-Leibniz
b
If(x)dx = F(b) - F(a), unde F o primitiva arbitrara a functiei f pe

intervalul [a; b].
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ELEMENTE DE _
COMBINATORICA,
A TEORIElI _

PROBABILITATII SI DE N
STATISTICA _ >
MATEMATICA

Tn acest paragraf veti invéta metode combinatorice, de calcul a cantitatii diferitor
multimi, formate dupa anumite reguli; cu determinarea clasica a probabilitatii
unui eveniment intdmplator; veti incepe a invata statistica matematica - stiinta
despre culegerea datelor si a prelucrarii, si analizei lor.

14
»

12. Regulile combinatorice pentru suma
si produs

in cate moduri elevii din clasa voastra pot sta unul dupa altul in rand
la bufet? In cate moduri se poate de ales in clasa voastra seful clasei si
adjunctul lui? In cate moduri pot fi distribuite medaliile de aur, argint
s1 bronz la campionatul mondial de fotbal?

Raspunzand la aceste intrebari, trebuie de calculat cate combinatii
diferite, formate dupa anumite reguli, se pot face din elementele unei
multimi finite de date. Capitolul de matematica, care studiaza metode-
le de rezolvare a astfel de probleme, se numeste combinatorica.

La baza rezolvarii majoritatii problemelor combinatorice sunt doua
reguli: regula sumei si regula produsului.

Sa analizadm asa un exemplu. Pe un turist l-au interesat 5 trasee
turistice din regiunea Herson si 7 trasee turistice din Carpati. Sa aflam
in cate moduri isi poate organiza el vacanta sa, avand timp doar pentru
un singur traseu.

Deoarece de tot sunt 5 + 7 =12 trasee diferite, atunci unul dintre ele
poate fi ales in 12 moduri.

Deci, pentru calculul numarului total de trasee, am adunat numarul
de trasee din regiunea Herson si numéarul de trasee din Carpati. Aceas-
ta metoda este numita regula combinatorica a sumei.

Revenim la exemplul cu alegerea traseului. Daca turistul dispune de
timp pentru doua trasee si doreste sa mearga mai intai in regiunea
Herson si apoi in Carpati, isi poate organiza vacanta in 35 moduri. De
fapt, daca de ales un traseu prin regiunea Herson, atunci perechea lui
poate fi oricare din cele 7 trasee carpatice. Deoarece trasee din regiunea
Herson sunt 5, atunci numarul de perechi (trasee din regiunea Herson,;
trasee din Carpati) este egal cu 7+ 7+ 7+ 7+ 7, adica este egal cu pro-
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12. Regulile combinatorice pentru suma si produs 71

dusul 7 - 5=35. Aceasta metoda este numita regula combinatorica a
produsului.
Aceste consideratii ilustreaza urmatorul tabel.

Trasee din Carpati
1 2 3 4 5 6 7
- LD 352 | (53) ] (054) | (155) | (1;6) | (1;7)
B S 21 &D | Z2) | &3 | (54 | (5 ] (26) | (57
3 G131 G [ G2 B3 [ G [ (B55) | 3:6) | 357D
g Tl D | 52 | 53 | 5 | (455 [ (56) | (457
S 1 G | 552) | (5:3) | (554) | (555) | (5;56) | (557)

Problema 1. 1. Cate numere din trei cifre pot fi alcatuite din
cifrele 1, 2, 3 astfel incat in fiecare numar toate cifrele si fie diferite?

Rezolvare: Prima cifra in acest numar din trei cifre poate fi orica-
re cifra din 1, 2 sau 3. Avem 3 variante.

Deoarece toate cifrele in acest numar din trei cifre trebuie sa fie di-
ferite, atunci indiferent care ar fi prima cifra, a doua cifra a numarului
poate fi orice cifra dintre cele doud ramase. Deci, pentru fiecare dintre
cele trei variante de alegere a primei cifre existd 2 variante pentru a
doua cifra. Folosind regula produsului, avem ca primele doua cifre ale
numarului din trei cifre pot fi alese in 3 - 2 = 6 moduri.

Deoarece toate cifrele din numarul de trei cifre trebuie sa fie diferite,
atunci este clar ca primele doua cifre ale numarului determina in mod
univoc ultima a treia cifra. De aceea din cifrele 1, 2, 3 pot fi alcatuite
3 - 2-1=6numere de trei cifre, astfel incat in fiecare numar toate cifre-
le sa fie diferite.

Raspuns: 6. 4

In timpul rezolvarii problemei 1, a trebuit sa calculam produsul
3-2- 1. In problemele de combinatorica produsul numerelor consecuti-
ve naturale de la 1 pana la n se intalnesc atat de des incat a primit
denumirea speciala «factorial» si se noteaza

n!=1.2.3-...-n
(scrierea «n!» se citeste «ne factorial»).
De exemplu, 3!=1-2-3=6, 5!=1-2-3-4-5=120.

Problema 2. Pentru a proteja informatiile din calculator se folo-
seste parola — o succesiune de litere latine cu lungimea de la 3 pana la
5 simboluri (parola poate contine mai multe litere identice). Cate paro-
le diferite se pot crea folosind 26 de litere latine?
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Rezolvare: Cercetam numarul de parole diferite din trei simboluri.
Primul simbol poate fi ales oricare litera. Deci, avem 26 de variante.
Folosind regula produsului, avem, ca existd 26° parole diferite din trei
simboluri.

Rationand analogic, se poate de stabilit, cd numarul de parole din
patru simboluri este egal cu 26, iar parole cu cinci simboluri — 26°.

Astfel, folosind regula sumei, obtinem, cd numarul total de parole
alcatuieste 26° + 26* + 26°.

Rdspuns: 26° +26* +26°. <

p - TS
[ ]
1. Dati exemple de probleme, rezolvarea carora studiaza combinatorica.

2. Ce se numeste factorialul numarului? Cum el se noteaza?

LA/EXERCI]’II [

12.1.° Din orasul A la orasul B sunt 4 cai, iar din orasul B la orasul C
trec 3 cai (fig. 12.1). In cate modalitati se poate ajunge din orasul A
in orasul C ?

12.2.° Spre varful muntelui sunt deschise 5

itinerare. In cAte moduri alpinistul poate A B C
urca si cobori de pe munte? Raspundeti la

aceasta intrebare cu conditia ca urcarea

sl coborarea are loc pe marsrute diferite. Fig. 12.1.

12.3.° In cafenea se oferd un meniu din 3
mancaruri de felul intai, 6 — de felul doi si
5 — de felul trei. Cate modalitati sunt pentru a alege masa de pranz
din trei feluri de mancaruri (cate o mancare de fiecare fel)?

12.4.° Cate numere din cinci cifre se pot alcatui din cifrele 1, 2, 3, 4, 5
astfel, incat in fiecare numar toate cifrele sa fie diferite?

12.5.° Cate numere din patru cifre se pot scrie cu ajutorul cifrelor 1, 2,
3, 4,5, 67

12.6.° Cate numere din trei cifre existd, toate cifrele carora sa fie impare?

12.7.° Sa cercetam silabele din doui litere, prima din care este consoana,
iar a doua — vocala. Cate astfel de silabe diferite se pot alcatui din
literele cuvantului:
1) sabie; 2) pantaloni?
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12.8." In cos sunt 10 mere g1 7 pere. Anton alege mar sau para. Dupa
aceasta Maxim alege mar si para. In ce caz Maxim are mai multe
posibilitati pentru alegere: cand Anton
a luat mar sau cand Anton a lut para? M

12.9." in figura 12.2 este aratata schema
drumurilor, care duc de la orasul A la
orasul B. In cAte moduri se poate ajunge
din orasul A in orasul B?

12.10."In cafenea se oferd un meniu din 3 N
salate diferite, 6 diferite feluri de mancare
din carne si 5 deserturi diferite. Cate mo-
duri exista pentru a alege masa de pranz
din doué feluri diferite de mancare?

Fig. 12.2.

12.11." Cate numere din cinci cifre, toate cifrele in care si fie diferite, se
poate de alcatuit din cifrele 1, 2, 3, 4, 5 daca aceste numere ar trebui
sa inceapa:

1) cu cifra 1; 2) cu scrierea «34»?

12.12." Cate numere din patru cifre se poate de scris cu ajutorul cifrelor
0,1,2,3,4,5?

12.13." Cate numere din trei cifre existd, toate cifrele cirora si fie pare?

12.14." Cate numere de telefon din sapte cifre existd, care nu incep cu
numaérul 0?

12.15." Moneda se arunci de 4 ori. Cite diferite succesiuni de stem3 si
de cifre pot fi obtinute?

12.16." Zarul este aruncat de 3 ori. Cate succesiuni diferite de puncte
pot fi obtinute?

12.17." Cate numere pare din trei cifre se poate de scris cu ajutorul
cifrelor 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?

12.18." Cate numere impare din trei cifre se poate de scris cu ajutorul
cifrelor 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?

12.19." Cate numere din cinci cifre, toate cifrele carora trebuie sa fie
deferite, se poate de alcituit din numerele 0, 1, 2, 3, 47

12.20." Cate numere pare din cinci cifre, se poate de alcatuit din cifrele
1, 2, 3, 4, 5 astfel, incat 1n fiecare numar cifrele sa fie diferite?

12.21." Cate numere din cinci cifre existd, care se impart la 5 fara rest?

12.22." Cate numere din sapte cifre existd, care se impart la 25 fira rest?
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12.23.% Magazinul de cirti are 4 editii diferite ale poemului « Eneida», 3
editii diferite ale piesei «Natalka Poltavka» si 2 editii diferite ale piesei
« Moskalul vrajitor». Afara de asta, exista 5 carti diferite care contin
poemul «Eneida» si piesa «Natalka Poltavka», si 6 carti diferite, care
contin piesele «Natalka Poltavka» gi « Moskalul vrajitor ». In cate
moduri se poate face o cumparatura care sa contina cate un exemplar
din fiecare aceste creatii?

12.24.* Cate numere din sapte cifre exista, toate cifrele cirora au aceeasi
paritate?

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

12.25. Rezolvati ecuatiile:
1) J2,lx+1=x-1; 4) 2Jx-2=4x-2+15;
2) 2x+/3x -2 = 3; 5) V3x+1-+x—1=2;
3) Vx* +8 +Yx* +8 =6; 6) V2x +1++/x =5.

12.26. Gasiti cea mai mare valoare intreaga a inecuatiei

x*+3(3-x) -13<0.

13. Permutari. Aranjamente. Combinari

Anigoara, Olga si Ion au intrat in bufetul gcolii. In cate moduri pot
el sa se repartizeze la coadd? Este clar, ci exista 6 variante.

Anigoara, Olga, Ion Olga, Ion, Anigoara Ion, Anigoara, Olga

Anigoara, Ion, Olga Olga, Anigoara, Ion Ton, Olga, Anigoara

Inci un exemplu.

Orarul zilnic contine 7 lectii. In cate modalitati se poate alcatui ora-
rul zilnic astfel, incat toate cele 7 lectii sa fie diferite? Cu alte cuvinte,
cate permutari exista din 7 lectii?

Asa probleme se numesc probleme la gasirea numarului de permu-
tari. Numarul de permutari din n elemente se noteaza cu simbolul P .
Pentru oricare n natural este adevarata formula

P =n! (1)

Deci, trei copii se pot alinia la coadd in 3! = 6 moduri, iar numarul
de orare din 7 lectii este de 7! = 5040.
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Problema 1. In cate moduri pot sd se alinieze 5 masini intr-o
coloana?

Rezolvare: In problema data trebuie de calculat numarul de
permutari din 5 elemente. Folosind formula (1), avem: P, = 5! = 120.
Raspuns: 120. <

Sa cercetam inca cateva probleme tipice din combinatorica.

Problema 2. Conform regulilor FIFA' in partea finald a campio-
natului mondial de fotbal participa 32 de echipe. In cate moduri, pot fi
distribuite medaliile de aur, argint si bronz (trei locuri premiante) intre
echipe?

Rezolvare: Primul loc poate ocupa oricare dintre cele 32 de echipe,
locul al doilea - oricare dintre cele 31 de echipe ramase, iar al treilea —
oricare dintre celelalte 30 de echipe ramase. Dupa regula produsului,
numaérul de variante posibile de repartizare a locurilor este egal cu
32-31-30=29760.

Raspuns: 29 760. €

Rezolvand aceasta problema, noi am aflat, cate moduri existd pentru
a repartiza 3 echipe pe piedestalul de premiere alegandu-le din 32 de
participanti. Se spune, ca am gasit numarul de aranjamente de 32 de
elemente luate cate 3 elemente.

Numarul tuturor aranjamentelor posibile de n elemente luate cate
k elemente se noteaza cu simbolul A,'f , folosind prima litera a cuvantu-
lui frantuzesc arranjament — repartizare, aranjare.

Rezultatul obtinut in problema despre distribuirea locurilor premi-
ante, permite si facem concluzia, cd A, =32-31-30 =29760.

In general, pentru oricare n si k naturale astfel incat k < n, adeva-
rata este formula

A =n(n-1)(n-2)-....(n-k+1) (2)

Prin definitie, este primit, ca 0! = 1. Aceasta conventie, permite de
scris formula (2) mai compact:

AF =

n!
(n-E)!

Sa cercetam urmatoarele doua probleme. In cate moduri clasa, in
care sunt 30 de elevi si eleve, se poate alege seful clasei si adjunctul 1ui?
Prin cate moduri in aceasta clasa pot fi numiti doi elevi de serviciu?

! Federatia Internationala a Asociatiilor de Fotbal
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Raspunsul la prima intrebare este cunoscut: acesta-i A2 . Pentru a
raspunde la a doua intrebare, trebuie de stabilit numarul de modalitati
pentru a forma din 30 de elemente o multime de 2 elemente. In acest
caz, se spune ca este necesar sa se gaseasca numarul de combinari de
30 de elemente luate cate 2 elemente.

Numarul tuturor combinatiilor posibile de n elemente luate cate k
elementele se noteaza cu simbolul C,’f , folosind prima litera a cuvantu-
lui francez combinasion — combinatie.

Deci, problema despre aflarea numéarului de moduri in care se poate
numi elevii de serviciu se formuleaza astfel: cu ce este egal C2 ?

Se poate de demonstrat, ca are loc formula

E n!

- (n-E)E! (3)

n

Problema 3. Pe o circumferinta sunt notate 8 puncte. Cate tri-
unghiuri exista cu varfurile in aceste puncte?

Rezolvare. Numarul cautat de triunghiuri este egal cu numarul
de combinatii de 8 elemente luate cate 3 elemente. Folosind formula (3),
obtinem:

c: -8 5.
5!.3!
Raspuns: 56 de triunghiuri. <

D -

1. Dupa care formula se poate de calculat numarul de permutari de n elemente?

2. Dupa care formula se poate de calculat numarul de aranjamente de n ele-
mente luate cate k elemente?

3. Dupa care formula se poate de calculat numarul de combinatii de n elemen-
te luate cate k elemente?

LA/EXERCI]’II [

13.1.° In cate moduri se pot aranja pe raft 7 carti diferite?

13.2.° In scoald sunt 20 de clase s1 20 de conducatori de clasa. In cate
moduri se poate repartiza conducerea claselor intre profesori?
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13.3.° In cate moduri se pot aseza 5 persoane in automobil, daca fiecare
dintre ei poate conduce automobilul?

13.4.° Intr-o echipa de fotbal, care este compusa din 11 jucatori, trebuie de
ales ciipitan si adjunctul lui. In cAte moduri se poate face acest lucru?

13.5.° O comisie compusa din 15 persoane, trebuie sa aleaga presedinte,
adjunctul lui si secretar. In cate moduri se poate face aceasta?

13.6.° In clasa a 9-a se studiazi 12 obiecte. Orarul zilnic contine 6 lectii.
In cate moduri se poate alcatui orarul zilnic astfel, incat toate cele
6 lectii sa fie diferite?

13.7.° In partea finald a Campionatului European de Fotbal participa
16 echipe. Prin cate metode pot fi distribuite medaliile de aur, argint
si bronz?

13.8.° In clasi invata 32 de elevi si eleve. Fiecare doi dintre ei au facut
schimb de fotografii unul cu altul. Cate fotografii in total au fost date?

18.9.° in clasa cu studii aprofundate a matematicii sunt 29 de elevi s1
eleve. In cate moduri se poate de format o echipa din 5 persoane pentru
a participa la olimpiada de matematicd?

13.10.° Este dat poligonul regulat cu n laturi. Cate patrulatere existi
cu varfurile, care se afla printre varfurile poligonului dat cu n laturi

13.11.° Pe plan sunt marcate 10 puncte astfel, ¢ oricare trei din ele nu se
afla pe o dreapta. Cate triunghiuri exista cu varfurile in aceste puncte?

13.12." Cate numere diferite de sase cifre pot fi formate din cifrele 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7 astfel, incat cifrele si nu se repete, iar cifrele extreme sa
fie pare?

13.13." Printre 20 de muncitori sunt 7 zugravi. In cate moduri se poate de
alcatuit o echipa din 5 lucratori astfel, incat sa includa exact 2 zugravi?

13.14." Pentru loteria scolara, au fost pregatite 100 de bilete, dintre
care 12 sunt castigatoare. Primul elev alege la intamplare 10 bilete.
Cate variante de alegere exista, pana cand el va alege exact 3 bilete
castigatoare?

13.15.” Pe o dreapta sunt notate 12 puncte, iar pe dreapta paralela
ei — 7 puncte. Cate triunghiuri exista cu varfurile in aceste puncte?

13.16.” Dreapta si circumferinta nu au puncte comune. Pe circumfe-
rintd sunt notate 9 puncte rosii, iar pe dreapta — 15 puncte albastre.
Se stie ca nici o dreapta care trece prin doua puncte rogii nu contine
puncte albastre. Cate triunghiuri exista cu varfurile in aceste puncte?

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



78 § 3. Elemente de combinatorica, a teoriei probabilittii si de statistica matematica

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

13.17. Pantalonii sunt mai scumpi decat o cAmasa cu 30% si mai ieftini
decat un veston cu 22%. Cu cate procente o cAmasa este mai ieftina
decat un veston?

13.18. Calculati valoarea expresiei:
18

log, 7 log; V13 , .
1) 387 4 4913, )5log52,
2) log,;144 —log 4; 4) log,7-log, 4.

14. Determinarea clasica a probabilitatii
unui eveniment aleatoriu

Pentru a gasi probabilitatea unor evenimente, nu trebuie obligatoriu
sa se efectueze experiente sau observatii. Este destul de experienta de
viata si de bunul simt.

Problema 1. Fie, ca intr-o cutie sunt 15 bile de biliard, numero-
tate de la 1 pana la 15. Care este probabilitatea evenimentului, ca bila
aleasa va avea numar multiplu la 3?

Rezolvare: Este clar ca in acest test sunt 15 rezultate egal posibile.
Dintre acestea, sunt 5 care ne satisfac: atunci cand sunt extrase bilele
cu numerele 3, 6, 9, 12, 15. De aceea este natural sa presupunem ca
probabilitatea unui eveniment «a scoate bila cu numarul care este mul-

. . . 5 1
tiplu lui 3» este egald cu — = —.
15 3

1
Raspuns: 3 <

Rezolvarea multor probleme de probabilitate poate fi descrisa cu o

astfel de schema.

e Fie in timpul experientei se poate obtine unul din n rezultate egal
posibile.

e Se cerceteaza un eveniment oarecare A, care este provocat de m re-
zultate. Le vom numi prielnice (favorabile).

e Probabilitatea P (A) a evenimentului A se poate calcula dupa formula

P(A):%

O astfel de schema se numeste determinarea clasica a probabi-
litatii unui eveniment aleatoriu.
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Problema 2. Castigatorii etapei scolare a concursului de talente
au devenit Marina, Svetlana, Andrei i Dumitru. La concursul regional
de talente trebuie de trimis doi elevi invingétori. S-a hotarat de ales
echipa prin tragere la sorti. Care este probabilitatea evenimentului ca
un baiat si o fata vor reprezenta scoala la concursul raional?

Rezolvare: In timpul tragerii la sorti, trebuie de ales o pereche,
care va merge la concurs, din urméatoarele 6 rezultate egal posibile:

1) Marina si Svetlana; 4) Svetlana si Andrei;
2) Marina si Andrei; 5) Svetlana si Dumitru;
3) Marina i Dumitru; 6) Andrei si Dumitru.

Printre aceste perechi exista 4 perechi, care constau dint-un baiat si
o fata. Deci, probabilitatea evenimentului «va reprezenta scoala baiat

. . o 4 2
si fata» este egala cu 5 = 3

2
Raspuns: 3 |

Sa analizam inca un exemplu.

Fie ca intr-o cutie se afla 9 bile verzi. Care este probabilitatea faptu-
lui ca bila aleasa va fi de culoare verde? culoare galbena?

Dupa conditiile date orice bild aleasa va fi de culoare verde.

Evenimentul, care in conformitate cu aceastd multime de conditii
sigur va ave loc in orice experientd, se numeste sigur (verosimil).

Probabilitatea acestui eveniment se considera egalad cu 1. Cu alte
cuvinte, daca A — este un eveniment sigur, atunci P(4) = 1.

Deci, probabilitatea ca bila aleasd va fi de culoare verde este egala
cu 1.

Deoarece in cutie nu sunt bile de culoare galbena, de aceea de ales o
bila de culoare galbena este imposibil.

Evenimentul, care conform complexului de conditii nu se poate pe-
trece nici intr-o experienta, se numeste imposibil.

Probabilitatea acestui eveniment este egala cu 0. Cu alte cuvinte,
daca A — eveniment imposibil, atunci P(A) = 0.

Pentru a calcula probabilitatea evenimentului aleatoriu, noi trebuia
sa calculam numarul de rezultate egal posibile in experienta data si
numarul de rezultate favorabile.

Adesea, aceste calcule sunt legate cu determinarea numaéarului de
diferite combinatii, care conform unei reguli anumite pot fi compuse din
elementele multimii finite date, de aceea aplicarea regulilor combina-
torice este o metoda eficienta pentru rezolvarea multor probleme din
teoria probabilitatii.
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Problema 3. Pe o taraba comerciala se afla 28 de mere - 15 gal-
bene si 13 rosii. Cumparatorul a cumparat 3 mere, pe care vanzatorul
le-a ales aleatoriu. Care este probabilitatea ca toate merele cumparate
sunt galbene?

Rezolvare: Din 28 de mere vanzitorul poate alege 3 mere prin Cj,

metode. Sa calculam, cate dintre aceste procedee sunt astfel, ca toate
trei mere sunt galbene. Din 15 mere galbene vanzatorul poate alege 3
mere prin C.. procedee.

Deci, probabilitatea evenimentului aleatoriu A — de ales trei mere
3
galbene este egala P(4)=—>.
28

5

Folosind formula C! = , se poate calcula P(A) = 36"

(n-E)E!

5
Rdaspuns: —. 4
p 36

P B

Ce formula se foloseste pentru determinarea clasica a probabilitatii unui eveni-
ment aleatoriu?

uA/EXERCI'[II | L

14.1.° Probabilitatea de a cumpéara un aparat electric defectat este de
0,007. Este corect ca in orice lot de 1000 de aparate electrice exista
7 defectate?

14.2.° Probabilitatea de a numeri in tintd este de 75%. Ar putea oare sa
fie astfel, ca intr-o serie din 100 de impuscaturi, vor fi 98 de nimeriri
in tinta?

14.3.° In sertar sunt 8 creioane albastre si 12 rosii. Care este probabili-
tatea de a lua la intamplare din sertar un:
1) pix; 2) creion?

14.4.°Din cifrele 2, 4, 6, 8 se formeaza un numar de trei cifre. Care este
probabilitatea ca acest numar se va imparti fara rest:
1)la 5; 2)1a 2?
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14.5.° Care este probabilitatea ca prin schimbarea literelor in cuvantul
«matematica» sa obtinem cuvantul «literatura»?

14.6.° Din multimea {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} se alege la intAmplare un
numar. Care este probabilitatea, ca acest numar:
1) este egal cu 2;  4) este multiplul lui 4;
2) este egal cu 5;  5) nu se imparte la 3 fara rest;
3) este impar; 6) este multiplul lui 11?

14.7.° Care este probabilitatea faptului, ca chemand un elev din clasa
voastra la tabla, profesorul v-a chema un baiat?

14.8.° Care este probabilitatea aceea, ca numarul din doua cifre ales
aleatoriu sa fie multiplul lui 11?

14.9." In cutie au fost 17 fise, numerotate de la 1 pana la 17. Din cutie
aleatoriu s-a luat o fisa. Care este probabilitatea ca pe ea va fi scris
numarul:

1) 12; 3) multiplu la 3; 5) cu doua cifre;
2) par; 4) nu-1 multiplul lui 5; 6) prim?

14.10.° Pe 15 fige sunt scrise numerele naturale de la 1 pana la 15. Care
este probabilitatea evenimentului, cad numarul scris pe fisa aleatoriu
aleasd, va fi:
1) impar; 3) nu se imparte fara rest nici la 2, nici la 3?
2) compus;

14.11.'In cutie se afli bile: a albastre, b galbene si ¢ rosii. Care este
probabilitatea, ca bila aleasa la intamplare va fi:
1) galbena; 3) nu rosie?
2) albastra;

14.12." In sacul lui Mos Criciun sunt n ursuleti de plus, m bomboane si
k mandarine. Care este probabilitatea, ca cadoul ales aleatoriu va fi:
1) ursulet; 3) nu bomboana?
2) comestibil;

14.13.” Pe raft sunt 12 caiete, din care 5 sunt in patratele. Care este
probabilitatea ca 2 caiete alese aleatoriu vor fi in patratele?

14.14." In colectia lui Andrei sunt 40 de monede din diferite tari, dintre
care 6 ucrainene. Andrei a luat aleatoriu 3 monede. Care este proba-
bilitatea ca toate aceste monede vor fi ucrainene?

14.15. In cutie sunt 12 bile galbene si 15 albastre. Care este
probabilitatea faptului, ca din cele opt bile alese la intamplare, cinci
vor fi galbene?
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14.16.” Pentru loterie au fost pregatite 1000 de bilete, dintre care 15
castigatoare. Care este probabilitatea, cd din trei bilete alese la in-
tamplare, toate vor fi castigatoare?

14.17." In sertar sunt creioane sl pixuri. Se stie, ca creioane sunt cu
12 bucati mai putine decat pixuri. Cate creioane sunt in sertar, daca
probabilitatea, ca obiectul ales la intamplare este:

. . 5 . . 1
1) pix, este egali egal cu g; 2) creion, este egala cu E?

14.18.” Setul de cadouri contine 12 baloane verzi si cateva baloane rogii.
Cate baloane rosii sunt in set, daca probabilitatea ca balonul, ales
aleatoriu, este:

. 3
1) verde, este egala cu ;;

- 2
2) rosu, este egala cu g?

MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

14.19. Un turist parcurge calea din punctul A in punctul B timp de 3 ore,
iar ce-1 de-al doilea turist din punctul B in punctul A —timp de 6 ore.
Peste cate ore e1 se vor intalni, daca vor porni in acelasi timp unul
la intampinarea altuia din punctele A si B?

14.20. Efectuati calcule si inregistrati rezultatul in forma standard:
3,6-10°
12.10*°

15. Elemente de statistica matematica

Cu ce tiraj ar trebui de tiparit un manual de matematicd pentru
clasa 11?

Merita oare ca un anumit politician sa-gi inainteze candidatura sa
pentru alegerile ordinare ale primarului?

Cate kilograme de peste si producte maritime consuma in mediu pe
an un locuitor al Ucrainei?

Este oare profitabil sa inchiriezi un stadion pentru un concert al
artistului dat?

La acestea si multe alte intrebari ajuta de gasit raspunsul statistica.

1) (2,6-10%)-(4,5-10%); 2)

Definitie. Statistica (de la lat. status - stare) este stiinta
despre primirea, prelucrarea si analiza datelor cantitative, care
caracterizeaza fenomenele de masa.
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Cercetarea statistica consta din cateva etape:

Colectarea datelor

v

Prelucrarea datelor si expunerea
lor in forma comoda

v

Analiza datelor

v

Concluzii si recomandari

Sa ne oprim la fiecare etapa separat.

Colectarea datelor

Voi stiti, ca obiceiurile didunatoare, alimentarea incorecta, modul de
viata sedentar provoaca boli cardiovasculare. Doctorii au ajuns la aceas-
ta concluzie, examinand, desigur, nu toti oamenii de pe planeta.

Este clar ca cercetarea a fost selectivd, dar cu caracter de masd.

In statistica, totalitatea obiectelor, pe baza carora se efectueaza
cercetarile, se numeste selectie.

In acest exemplu, selectia s-a compus din mai multe milioane de
oameni.

Trebuie de remarcat faptul cé concluzia statistica, bazatd numai pe
cantitatea elementelor selectiei, nu este intotdeauna adevarata. De
exemplu, daca noi cercetand popularitatea artistului, ne vom limita cu
sondajul oamenilor, care au venit la concertul lui, atunci rezultatele
obtinute nu vor fi obiective, pentru ca ei au venit la concert anume de
aceea, ca acest artist le place. Statisticienii spun ca selectia ar trebui sa
fie reprezentativa (de la fr. representatif - reprezentativ).

Astfel, medicii, studiind factorii de risc pentru bolile cardiovasculare,
au examinat persoanele de varste diferite, ocupatii, nationalitati etc.

Decy, colectarea datelor ar trebui sd se bazeze pe selectia in masad si
reprezentativd. Uneori selectia poate coincide cu multimea tuturor obiec-
telor pentru care se desfiagoara cercetarile. Un exemplu al unei astfel de
cercetari este efectuarea evaluirii externe independente la limba ucrai-
neana.
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Mijloacele de prezentare a datelor

Informatia colectata (totalitatea datelor) este comod de-o prezentat
in forma de tabele, grafice, diagrame.

Sa analizam cateva exemple.

Exemplul 1. «Eurovisionul» - concurs international de cantece de
muzica usoara. In tabel sunt reprezentate rezultatele evaluarii inter-
pretilor ucraineni la concursul de «Eurovision» in perioada anilor

2003-2018.

Anul Interpretul Locul N;llﬁllil’f:;:}i)fsjltge
2003 | Alexandru Ponomariov 14 30
2004 | Ruslana 1 280
2005 | "Greenjolly" 19 30
2006 | Tina Karol 7 145
2007 | Verka Serduchka 2 235
2008 | Ani Lorak 2 230
2009 | Svetlana Loboda 12 76
2010 | Aliosha 10 108
2011 | Mika Newton 4 159
2012 | Gaitana 15 65
2013 | Zlata Ogniewicz 3 214
2014 | Maria Yaremchuk 6 113
2015 Nu au participat
2016 |Jamala 1 534
2017 | O. Torvald 24 36
2018 | Melovin 17 130

HOpurnag 2. In figura 15.1 sunt datele generalizate despre
densitatea lemnului (raportul dintre masa lemnului la volumul lui)
pentru unele specii de copaci.

Npuxmaan 3. In figurals.2 este prezentat graficul schimbarii nu-
marului de abonati la legatura telefonica prin cablu din lume in perioa-
da anilor 1997-2016.

IIpurknang 4. In diagrama circulata (fig.15.3) este reprezentata
repartizarea populatiei lumii dupa partile ei (a lumii).
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Multimea tuturor rezultatelor posibile ale unei anumite experiente
in statistica s-a convenit de-o numit totalitate generala. Corelatia
dintre totalitatea generala si selectie este ilustrata in figura 15.4.

Totalitatea generala

Selectia

REAK,
e » m O

Fig. 15.4

Una dintre principalele sarcini ale statisticii consta in aceea ca pe
baza analizei datelor din selectie de facut concluzie despre toata totali-
tatea generala. Analizand datele colectate se evidentiaza unul sau mai
multi indici generali, care caracterizeaza cele mai importante particu-
laritati ale totalitatii generale. De exemplu, daca selectia este alcatuita
din date numerice, atunci diferenta dintre valorile cea mai mare si cea
mai mica ale datelor selectiei se numeste amplitudinea selectiei. Pa-
rametri importanti ai selectiei sunt, de asemenea, valoarea medie,
mediana si moda.

Fie, ca selectia este formata din datele numerice x,, x,,..., x,.

n

Valoare medie a acestei selectiel se numeste numarul

De exemplu, in tabel sunt date rezultatele evaluarii cunostintelor
elevilor ucraineni la olimpiadele matematice internationale pe parcursul
anilor 2009-2018 (echipa de participanti la olimpiadele matematice
internationale este formata nu mai mult de 6 persoane).

Anul 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018

Numarul

de medalii 6 6 6 5 5 6 6 6 5 6

Pentru selectia data valoarea medie este egala:
6+6+6+5+5+6+6+6+5+6 57

X = ==
10 10

5,7.
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Deoarece, pe an pot fi castigate nu mai mult de 6 medalii, valoarea
medie de 5,7 indica faptul ca echipa Ucrainei evalueaza cu succes la
acest forum de prestigiu.

Sa atragem atentia la faptul, ca valoarea mediei a selectiei se deter-
mina numai in cazul, in care datele colectate sunt numere.

Sa analizam o selectie, care consta din astfel de date care pot fi com-
parate una cu alta. Daca cantitatea de date este impara si ele sunt scrise
in ordine crescatoare, atunci mediana acestei selectii este numita acea
din care este plasata in mijlocul listei.

De exemplu, in multe universitati din Ucraina a fost introdusa eva-
luarea cunostintelor studentilor nu dupa o scald numerica, ci dupa
scara literelor: A, B, C, D, E, F'(A este cea mai mare, F este cea mai mica
nota). Fie, ca in timpul sondajului a 9 studenti, cu privire la rezultatul
examenului final s-a primit urméatoarea selectie (consecutivitatea note-
lor):

F,F,D,D,C,C,C,B A

Vedem céa in mijlocul listei este litera C. Deci, mediana selectiei date
este nota C.

Daca selectia consta din numar par de date, de exemplu:

x, Sx, <x, Sx, Sx <X,

atunci mediana selectiei date se numeste oricare dintre datele x, sau x,,
adica oricare dintre cele doua date aflate in mijlocul acestei enumerari.
De exemplu, daca la cele 9 note date mai sus a studentilor de adaugat
mai o nota E, atunci obtinem asa o secventa:
F,F,E,D,D,C,C,C,B, A.

Se vede, ca in mijlocul listei sunt literele D si C. Deci, mediana se-
lectiei date sunt notele D si C.

Atrageti atentia la faptul, ca in exemplele aduse aflarea medianei
selectiei datele cercetate nu sunt numere.

Daca datele studiate sunt numere, in cazul cantitatii pare de date
mediana a selectieil se permite de asemenea de considerat media arit-
meticad a doua numere situate in mijlocul acestei liste ordonate. De
exemplu, daca de analizat o selectie din patru date numerice:

. 2+3 12,31, . . ..
atunci numarul — - 2,5 se poate considera mediana a acestei selectii.

Sa cercetam o alta caracteristica a selectiei. Moda a selectiei date
sunt numite acele date care apar in enumerare cel mai des. Daca astfel
de date sunt cateva, fiecare din ele este moda selectiei date. De exemplu,
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daca selectia este alcatuita din sase numere: 1, 2, 2, 3, 3, 3, atunci nu-
marul 3 este moda selectiei date.

In tabel este prezentat numarul de medalii de fiecare fel, pe care
elevii ucraineni le-au castigat la olimpiadele internationale de matema-
tica in perioada anilor 1993-2018.

Medalii de aur | Medalii de argint | Medalii de bronz Fara medalii

38 59 44 15

Numarul 59 arata, ca elevii ucraineni cel mai des castigau medalii
de argint. Indicatorul «medalii de argint» este moda datelor expuse.

P B

[
1. Ce se numeste amplitudinea selectiei?

2. Ce se numeste valoarea medie a selectiei?
3. Explicati, ce se numeste mediana selectiei.
4. Ce se numeste moda selectiei?

vd

ﬂA/EXERCI]'II | L

15.1.° Scrieti numele elevilor, care au fost interogati de profesor la lec-
tia trecuta de matematica in timpul controlului temei de acasa. Ce
este totalitatea generald si selectie din studiul statistic referitor la
rezultatele executarii temei de acasa.

15.2.° Rezultatul lucrului al unui program de calculator, care modeleaza
un studiu statistic este un numar oarecare intreg cuprins intre —128
si 128. Dupa 5 lanséari consecutive, programul a afigat urmaéatoarele
rezultate: 62, -15, 31, 103, -22. Ce este totalitatea generala in acest
studiu statistic? Ce este selectie? Gasiti amplitudinea selectiei.

15.3.° Elevii au fost sondati referitor la obiectul lor preferat in scoala.
Care indici statistici (amplitudinea, valoarea medie, mediana, moda)
pot fi determinati pentru datele colectate?

15.4.° La comanda intreprinderilor din industria usoara sunt efectuate
cercetari, rezultatele caror sunt marimile hainelor in format interna-
tional (simbolurile: XS, S, M, L, XL, XXL, XXXL). Care pot fi indicii
statistici (amplitudinea, valoarea medie, mediana, moda) determinati
pentru datele colectate?
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15.5.° Se da selectia: 5, 6, 6, 7, 8, 8, 9, 11, 12. Gasiti amplitudinea, va-
loarea medie, mediana si moda selectiei date.

15.6.° Se da selectia: 2, 2, 3,4, 4, 7,7, 7, 9. Gasiti amplitudinea, valoarea
medie, mediana si moda selectiei date.

15.7.° Printre elevii si elevele din clasa 11 s-a efectuat un sondaj: cat
timp in fiecare zi petrec ei la aer proaspat. Rezultatele sondajului
sunt prezentate sub forma unei diagrame reprezentata in figura 15.5.
Gasiti amplitudinea, valoarea medie, mediana si moda selectiei date.

eleve

HN WK OO 0

45 min 1 ora 1ora 30 min 1ora 45 min 2ore 2 ore 30 min

Numarul de elevi si

Timpul petrecut la aer proaspdt
Fig. 15.5
15.8." Determinati valoarea medie si mediana selectiei 1, 3, 2, 4, 5, 2,
3,4,1,6.

15.9." Folosind tabelul temperaturilor medii ale aerului in ianuarie in
unele orage ale lumii, calculati amplitudinea, valoarea medie, medi-
ana si moda selectiel date.

Orasul Tel:'lzief g tu- Orasul Ter;l;),e: gtu-
Amsterdam 3 Moscova -10
Atena 8 Nairobi 27
Buenos Aires 23 New York 0
Hong Kong 24 Rio de Janeiro 30
Terusalim 8 Roma 8
Kiev -6 Singapore 27
Montreal -11 Tokyo 3
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15.10." Folosind tabelul roadei semintelor de floarea-soarelui in Ucraina,
calculati amplitudinea, valoarea medie, mediana si moda selectiei

date.
Anul R(;iia Anul R(;)/;(;a
2006 14 2012 17
2007 12 2013 22
2008 15 2014 19
2009 15 2015 22
2010 15 2016 22
2011 18 2017 20

15.11." La campionatul Ucrainei de fotbal in anii 2017-2018 echipa
«Sahtar» care a devenit campioana a Ucrainei, a jucat 32 de meciuri
in care de douda ori a marcat 5 goluri, de 3 ori - 4 goluri, de 9 ori - 3
goluri, de 8 ori - 2 goluri, de 6 ori - un gol si in 4 meciuri nu au marcat
nici un gol. Calculati numéarul mediu de goluri inscrise de «Sahtar»
intr-un meci.

15.12."In timpul semestrului, o studenta a obtinut 45 de note dintre care
7 de cinci, 22 de patru si 16 de trei. Calculati media notelor studentei.

15.13.” La evaluarea externi independenta a elevilor la matematica in
anul 2018, s-a propus sarcina de testare: «Gasiti domeniul de defini-

tie al functiei: y = v+l .
x—-2
A B C
(=99 2) U(2; +0) (=99 -1 U(2; +0) (=003 —2) U(=2; +0)
D E
(=00, 1) U(=1;2) U (2; +0) (=09; +0) »
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in diagrama (fig. 15.6) sunt prezentate E

datele despre numaérul de elevi, care au D 5%

rezolvat aceasta problema. Gésiti moda 14 %

raspunsurilor elevilor. Pentru raspun- A
sul corect a fost dat 1 punct, iar pentru C 39%
raspunsul necorect — 0 puncte. Calcu- 10%

lati valoarea medie i mediana numa-

rului de puncte care a fost obtinut de

catre Qartici.pa}njcii la testare pentru B

aceasta sarcind. 31%

15.14.” Compania de telefonie vrea si stie
despre numarul de apeluri telefonice
pe care omul le face pe parcursul zilei.
Datele pentru 100 de persoane sunt pre-
zentate in diagrama (figura 15.7). Calculati amplitudinea, valoarea
medie, mediana si moda a acestei selectii.

Fig. 15.6

4

5

D

(=}
1

14 15 14

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Numarul de oameni sondati

Numarul de apeluri

Fig. 15.7

15.15.” In diagrama din figura 15.8 sunt prezentate datele despre
numarul de carti pe care le-au citit in timp de o luna 50 de gcolari
sondati. Calculati amplitudinea, valoarea medie, mediana si moda a
acestei selectii.

201 | 18
~ N a
i -
LSRN
£33 104 7
28 i 5 5
@ 5 9
1
e w ¥ v B § &y
0 1 2 3 4 5 6
Numarul de cdrti citite
Fig. 15.8
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MXERCIIII PENTRU REPETARE IS

15.16. Calculati valoarea expresiei:
1) E\‘/(s—\/?)s +‘{/(2—x/7)4;
2) Y(V5-6) +{(v5-3)".

15.17. Cu ce este egala valoarea expresiei:

2
=
1) log,, log, ¥/32; 3) 25 15;
12515
2) 36%10%647310,:;62; 1) \3/33/5?

2/5

15.18. Gasiti valoarea expresieil cos(2oc—g), daca cos a=-0,8

.
$1 —<O<T.
2
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INSARCINAREA NR. 3 ,CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Cate numere de sase cifre care sunt multiplele lui 10 si toate cifrele
carora sunt diferite, pot fi scrise folosind cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 57
A) 36; B) 60; C) 24; D) 120.

2. Cate numere pare de trei cifre pot fi scrise cu ajutorul cifrelor 0, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8?7
A) 288; B) 405; C) 360; D) 720.

3. In sectia de atletica ugoara, se ocupa 30 de baieti si 10 fete. In cate
moduri, se poate face o echipa din 7 persoane astfel, ca in ea sa fie
cinci baieti i doua fete?

A) C:?o 'Clzo; C) C;(()) 'Csz;
B) CJ, +CL; D) Gy +C:.
4. Sunt 6 flori diferite. In cAte moduri se poate alcatui un buchet din 3
flori sau din 5 flori?
A) CE.C3s C) 45 - A5
B) C +C}; D) A} + A].
5. Intr-o cutie sunt 15 bile: 10 albastre s1 5 verzi. Care este probabilitatea

faptului, ca bila luata din cutie la intamplare va fi galbena?
A)1; B) 0,5; C) 0; D) -1.

6. In cutie sunt 10 bile albe s1 5 bile rogii. Care este cel mai mic numar
de bile ce ar trebui sa fie luat la intamplare din cutie, incat probabi-
litatea ca printre ele obligatoriu vor fi 2 bile albe, sa fie egala cu 1?
A) 5 bile; B) 6 bile; C) 7 bile; D) 10 bile.

7. Fie probabilitatea evenimentului A egala cu P(A). In ce caz evenimen-
tul A se numeste adevarat?
A)P(A)=0; C) P (A)>0,99;
B) P (A) > 0; D)PA)=1.

8. Probabilitatea de a cumpara o pereche de cizme rebut a unei companii
renumite este 0,023. Cate perechi de incaltaminte rebut se contin
garantat in lotul de 1000 de perechi de cizme ale acestei companii?
A) mai putin de 23; C) exact 23;

B) mai mult de 23; D) este imposibil de raspuns.

9. Formand un numar de telefon, abonatul a uitat a doua cifra a numa-
rului. Care este probabilitatea evenimentului ci el v-a forma numarul
corect din prima incercare?

A) 0,01; B) 0,1; C) 0,5; D) 1.
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94 § 3. Elemente de combinatorica, a teoriei probabilittii si de statistica matematica

10. in clasa invata 18 fete si 12 baieti. Aleatoriu este aleasa o persoana
pentru participarea la adunarea scolara. Care este probabilitatea ca
se v-a alege baiat?

2 1 3 2
A) —; B) —; C) —; D) —-.
) 3 ) 2 ) 5 ) 5

11. Pe 20 de fige sunt scrise numerele naturale de la 1 pana la 20. Care
este probabilitatea ca numaérul, scris pe fisa selectata aleatoriu, nu
se imparte fara rest nici la 4, nici la 5?

1 1 11 3
A) —; B) —; C) —; D) -.
) 2 ) 5 ) 20 ) 5
12. Pe 5 fige sunt scrise numerele naturale de la 1 pana la 5. Care este

probabilitatea ca produsul numerelor scrise pe doua fise, luate alea-
toriu, va fi egal cu un numar impar?

A)0,2; B) 0,3; C) 0,5; D) 0,25.
13. Cu ce este egala mediana totalitatii datelor 2, 2, 3, 4, 5, 6, 13?
A) 5; B) 4; C) 3; D) 2.
14. Cu ce este egala mediana selectiei 10, 16, 11, 12, 14, 15, 14, 15, 12,
14, 10?
A) 13; B) 14; C) 12; D) 12,5.

15. Dupa datele recensdméantului populatiei din Ucraina din anul 2001
structura de varsta a populatiei s-a caracterizat prin urmatoarele date:

Varsta Numarul populatie permanente, mii. persoane
0-9 4533,3
10-19 7308,1
2029 6891,6
30-39 6621,2
40-49 7298,7
50-59 5245,3
60—69 5522,2
70-79 3740,0
80 s1 mai mult 1060,8
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Care grupa de varsta a determinat moda componentei de varsta a
populatiei din Ucraina in 20017
A) 0-9; B) 10-19; C) 40-49; D) 80 si mai mari.

16. Conform rezultatelor testarii la matematica a 25 de elevi din clasa
a unsprezecea s-a format tabelul distribuirii numarului de erori,
comise de un elev:

Numarul de erori 0 1 2 3 4
Numarul de elevi 5 4 6 8 2
Gasiti valoarea medie a selectiei.
A) 2,5; B) 1,88; C) 2; D) 1,92.

17. Conform conditiei problemei 16 indicati moda selectiei date.
A) 0; B) §; C) 3; D) 4.

18. La aruncarea monedei de 20 de ori la rand, a cazut stema. Care este
probabilitatea ca la urmatoarea aruncare 1arasi v-a cadea stema?

A) 0,5; B) i; C) 2%; D) o.

21
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96 § 3. Elemente de combinatorica, a teoriei probabilitatii si de statistica matematica

Y

[

Permutari
Numaérul de permutari de n elemente se noteaza cu simbolul P,.
Pentru oricare n natural este adevéaratd formula P = n!.

Aranjamente
Numarul tuturor aranjamentelor posibile de n elemente luate cate
k elemente, se noteaza cu simbolul AF.
Pentru orice n si k naturale astfel, ca & < n, este adevarata formula

g n!
" (n-k)
Combinatii

Numarul tuturor combinatiilor posibile de n elemente luate cate k
elemente se noteazi cu simbolul C”.
Pentru orice n si k natural astfel, cid k < n, este adevarata formula
ko n!
" (n-k)E)
Determinarea clasica a probabilitatii unui eveniment aleatoriu
Probabilitatea P a evenimentului A se poate calcula dupa formula

PA) = ﬁ, , unde n — numarul de rezultate egal posibile care pot fi
n

obtinute in timpul experientei, m — numarul de rezultate favorabile
care determina evenimentul A.

Elemente ale statisticii matematice
Amplitudinea selectiei, care consta din date numerice, se numeste
diferenta dintre valorile cea mai mare si cea mai mica ale datelor
selectiei.
Valoarea medie a selectiei, care consta din datele numerice
. Xt Xy et X
X,y Xy5.eer X, ,, S€e NUMeste numarul ¥ = +—2——""—""
n
Mediana selectiei, ce constd dintr-un numéir impar de date, se nu-
meste acea din date care este situata in mijlocul listei, cand datele
sunt scrise in ordine crescatoare.
Mediana selectiei, ce consta dintr-un numar par de date, se conside-
ra oricare dintre cele doua date, situate in mijlocul listei, cand date-
le sunt scrise in ordine crescatoare, sau media lor aritmetica (daca
datele studiate sunt numere).
Moda selectiel se numesc acelea date care se intalnesc in enumerare
cel mai des.
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Geometrie

§ 4. Poliedre
§ 5. Corpuri de rotatie

§ 6. Volumele corpurilor.
Aria sferei
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4 POLIEDRE

In acest paragraf o sa precizatj si extindeti cunostintele despre polie-
dre. O sa obtineti informatii noi despre prisma, piramida si alte tipuri
separate ale lor.

16. Prisma

In figura 16.1 sunt prezentate figurile spatiale cunoscute voua.
Fiecare din aceste figuri are dimensiuni finite si se alcatuieste din su-
prafata (granitele figurii) si a partii de spatiu marginita de aceasta

suprafata.

Poliedrul, bila, conul, cilindrul sunt considerate figuri, care se numesc
corpuri geometrice sau pur si simplu corpuri.

Nu orice figura in spatiu este corp. De exemplu, dreapta, planul,
unghiul diedru nu sunt corpuri. Aceste figuri sunt infinite. Definitia
stricta a corpului este in afara cursului cercetat.

Definitie. Poliedru se numeste corpul, suprafata caruia
se alcatuieste dintr-un numar finit de poligoane.

Cu astfel de elemente ale poliedrelor, ca fete, muchii si varfuri, voi
deja sunteti cunoscuti.

Doua fete ale poliedrului se numesc megiese, daca
ele au o muchie comuna. De exemplu, fetele A B,C D,

Fig. 16.1

B, G, si A, B BA ale cubului ABCDA,B,C D, (fig. 16.2) sunt
Al D vecine, deoarece muchia A B, la ele este comuna.
: “‘ ! Admitem, ca punctul M este varf al poliedrului.
]—?" --%F-/C Unghiul cu varful M al fetei poliedrului se numeste
AL D unghiul plan al poliedrului de la varful M. De
exemplu, in figura 16.2 unghiul DAB este unghi plan
Fig. 16.2 al cubului la varful A.
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16. Prisma 929

<]

A
Fig. 16.3. Fig. 16.4

Unghiul diedru al poliedrului de la muchia AB se numeste
unghiul diedru cu muchia AB, fetele caruia contin fetele megiese ale
poliedrului, pentru care muchia AB este comuna (fig. 16.3).

Segmentul care uneste doua varfuri, ce nu apartin unei fete, se nu-
meste diagonala poliedrului. De exemplu, segmentul DB, este dia-
gonala cubului ABCDA B C D, (fig. 16.2).

Poliedrele sunt convexe si concave (neconvexe).

Definitie. Poliedrul se numesc convex, daca el este am-
plasat de aceiasi parte a planului fiecarei fete a lui.

Cubul si tetraedrul sunt exemple de poliedre convexe. in figura 16.4.
sunt prezentate poliedre ne convexe.

Toate fetele poliedrelor convexe sunt poligoane convexe.

Aria suprafetei poliedrului se numeste suma ariilor tuturor fete-
lor lui.

Sa ne oprim mai detailat la tipul poliedrului deja cunoscut de voi —
prisma.

Definitie. Poliedrul, doua fete ale caruia sunt poligoane
egale cu n laturi, care se afla in plane paralele, iar restul n fete
sunt paralelograme, se numeste prisma cu n laturi.

Va amintim, ca paralelogramele, despre care merge vorba in defini-
tie, se numesc fete laterale ale prismei; poligoane egale cu n laturi sunt
bazele prismei; laturile bazei sunt muchiile bazei prismei; muchiile, care
nu apartin bazelor, sunt muchiile laterale ale prismei (fig. 16.5).

Baza

Fata
laterala

\ x‘b
NS (\)@
Baza oY

Fig. 16.5
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100 § 4. Poliedre

Deoarece fetele laterale megiese ale prismei sunt paralelograme, ce
au latura comuna — muchia laterala, atunci toate muchiile laterale ale
prismei sunt egale si paralele.

inéh,:imea prismei este numita perpendiculara coborata dintr-un
punct oarecare al planului unei baze pe planul altei baze (Fig. 16.6).
Lungimea inaltimii prismei este egala cu distanta dintre plane-

le bazelor ei.
[
: ! ®
' [} ] I} n
! I T 1 LA}
]

1

/Y

Fig. 16.6

Definitie. Prisma este numitd dreapta, dacd muchiile
laterale ale ei sunt perpendiculare pe planul bazei.

De exemplu, paralelipipedul dreptunghic este un tip aparte de pris-
ma dreapta.

Fiecare muchie lateralda a prismei drepte este inaltimea ei. Toate
fetele laterale ale prismei drepte sunt dreptunghiuri.

Daca prisma nu este dreapta, atunci ea este numita oblica.

Definitie. Prisma este numita regulata, daca ea este
dreapta si baza ei este un poligon regulat.

De exemplu, cubul este un tip separat de prisma patrulatera regu-
lata.
In figura 16.7 sunt reprezentate prismele regulate triunghiulara si

hexagonala.
v . A‘;

r-----
]

]

)

]

S -

Fig. 16.7 Fig. 16.8

Sa cercetam o prisma convexa cu n laturi (n > 3). Sectiunea prismei
cu un plan, care trece prin doud muchii laterale, ce nu apartin unei fete,
intersecteaza bazele prismei pe diagonale (fig. 16.8). Astfel de sectiune
este numitd sectiune diagonala a prismei.
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16. Prisma 101

Sectiunea diagonala a oricirei prisme este un paralelogram, iar a
prismei drepte — un dreptunghi.

Arie a suprafetei laterale a prismei este numitd suma ariilor
tuturor fetelor laterale. Aria suprafetei prismei (se mai numeste:
~aria suprafetei totale a prismei”) este numita suma ariilor tuturor
fetelor ei.

Evident, ca se executa astfel de egalitate:

S, =8,+28

baza’

unde S, este aria suprafetei prismei, S, — aria suprafetei laterale a pris-
mei, S, . — aria bazei prismei.

Teorema 16.1. Aria suprafetei laterale a prismei drepte este
egald cu produsul perimetrului bazei ei si a muchiei laterale a
prismei.

Demonstratie. Fiecare fata laterala a prismei drepte este un
dreptunghi, o latura a caruia este muchia bazei, iar a doua — muchia
laterala. Fie a, a,, ..., a — lungimile muchiilor bazei prismei, b — lungi-
mea muchiei laterale. Atunci S,=a b+ab+..+a b=(a,+a,+..+a)b.
deoarece suma, scrisa in paranteze, este egala cu perimetrul bazei pris-
mei, atunci teorema este demonstrata. <

Rezultatul teoremei 16.1 este comod sa fie prezentat de formula cu
aspectul:

S,=P,

baza

. b,

unde P,_ . este perimetrul bazei prismei drepte, b — lungimea muchiei
laterale a prismei.

Legatura dintre poliedrele, studiate in acest punct este ilustrata de
schema, prezentati in figura 16.9.

Poliedre

Prisme

Prisme drepte

Prisme
regulate

Paralelipipede
dreptunghiulare

Fig. 16.9
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§ 4. Poliedre

1. Ce se numeste poliedru?

2. Care fete ale poliedrului se numesc megiese?

3. Ce se numeste unghi diedru al poliedrului?

4. Care poliedru se numeste convex?

5. Ce se numeste prisma?

6. Ce se numeste nalfimea prismei?

7. Care prisma este numita dreapta? oblica?

8. Care prisma este numita regulata?

9. Ce se numeste sectiune diagonala a prismei?

0. Ce se numeste arie a suprafetei prismei? suprafetei laterale a prismei?
1. Cu ce este egala aria suprafetei laterale a prismei drepte?

vd

ﬂA/EXERCI]'II [

16.1.° Care este cel mai mic numar de fete pe care il poate avea o prisma?
Aceasta prisma are cate: 1) varfuri; 2) muchii; 3) muchii laterale?

16.2.° Prisma are 12 fete. Care poligon se afld in baza ei?
16.3.° In ce prisma muchiile laterale sunt paralele cu inaltimea ei1?

16.4.° Este oare corecta afirmatia:
1) muchia laterala a prismei drepte este perpendiculara la oricare
diagonala a bazei ei;
2) daca toate muchiile prismei sunt egale, atunci ea este regulata;
3) daca toate muchiile prismei drepte sunt egale, atunci ea este re-
gulata?

16.5.° Baza prismei drepte este un trapez isoscel,
unul din unghiurile caruia este egal cu 110°
(fig. 16.10). Aflati unghiurile diedre ale prismei
de la muchiile laterale.

I~ Tc=== i
16.6.° Latura bazei, prismei regulate patrulatere ," .
este egalad cu 3 c¢m, iar inaltimea — 36 cm.
Aflati diagonala prismei. Fig. 16.10

16.7.° Latura bazei prismei regulate triunghiu-
lare este egala cu 5 cm, iar diagonala fetei laterale — 13 cm. Aflati
inaltimea prismei.

16.8.° Aflati aria suprafetei laterale a prismei drepte, inaltimea careia
este egala cu 6 cm, iar baza este paralelogramul cu laturile 2 cm si
3 cm.
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16. Prisma 103

16.9.° Aflati latura bazei prismei heptagonale regulate, inaltimea careia
este egald cu 10 cm, iar aria suprafetei laterale — 420 cm®.

16.10.° Aflati aria suprafetei totale a prismei patrulatere regulate, latura
bazei careia este egala cu a, iar inaltimea cu H.

16.11.° Aflati aria suprafetei totale a prismei triunghiulare regulate,
latura bazei careia este egala cu a, iar indltimea cu H.

16.12.° Unghiul dintre muchia laterala si planul bazei prismei oblice
este egal cu 30°, indltimea prismei este egald cu 10 cm. Aflati muchia
laterala a prismei.

16.13.° Punctele D si E sunt mijlocurile muchiilor AC si BC ale prismei
regulate ABCA B C, (fig. 16.11). Planul, care trece prin dreapta DE
si creeaza cu planul ABC unghiul de 30°, intersecteaza muchia CC,
in punctul F. Aflati aria sectiunii create a prismei, daca latura bazei
el este egald cu 12 cm.

B
1 C1
]
A g
] 1
M
Ill \‘~\
it 556
Al— D
Fig. 16.11 Fig. 16.12

16.14." Prin diagonala AC a bazei prismei regulate ABCDA B C D, s-a
dus un plan, care creeaza cu planul ABC un unghi de 45° si intersec-
teaza muchia BB, in punctul M (fig. 16.12). Aflati aria sectiunii create
a prismei, daca latura bazei ei este egala cu 8 cm.

16.15.° Latura bazei prismei regulate patrulatere este egala cu a, iar
unghiul dintre diagonala prismei si fata laterala alcatuieste 30°. Aflati:
1) inaltimea prismei;
2) unghiul dintre diagonala prismei si planul bazei.

16.16." Aflati diagonalele prismei regulate hexagonale, fiecare muchie
a careia este egala cu a.

16.17.° Baza prismei drepte este un romb cu latura a si unghiul ascutit

o. Diagonala mare a prismei creeazi cu planul bazei unghiul . Aflati
inaltimea prismei.
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104 § 4. Poliedre

16.18.° Baza unei prisme drepte, diagonalele careia sunt egale cu 10 cm
s1 16 cm, este un romb. Gasiti laturile bazei prismei, daca inaltimea
el este egala cu 4 cm.

16.19.° Laturile bazei prismei triunghiulare drepte sunt egale cu 5 cm,
12 cm si 13 cm, iar aria suprafetei totale — 270 cm?® Aflati indltimea
prismei.

16.20.° Aria suprafetei laterale a prismei patrulatere regulate este egala
cu 96 cm®, iar aria suprafetei totale — 128 cm?®. Aflati inaltimea prismei.

16.21.° Calculati aria suprafetei laterale a prismei patrulatere regulate,
diagonala careia este egala cu 12 cm si este inclinata la planul bazei
sub unghiul de 30°.

16.22.° Diagonala prismei patrulatere regulate este egala cu 5 cm, 1ar
diagonala fetei laterale — 4 cm. Aflati aria suprafetei laterale a prismei.

16.23.” Triunghiul dreptunghic ABC (LACB = 90°) este baza prismei
drepte ABCA B, C,. Prin dreapta CC, s-a dus planul, care este per-
pendicular la dreapta AB si intersecteazi muchia AB in punctul D.
Aflati aria sectiunii create a prismei, daci AD = 18 cm, BD = 2 ¢m, iar
inaltimea prismei este egald cu 8 cm.

16.24.” Triunghiul dreptunghic ABC (ZACB =90°) este baza prismei
(Ah'epte ABCA B C,, iar segmentul CM — mediana triunghiului ABC.
Inaltimea prismei este egala cu ipotenuza bazei ei. Aflati aria sec-
tiunii prismei cu planul, care trece prin dreptele CC, si CM, daca
AC=30cm, BC=40 cm.

16.25.” Fiecare muchie a prismei regulate ABCA B, C, este egala cu a.
Aflati:

1) aria sectiunii prismei, care trece prin punctele A, B si C;
2) unghiul dintre planul sectiunii date si planul bazei al prismei.

16.26.” Triunghiul dreptunghic ABC (LACB = 90°) este baza prismei
drepte ABCA B,C,. Planul care trece prin dreapta AC, creeaza cu
planul bazei unghiul B si intersecteaza muchia BB, in punctul D.
Aflati aria sectiunii create, daca ZBAC = o, BD =a.

16.27.” Baza prismei drepte este un romb cu unghiul ascutit o, diagonala
mare a rombului este egala cu d. Prin diagonala mica a bazei de jos si
varful unghiului ascutit al bazei de sus s-a dus un plan, care creeaza
cu planul bazei de jos a prismei unghiul p. Aflati:

1) indltimea prismei;
2) aria sectiunii create a prismei.
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17. Paralelipipedul 105

16.28." Baza prismei drepte ABCDA B, C D, este trapezul isoscel ABCD,
bazele caruia BC si AD sunt egale corespunzator cu 11 cm si 21 cm,
iar latura laterald — 13 cm. Aria sectiunii diagonale a prismei este
egala cu 180 cm?® Aflati aria suprafetei laterale a prismei.

16.29.” Diagonala fetei laterale a prismei hexagonale regulate este
egald cu 10 cm, iar aria suprafetei laterale — 288 cm?. Aflati latura
bazei si indltimea prismei.

16.30.% inéltimea prismeil patrulatere regulate este egala cu h. In fe-
tele laterale megiese sunt duse doua diagonale, care au extremitate
comuna. Aflati aria sectiunii, care trece prin diagonalele date, daca
unghiul dintre ele este egal cu a.

16.31.* Indltimea prismei patrulatere regulate este egald cu 4. Unghiul
dintre diagonalele a doua fete laterale, care au capat comun, este egal
cu a. Aflati aria sectiunii, care trece prin diagonalele date.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE I

16.32. Baza triunghiului isoscel obtuzunghic este egala cu 18 cm, iar
raza circumferintei circumscrise lui — 15 cm. Aflati latura laterala a
triunghiului.

16.33. Diagonala mare a rombului este egala cu d, iar unghiul ascutit
al lui este egal cu a. Aflati:

1) latura rombului;

2) diagonala mica a rombului;

3) aria rombului;

4) raza circumferintei, inscrise in romb.

17. Paralelipipedul

Definitie. Paralelipiped se numeste prisma, bazele ca-
reia sunt paralelograme.
In figura 17.1 este prezentat paralelipipe-
dul ABCDA,B,C,D,. B, C
Oricare fata a paralelipipedului este para- 4, AN
lelogram.
Douad fete nemegiese ale paralelipipedului C
se numesc fete opuse ale paralelipipedu-
lui. De exemplu, in figura 17.1 fetele AA BB
si DD, C,C sunt opuse. Fig. 17.1
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Deoarece AA, || DD, si A, B, || D,C, (fig. 17.1), atunci dupa criteriul
de paralelism ale planelor AA B, || DD,C,. Rationand analogic, se poate
demonstra, ca oricare doud fete opuse ale paralelipipedului se afld in
plane paralele.

Paralelipipedul este numit drept, daca muchiile lui laterale sunt
perpendiculare la planul bazei. La paralelipipedul drept toate fetele
laterale sunt dreptunghiuri, iar bazele — paralelograme.

Paralelipipedul drept se numeste dreptunghic, daca bazele lui sunt
dreptunghiuri.

in figura 17.2 este prezentat paralelipipe-
B, dul dreptunghic ABCDA B,C.D,.
' Toate fetele paralelipipedului dreptunghic
A, D, sunt dreptunghiuri.
Ei _____ L __JC Prisma patrulatera regulata este un tip
e separat de paralelipiped dreptunghic.
Lungimile a trei muchii ale paralelipipedu-
Fig. 17.2 lui dreptunghic, care pornesc dintr-un varf, se
numesc dimensiuni ale paralelipipedului
dreptunghic. in figura 17.2 lungimile mu-
chiilor AB, AD si AA| sunt dimensiunile paralelipipedului dreptunghic
ABCDAB,CD.,.

Paralelipipedul dreptunghiular se numeste cub, daca toarte dimen-
siunile lui sunt egale. Toate fetele cubului sunt patrate.

Legatura intre paralelipipede si tipurile lor separate este ilustrata
de schema, prezentata in figura 17.3.

Paralelipipede

Paralelipipede drepte

Paralelipipede dreptunghice

Prisme patrulatere
regulate

Fig. 17.3
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Teorema 17.1. Patratul oricdarei diagonale a paralelipipe-
dului dreptunghiular este egal cu suma pdtratelor dimensiunilor
lui.

Demonstratie. Sa consideram diagonala AC, a paralelipipedului
dreptunghic ABCDA B C D, (fig. 17.4).

S& demonstram, cd AC? = AB®* + AD* + AA}.

Deoarece triunghiul ABC este dreptun-
ghic (LZABC = 90°), atunci se poate scrie:
AC? = AB* + BC?. Deoarece BC = AD, atunci ’

AC*=AB* + AD”. (1) ’

Paralelipipedul dat este dreptunghic,de B &k---}===-=~{
aceea C,C 1L ABC. Deci, triunghiul ACC, e” ~ID
este dreptunghic (LACC, = 90°). Atunci A
AC? = AC*+CC!. Deoarece CC, =AA,, Fig. 17.4
atunci AC? = AC? + AA?.

Tinand cont de (1), se poate scrie:

AC! = AB® + AD® + AA?.

Pentru restul diagonalelor demonstratia este analogica. <

Din teorema 17.1 reiese, ca diagonalele paralelipipedului dreptunghic
sunt egale.

’I) .
([
. Ce se numeste paralelipiped?

. Care fete ale paralelipipedului se numesc opuse?

. Care paralelipiped se numeste drept?

. Care paralelipiped se numeste dreptunghic?

. Ce se numesc dimensiuni ale paralelipipedului dreptunghic?

. Care paralelipiped drept se numeste cub?

. Formulati teorema despre patratul diagonalei paralelipipedului dreptunghic.

NOOGaOhA OWON-

LA/EXERCI]’II [

17.1.° Se poate oare de considerat corecta astfel de definitie a cubului:
,Cub se numeste prisma patrulatera regulata, inaltimea caruia este
egala cu latura bazei”?

17.2.° Demonstrati, ca in paralelipipedul drept planul sectiunii diagonale
este perpendicular pe planul bazei.
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17.3.° Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 5 cm si
12 c¢m, iar diagonala paralelipipedului creeaza cu planul bazei unghiul
de 60°. Aflati inaltimea paralelipipedului.

17.4.° Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 7 cm
s1 24 c¢m, iar indltimea — 4 cm. Aflati aria sectiunii diagonale a para-
lelipipedului.

17.5.° Aflati diagonala paralelipipedului dreptunghic, dimensiunile
caruia sunt egale cu 2 cm, 3 cm g1 6 cm.

17.6.° Aflati dimensiunile paralelipipedului dreptunghic, daca ele se
raportaca 1:2:2,1ar diagonala paralelipipedului este egala cu 6 cm.

17.7.° Muchia cubului este egali cu a. Cu ce este egali diagonala cubului?

17.8.° Aria suprafetei cubului este egald cu 216 cm®. Aflati aria sectiunii
diagonale a lui.

17.9.° Se da paralelipipedul dreptunghic ABC- B,
DA B C,D, (fig. 17.5), AB=5 cm, AD =7 cm, . G
AA, =12 cm. Aflati unghiul: A, a D,
1) dintre dreapta DC, si planul BCC; E
2) dintre dreapta B,D si planul ABB,. ! \

]

17.10.° Se da paralelipipedul dreptunghic ABC- l?,_ --2q#--,C
DA B CD, (fig.17.5),AB=5cm,AD=T7cm, AL=
AA| =12 cm. Aflati unghiul:
1) dintre dreapta DC, si planul A B, C;
2) dintre dreapta B,D si planul ABC.

17.11.° Din patru cuburi egale, muchia carora este egala cu 1 cm, s-a
alcatuit un paralelipiped dreptunghic. Cu ce este egala aria suprafetei
totale a acestui paralelipiped?

17.12.° Baza paralelipipedului drept este rombul cu unghiul ascutit o si
diagonala mica d. Diagonala mare a paralelipipedului face cu planul
bazei unghiul B. Aflati aria suprafetei laterale a paralelipipedului.

17.13.° Baza paralelipipedului drept este rombul cu latura de 6 cm si
unghiul de 60°. Diagonala mica a paralelipipedului este egala cu
diagonala mare a bazei lui. Aflati aria suprafetei laterale a parale-
lipipedului.

17.14.” Laturile bazei paralelipipedului drept sunt egale cu 242 cm si

4 cm, iar unul din unghiurile bazei este egal cu 45°. Diagonala mare
a paralelipipedului este egald cu 7 cm. Aflati aria suprafetei laterale
a paralelipipedului.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



18. Piramida 109

17.15.” Laturile bazei paralelipipedului drept sunt egale cu 2 cm si
243 cm, iar unul din unghiurile bazei este egal cu 30°. Aria sectiunii

diagonale a paralelipipedului, care trece prin diagonala mica a bazei,
este egald cu 8 cm”. Aflati aria suprafetei totale a paralelipipedului.

17.16.” Demonstrati, ca daca diagonalele paralelipipedului drept sunt
egale, atunci acest paralelipiped este dreptunghic.

17.17." Baza ABCD a paralelipipedului ABCDA B C D, este patrat.
Varful A, este egal departat de la toate varfurile bazei ABCD. Aflati
inaltimea paralelipipedului, daca latura bazei este egala cu 8 cm, iar
muchia laterala a paralelipipedului — 6 cm.

17.18.” Baza ABCD a paralelipipedului oblic ABCDA B, C D, este pétrat,
iar planele fetelor AA B Bsi CC,D,D sunt perpendiculare pe planul
bazei. Aflati aria fetei AA D D, daca fiecare muchie a paralelipipedului
este egald cu 8 cm.

17.19.* Baza paralelipipedului drept este romb, iar ariile sectiunilor
diagonale sunt egale corespunzator cu S, si S,. Aflati aria suprafetei
laterale a paralelipipedului.

17.20.* Baza paralelipipedului drept este romb, aria caruia este egala
cu S. Ariile sectiunilor diagonale sunt egale corespunzator cu S, si S,.
Aflati muchia laterala a paralelipipedului.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

17.21. Aflati aria trapezului isoscel, bazele caruia sunt egale cu 23 cm
s1 17 cm, 1ar diagonala — 25 cm.

17.22. Latura laterala mica a trapezului dreptunghic este egala cu 10 cm,
iar unul din unghiuri — 45°. Aflati aria acestui trapez, daca in el se
poate inscrie o circumferinta.

18. Piramida

Definitie. Poliedrul, o fata a ciruia este poligon cu n laturi,
iar restul fetelor — triunghiuri, ce au un varf comun, se numeste
piramida cu n laturi.

V& amintim, ca triunghiurile, care au varf comun, se numesc fete
laterale ale piramidei, iar insusi varful — varf al piramidei; poligonul cu
n laturi, despre care se spune in definitie, se numeste baza piramidei,
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iar laturile lui —muchiile bazei piramidei; muchiile, care nu apartin
bazei, se numesc muchii laterale ale piramidei (fig. 18.1).

Varful
piramidei
NS¢ «;
‘a‘e
Fata
laterald
x
Baza q)e
Fig. 18.1 Fig. 18.2

inél‘;ime a piramidei este numita perpendiculara, coborata din
varful piramidei pe planul bazei (fig. 18.2).

Sa cercetdm piramida convexa cu n laturi (n > 3). Sectiunea pirami-
dei cu planul, care trece prin doua muchii laterale, ce nu apartin unei
fete, intersecteaza baza piramidei pe diagonala (fig. 18.3). Astfel de
sectiune este numita sectiune diagonala a piramidei.

Sectiunea diagonala a piramidei este un triunghi.

D
A B
N M
C

Fig. 18.3 Fig. 18.4

Definitie. Piramida este numita regulata, daca baza ei
este un poligon regulat si piciorul inaltimii piramidei este cen-
trul acestui poligon.

In figura 18.4 este prezentata piramida triunghiulara regulata ADBC
cu baza ABC. Triunghiul ABC este echilateral. Proiectia varfului D pe
planul ABC este centrul triunghiului — punctul O. Pentru aflarea aces-
tul punct in figura 18.4 s-au dus medianele AM g1 BN ale triunghiului
ABC.
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in figura 18.5 este prezentata piramida patrulatera regulata EABCD.
Patrulaterul ABCD este patrat, punctul O — centrul lui, segmentul EO
este Inaltimea piramidei. Deoarece centrul pa-
tratului coincide cu punctul de intersectie al
diagonalelor lui, atunci se poate de facut conclu-
zia: proiectia varfului piramidei patrulatere
regulate pe planul bazei — acesta-1 punctul de
intersectie al diagonalelor patratului, care este
baza piramidei.

Piramida triunghiulara regulata, in care
toate fetele sunt egale, se numeste tetraedru
regulat.

Mentionam unele proprietati ale piramidei regulate.

Toate muchiile laterale ale piramidei regulate sunt egale, toate fetele
laterale ale piramidei regulate sunt triunghiuri isoscele egale (demon-
strati aceasta de sine statator).

Apotema a piramidei regulate este numita inaltimea fetei late-
rale, coborata din varful piramidei.

In figura 18.4 este dus segmentul DM, unde punctul M — mijlocul
muchiei BC. Deoarece triunghiul BCD este isoscel cu baza BC, atunci
segmentul DM este inaltimea lui. Deci, segmentul DM este apotema
piramidei triunghiulare regulate DABC.

In figura 18.5 segmentul EK, unde K este mijlocul muchiei DC, este
apotema piramidei patrulatere regulate EABCD.

Toate apotemele piramidei regulate sunt egale (demonstrati aceasta
de sine statator).

Aria suprafetei laterale a piramidei este numita suma ariilor
tuturor fetelor laterale. Aria suprafetei piramidei (se mai spune:
aria suprafetei totale a piramidei) se numeste suma ariilor tuturor
fetelor ei.

Evident, ca se executa astfel de egalitate:

S;=5,+8S,,
Unde S, — aria suprafetei piramidei, S, — aria suprafetei laterale a pira-
midei, S, . — aria bazei piramidei.

Teorema 18.1. Aria suprafetei laterale a piramidei regulate
este egald cu produsul perimetrului bazei ei si a apotemei.

Demonstratie. Sa cercetdm piramida regulata cu n laturi cu
muchia bazei, ce este egala cu a si apotema, ce este egala cu d. Atunci

. . . 1 . S
aria fetei laterale este egala cu Ead. Toate fetele laterale a piramidei
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regulate cu n laturi sunt triunghiuri egale, de aceea aria suprafetei la-
1 . 1 1
terale este egala cu (Eadj -n, adica S, = (Eadj ‘n= E(an) -d. Deoare-

ce produsul an este egal cu perimetrul bazei, atunci teorema este de-
monstrata. <

Rezultatul teoremei 18.1 este comod de-1 prezentat in aspect de for-
mula

s -1p
2

baza

-d,

Unde P, . este perimetrul bazei piramidei, d — lungimea apotemei pi-
ramidei regulate.

Se poate demonstra, ca au loc astfel de afirmatii.

1) Daca muchiile laterale ale piramidei sunt egale sau muchiile late-
rale creeazd cu planul bazei unghiuri egale, atunci proiectia varfului
piramidei pe planul bazei este centrul circumferintei circumscrise poli-
gonului, care este baza piramidei.

De exemplu, daca muchiile laterale ale piramidei sunt egale, iar baza
el este triunghi dreptunghic, atunci proiectia varfului piramidei pe pla-
nul bazei este mijlocul ipotenuzei bazei (fig. 18.6).

Ll
Fig. 18.6 Fig. 18.7

2) Daca toate unghiurile diedre ale piramidei convexe de la muchii-
le bazei sunt egale, atunci proiectia varfului piramidei pe planul bazei
este centrul circumferintei inscrise in poligonul, care este baza piramidei.

De exemplu, daca baza piramidei este romb si toate unghiurile diedre
de la muchiile bazei sunt egale, atunci proiectia varfului piramidei pe
planul bazei este punctul de intersectie al diagonalelor rombului
(fig. 18.7).

3) Daca fiecare din unghiurile diedre ale piramidei convexe de la
muchiile bazei sunt egale cu o, atunci aria suprafetei laterale a pirami-
dei S, se poate calcula cu formula

cosa.
unde S, . — aria bazei piramidei.
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-

¢ 1. Ce se numeste piramida?

2. Ce se numeste naltimea piramidei?

3. Care sectiune se numeste sectiune diagonala a piramidei?

4. Care piramida este numita regulata?

5. Ce se numeste apotema piramidei regulate?

6. Ce este numita aria suprafetei piramidei? suprafetei laterale a piramidei?

7. Cu ce este egala aria suprafetei laterale a piramidei regulate?

vd

ﬂ4/EXERCI]’II [

18.1.° Piramida cu n- laturi are cate:
1) varfuri; 2) fete; 3) muchii?
18.2.° Care este cel mai mic numar de fete pe care il poate avea piramida?

18.3.° In figura 18.8. este prezentata piramida triunghiulara regulata
SABC. Desenati figura in caiet si reprezentati:
1) inaltimea piramidei,
2) unghiul de inclinatie a muchiei SA la planul bazei;
3) unghiul liniar al ughiului diedru al piramidei de la muchia BC.

S S

Cc A D

Fig. 18.8 Fig. 18.9

18.4.° In figura 18.9 este prezentatd piramida patrulatera regulata
SABCD. Desenati figura in caiet si reprezentati:
1) inaltimea piramidei,;
2) unghiul de inclinatie a muchiei SC la planul bazei,;
3) unghiul liniar al ughiului diedru al piramidei de la muchia AD.
18.5.° Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egald cu 12 cm,

1ar muchia laterala face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflati inal-
timea piramidei.
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18.6.° inéltimea piramidei patrulatere regulate este egala cu 8 cm, iar
muchia laterald face cu planul bazei unghiul de 45°. Aflati latura
bazei piramidei.

18.7.° Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egala cu 6 cm,
iar inaltimea piramidei — 4 cm. Aflati:
1) apotema piramidei;
2) unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei.

18.8.° Apotema prismei triunghiulare regulate este egala cu 2 cm, iar
latura bazei — 6 cm. Aflati:
1) inaltimea piramidei;
2) unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei.

18.9.° Latura bazei piramidei heptagonale regulate este egald cu 10 cm,
iar apotema ei — 20 cm. Aflati aria suprafetei laterale a piramidei.

18.10.° Unghiul plan de la varful piramidei octogonale regulate este
egal cu 30°, iar muchia laterald — 2 cm. Aflati aria suprafetei laterale
a piramidei:

18.11.° Aria suprafetei laterale a piramidei pentagonale regulate este
egala cu 300 cm?, iar apotema ei— 15 cm. Aflati latura bazei piramidei.

18.12.° Fiecare muchie a piramidei patrulatere regulate este egala cu
10 cm. Aflati aria suprafetei totale a piramidei.

18.13.° Fiecare muchie a piramidei patrulatere regulate este egala cu
4 cm. Aflati aria suprafetei totale a piramidei.

18.14.° Baza piramidei MABCD este paralelogramul ABCD, diagonala
BD a caruia este egala cu 4 cm. inéltimea piramidei trece prin punc-
tul intersectiei al diagonalelor bazei, iar muchia laterald MA, ce este
egala cu 8 cm, face cu planul bazei unghiul de 45°. Aflati muchia MD.

18.15." Baza piramidei este rombul, latura caruia este egald cu 13 cm, iar
una din diagonale — 24 cm. Piciorul inaltimii piramidei este punctul
de intersectie al diagonalelor bazei piramidei. Gasiti muchiile laterale
ale piramidei, daca inaltimea ei este egala cu 16 cm.

18.16." Muchia laterala a piramideil hexagonale regulate, egala cu b,
creeaza cu planul bazei unghiul B. Aflati aria sectiuni diagonale a
piramidei, care trece prin diagonala mare a bazei.

18.17.° Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egala cu a, iar
muchia laterala creeaza cu planul bazei unghiul a. Aflati aria sectiunii
diagonale a piramidei.
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O—w 18.18." Demonstrati ci in piramida regulata:
1) muchiile laterale creeaza unghiuri egale cu planul bazei;
2) unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale.

18.19.° Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egala cu a,
iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu o.
Aflati aria suprafetei laterale a piramidei

18.20." Diagonala bazei piramidei patrulatere regulate este egala cu d,
iar unghiul diedru al piramidei la muchia bazei este egal cu a. Aflati
aria suprafetei laterale a piramidei.

18.21.° Apotema piramidei patrulatere regulate este egald cu 6 cm si
creeaza cu planul bazei unghiul de 60°. Aflati aria suprafetei laterale
a piramidei.

18.22.° inél‘gimea piramidei triunghiulare regulate este egala cu 5 cm,
iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu 45°.
Aflati ari suprafetei laterale a piramidei.

18.23." Punctele D, E s1 F sunt mijlocurile muchiilor AB, AM si MC
a piramidei regulate MABC corespunzator, AB=8 cm, AM =12 cm.
1) Construiti sectiunea piramidei ce trece prin punctele D, E si F.
2) Demonstrati, ca sectiunea construita este dreptunghi.
3) Aflati aria sectiunii.

18.24.” Construiti sectiunea piramidei triunghiulare regulate cu planul,
care trece prin piciorul inaltimii ei, paralel cu muchiile neconcurente
ale piramidei. Aflati perimetrul acestei sectiuni, daca latura bazei
piramidei este egala cu 9 cm, iar muchia laterala — 12 cm.

18.25." Baza piramidei este triunghiul dreptunghic, ipotenuza caruia
este egala cu 32 cm. inéltimea piramidei este egala cu 12 cm. Aflati
muchiile laterale ale piramidei, daca ele creeaza unghiuri egale cu
planul bazei.

18.26." Baza piramidei este dreptunghiul cu laturile 6 cm si 8 cm, iar
fiecare muchie laterala face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflati
inaltimea piramidei.

18.27.” Baza piramidei este rombul cu latura de 8 cm si unghiul de 30°.
Fiecare din unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt
egale cu 45°. Aflati:

1) aria suprafetei laterale a piramidei;
2) inaltimea piramidei.
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18.28." Baza piramidei este triunghiul cu laturile de 5 cm, 12 cm si
13 cm, iar toate unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei
sunt egale cu 30°. Aflati:

1) aria suprafetei laterale a piramidei;
2) inaltimea piramidei.

18.29." Baza piramidei este trapezul isoscel, bazele caruia sunt egale cu
4 c¢m $1 16 cm, iar toate unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile
bazei sunt egale cu 60°. Aflati:

1) aria suprafetei laterale a piramidei;
2) inaltimea piramidei.

18.30." Baza piramidei este dreptunghiul cu laturile de 4 cm g1 12 cm.
Planele a doua fete laterale sunt perpendiculare pe planul bazei.
Planul inca a unei fete, care trece prin latura mare a bazei, face cu
planul bazei unghiul de 45°. Aflati:

1) inaltimea piramidei;
2) aria suprafetei laterale a piramidei.

18.31." Baza piramidei este patratul cu latura de 12 cm. Planele a doua
fete laterale sunt perpendiculare pe planul bazei. Aflati aria suprafetei
totale a piramidei, daca inaltimea ei este egala cu 5 cm.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

18.32. Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se
intersecteaza in punctul M, CD : CM = 3 : 5, segmentul BC este baza
mici a trapezului. Suma bazelor trapezului este egala cu 26 cm. Aflati
segmentul AD.

18.33. Diagonalele trapezului ABCD cu bazele BC si AD se intersecteaza
in punctul O. Aflati raportul ariilor triunghiurilor BOC si AOD, daca
BC=3 cm, AD=9 cm.
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Li% FRUMUSETEA SI INTELECTUL UCRAINE| I

Roxolana, Solomia Kruselnitka, Lesea Ukrainka sunt femeile ucrai-
nene din trecut cunoscute lumii intregi.

Fetele ucrainene contemporane devin cele mai bune nu numai in
politica si artd, dar si pe arena competitiilor matematice. In cea mai
prestigioasa olimpiada Europeana de matematica pentru fetite (EGMO)
scolaritele ucrainene Sofia Dubova (2014), Olga Sevcenko (2017), si
Alina Garbuzova (2018) de trei ori au castigat intaietatea printre toti
participantii, rezolvand absolut toate problemele propuse. in general,
comanda ucraineana de fete pana la ora actuala raméne singura coman-
da din Europa, care de trei ori a devenit prima in colocviul oficial pe
echipe. Astfel de realizari au convins comunitatea europeana si aleaga
locul petrecerii EGMO in anul 2019 orasul Kiev. Suntem convinsi ca
inci o data vom vedea intelectualele noastre in fruntea piedestalului de
onoare.

Comanda Ucrainei la prima olimpiada EGMO
(Cambridge, Marea Britanie, anul 2012)

Componenta echipei (de la stanga la dreapta): Haritonova Elena (argint);
Cravcenko Tulia (argint); Pavliuk Maria (argint); Sediuk Iaroslava (argint)
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INSARCINAREA NR. 4 ,CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Calculati aria suprafetei laterale a prismei drepte, baza careia este
paralelogramul cu laturile de 8 cm g1 22 cm, iar inaltimea prismei
este egala cu 15 cm.

A) 900 cm?; B) 450 cm?; C) 600 cm?; D) 2640 cm?.

2. Cu ce este egala inaltimea prismei patrulatere regulate, daca latura

bazei ei este egala cu 942 cm, iar diagonala prismei este inclinata la
planul bazei sub unghiul de 30°?

A) 93 cm; B) 92 cm; C) 6+/3 cm; D) 6~/2 cm.

3. Baza prismei drepte este triunghiul isoscel cu latura laterala 6 cm si
unghiul 120° la varf. Diagonala fetei laterale a prismei, care contine
baza triunghiului isoscel, este inclinata la planul bazei cu unghiul de
60°. Aflati indltimea prismei.

A) 9 cm; B) 18 cm; C) 12 cm; D) 6+/3 cm.

4. Gasiti diagonala fetei laterale a prismei patrulatere regulate, daca
latura bazei ei este egala cu 6 cm, iar diagonala prismei — 10 cm.

A) 4 cm; B) 22 cm; C) 8 cm; D) 4+/3 cm.

5. Calculati aria suprafetei laterale a prismei triunghiulare regulate,
fetele laterale ale careia sunt patrate cu diagonala de 8 cm.

A) 32 cm?; B) 96 cm?; C) 64 cm?; D) 192 cm?.

6. Baza prismei drepte este rombul cu diagonalele 10 cm si 24 ¢cm. Dia-
gonala mica a prismei este egala cu 26 cm. Calculati aria suprafetei
laterale a prismei.

A) 312 cm?; B) 624 cm?* C) 2496 cm?* D) 1248 cm?

7. Diagonala paralelipipedului dreptunghiular este egala cu 29 cm,
iar doua dimensiuni ale lui — 2 cm si 3 cm. Aflati cea de-a treia di-
mensiune a paralelipipedului dreptunghiular.

A) 2 cm; B) J15 cm; C) 4 cm; D) 342 cm.

8. In paralelipipedul dreptunghiular ABCDA,B C D, se cunoaste, ca
AD =24 cm, CD=5 cm, AA, =10 cm. Cu ce este egala aria patrula-
terului A, B,CD?

A) 100 cm?; B) 120 cm? C) 125 cm?; D) 130 cm?

9. Calculati aria suprafetei laterale a piramidei hexagonale regulate,
latura bazei careia este egala cu 8 cm, 1ar apotema — 12 cm.
A) 288 cm?; B) 576 cm?; C) 144 cm?; D) 192 cm®.
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10. Baza a piramidei MABCD, prezentata in M
figura, este un patrat, muchia laterala MB
este perpendiculara pe planul bazei pirami-
dei, punctul K este mijlocul segmentului CD.
Indicati unghiul liniar al unghiului diedru C
al piramidei de la muchia CD. K
A) /MAB; C) «MKB, A D
B) «MDB,; D) «MCB.

11. inél‘pimea piramidei patrulatere regulate este egala cu 12 cm, iar
apotema — 15 cm. Calculati aria suprafetei laterale a piramidei.
A) 540 cm?; B) 270 cm?; C) 1080 cm® D) 720 cm”.

12. Latura bazei a piramidei triunghiulare regulate este egald cu 6 cm,
iar inaltimea piramidei — +22 cm. Aflati aria suprafetei laterale a
piramidei.

A) 90 cm?; B) 45 cm?; C) 60 cm?; D) 30 cm?.

13. Latura bazei a piramidei patrulatere regulate este egala cu a, iar
sectiunea diagonala este un triunghi dreptunghic. Aflati inaltimea
piramidei.

6
: D) a2
2 4

14. Unghiul diedru al piramidei patrulatere regulate de la muchia bazei
este egal cu a. Aflati inaltimea piramidei.

a a a

2 3
A ; B ; C
) p ) p )

2
A) 2asinay B) 2acosa; C) 2atgoy D) £
tga
15. Latura bazei a piramidei triunghiulare regulate este egala cu 8 cm,
iar fata laterala este inclinata la planul bazei sub unghiul de 30°.
Aflati aria suprafetei laterale a piramidei.

A) 32 cm?; B) 64 cm?; C) 3243 cm% D) 644/3 cm>

16. Muchia laterala a piramidei patrulatere regulate este egala cu 8 cm
s1 creeaza cu planul bazei unghiul de 60°. Aflati apotema piramidei.

A) 4 cm; B) 2414 cm; C) 47 cm; D) 42 cm.

17. Baza piramidei este rombul cu latura a si unghiul a. Unghiurile
diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale cu B. Aflati aria
suprafetei laterale a piramidei.

a’ sino a’ sina

cosf ’ 2cosf ’

A)

. 1 .
C) a’sinacosP; D) Eaz sino.cosp.
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18. In baza piramidei se afla triunghiul dreptunghic cu cateta b si un-
ghiul opus ei B. Muchiile laterale ale piramidei creeaza cu planul bazei
unghiul y. Aflati inaltimea piramidei.

btgy btgy 1 1, .
B ; C) —bcosPtgy; D) —bsinfftgy.
2cosf 2sinf ) 2 Ptey ) 2 Ptey
o
Poliedrul

Poliedru se numeste corpul, suprafata caruia este alcatuita dintr-un
numar finit de poligoane.

Poliedrul se numeste convex, daca el este amplasat de aceeasi parte
a planului oricareia din fetele lui.

Prisma

Poliedrul, doua fete ale caruia sunt poligoane egale cu n laturi, ce se
afla in plane paralele, iar restul n fete sunt paralelograme se numes-
te prisma cu n laturi.

Prisma este numita dreapta, daci muchiile ei sunt perpendiculare
pe planul bazei.

Prisma este numita regulata, daca ea este dreapta si baza ei este un
poligon regulat.

Inaltimea prismei este numita perpendiculara, coborata dintr-un
punct oarecare al planului unei baze pe planul altei baze.

Aria suprafetei laterale a prismei drepte

Aria suprafetei laterale a prismei drepte este egala cu produsul pe-
rimetrului bazei ei gi a muchiei laterale a prismei.

Paralelipipedul

Paralelipiped este numita prisma, baza careia este un paralelogram.
Paralelipipedul este numit drept, daca muchiile lui laterale sunt
perpendiculare pe planul bazei.

Paralelipipedul drept este numit dreptunghiular, daca bazele lui sunt
dreptunghiuri.
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Lungimile a trei muchii ale paralelipipedului dreptunghiular care
pornesc dintr-un varf, se numesc dimensiuni ale paralelipipedului
dreptunghiular.

Paralelipipedul dreptunghiular se numeste cub, daca dimensiunile
lui sunt egale.

Proprietatea paralelipipedului dreptunghiular

Patratul oricarei diagonale a paralelipipedului dreptunghiular este
egal cu suma patratelor dimensiunilor lui.

Piramida

Poliedrul, o fata a caruia este un poligon cu n laturi, iar restul fete-
lor — triunghiuri, ce au un varf comun, se numeste piramida cu n
laturi.

inéltimea piramidel este numita perpendiculara, coborata din varful
piramidei pe planul bazei.

Piramida este numita regulata, daca baza ei este un poligon regulat
si piciorul inaltimii piramidei este centrul acestui poligon.

Toate muchiile laterale ale piramidei regulate sunt egale, toate fete-
le piramidei regulate sunt triunghiuri isoscele.

Apotema a piramidei regulate este numita inaltimea fetei laterale,
dusa din varful piramidei.

Aria suprafetei laterale a piramidei

Aria suprafetei laterale a piramidei este numita suma ariilor tuturor
fetelor laterale ale ei.

Aria suprafetei laterale a piramidei regulate este egala cu juméatatea
produsului perimetrului ei gi a apotemei.
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(T
5 CORPURI DE
ROTATIE

Tn acest paragraf veti face cunostintd mai detailat cu corpurile deja cunoscute
voua — cilindrul, conul, sfera, o sa studiati proprietatile lor.

19. Cilindrul

Sa ne inchipliim, ca dreptunghiul OO A A se roteste in jurul laturii
00, (fig. 19.1). In timpul rotatiei se creeaza figura, care se numeste
cilindru. Cercurile cu centrele O si O, care s-au creat in rezultatul ro-
tatiei laturilor OA si O A, se numesc bazele cilindrului, iar figura,
care s-a creat in rezultatul rotatiei laturii A A, este numita suprafata
laterala a cilindrului. Segmentele, care formeaza suprafata laterala
a cilindrului, se numesc generatoarele cilindrului (fig. 19.2).

Evident, ca toate generatoarele cilindrului sunt egale si perpendicu-
lare pe planul bazei.

inéltime a cilindrului se numeste perpendiculara, coborata din
oricare punct al planului unei baze pe planul altei baze. inél‘gimea cilin-
drului este egala cu generatoarea lui.

Dreapta, care trece prin centrele bazelor cilindrului, este numita axa
cilindrului. In figura 19.2 dreapta OO, este axa cilindrului.

)
0,

y,
p>

.
A1 S< ! /
\l—/
Bazele X, ! Generatoarele
] cilindrului T /Cilindrului
: N Y P
|
Y | 1
- ,;;':j ) A A "?\Suprafata
q °0 |/ laterala a
- cilindrului
Fig. 19.1 Fig. 19.2

Corp de rotatie se numeste corpul, obtinut in rezultatul rotatiei
unei oarecare figuri plane in jurul unei drepte.
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Cilindrul este exemplul unui corp de rotatie.

Daca intersectam cilindrul cu un plan, ce trece prin axa lui, atunci
in sectiune se obtine un dreptunghi, doua laturi ale caruia sunt diame-
trele bazelor cilindrului, iar altele doua — generatoarele cilindrului
(fig. 19.3). Astfel de sectiune este numita sectiune axiala a cilindru-
lui.

AY
4

*K )

P N
.

= ‘0
Fig. 19.3 Fig. 19.4

Sa intersectdm cilindrul cu un plan, paralel bazelor cilindrului
(fig. 19.4). Sectiunea cilindrului cu planul, paralel bazelor (sau perpen-
dicular pe axa cilindrului), este cercul, care este egal cu baza cilindrului.

Sa ne inchipuim, ca suprafata cilindrului este taiata dupa circumfe-
rintele bazelor si o generatoare oarecare (fig. 19.5), iar apoi am desfagu-
rat-o pe un plan. Figura obtinuta se numeste desfagsurata cilindrului
pe plan sau pur si simplu desfagurata cilindrului. Ea este alcatuita
din doua cercuri, care sunt egale cu bazele cilindrului, si un dreptunghi,
care este numit desfagurata suprafetei laterale a cilindrului (fig. 19.6).

(2

\\

Fig. 19.5 Fig. 19.6
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Daca generatoarea cilindrului este egala cu h, iar raza bazei cilin-
drului — r, atunci laturile desfaguratei suprafetei laterale a cilindrului
sunt egale cu A si 2nr.

Ca arie a suprafetei laterale a cilindrului este consideratd aria des-
fasuratei suprafetei laterale a lui. Deci,

S, =2nrh,

unde S, este aria suprafetei laterale a cilindrului, r — raza bazei cilin-
drului, & — lungimea inaltimii cilindrului.

Aria totala a suprafetei cilindrului este numita suma ariilor a
suprafetei laterale a cilindrului si a doua baze ale lui. Avem:

St = Sl + 2Sbaz

a2

unde S, — aria totald a suprafetei cilindrului, S, . — aria bazei cilindru-
lui.
Aria bazei cilindrului este egala cu TU"Z. Atunci obtinem formula

St =2nrh + 2nr?

Din cursul de geometrie al clasei a 10-a stiti, ca proiectia paralela a
circumferintei este figura care se numeste elipsa. De aceea, reprezentand
cilindrul, bazele lui se deseneaza in forma de elipse. in practica pentru
reprezentarea elipselor este comod de folosit riglele sabloane (fig. 19.7).
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‘v

. Care corp se numeste cilindru?

. Descrieti, ce se numeste suprafata laterala a cilindrului.

. Ce sunt numite baze ale cilindrului? axa a cilindrului? inaltime a cilindrului?
. Care corp se numeste corp de rotatie?

. Ce se numeste sectiune axiala a cilindrului?

. Din ce figuri consta desfasurata cilindrului?

. Dupa ce formula se calculeaza aria suprafetei laterale a cilindrului?

. Dupa ce formula se calculeaza aria suprafetei totale a cilindrului?

O NOOOHAEWN-

v

u4/EXERCI'[II .

19.1.° In&ltimea cilindrului este egala cu 6 cm, iar raza bazei — 5 cm.
Aflati aria sectiunii axiale a cilindrului.

19.2.° Aria sectiunii axiale a cilindrului este egald cu 128 cm®. Aflati
inaltimea cilindrului, daca raza bazei lui este egala cu 4 cm.

19.3.° Diagonala sectiunii axiale a cilindrului este egali cu d, si creeaza
cu planul bazei cilindrului unghiul a. Aflati:
1) inaltimea cilindrului; 2) aria bazei cilindrului.

19.4.° Aria bazei cilindrului este egald cu 491 cm® iar unghiul dintre
diagonala sectiunii axiale gi generatoarea cilindrului este egal cu 30°.
Gasiti inaltimea cilindrului.

19.5.° Cu ce este egala aria suprafetei laterale a cilindrului, raza bazei
caruia este egald cu 2 cm, iar indltimea — 9 cm?

19.6.° Dreptunghiul cu laturile de 1 ¢m si 3 cm se roteste in jurul laturi
mai mari. Aflati:
1) diagonala sectiunii axiale a cilindrului creat;
2) aria suprafetei totale a acestui cilindru.

19.7.° Patratul cu latura de 8 cm se roteste in jurul unei
laturi a lui. Aflati:
1) diagonala sectiunii axiale a cilindrului creat;
2) aria suprafetei totale a acestui cilindru.
19.8.° Punctele O si O, — centrele bazelor de jos si de sus
corespunzator ale cilindrului (fig. 19.8). Punctul A este
un punct arbitrar al circumferintei, care margineste
baza cilindrului. Segmentul O, A este egal cu 6 cm si
face cu planul bazei cilindrului unghiul de 60°. Aflati
aria suprafetei laterale a cilindrului.
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126 § 5. Corpuri de rotatie

19.9.° inél‘gimea cilindrului este egald cu 5 cm, iar diametrul bazei —
24 cm. Aflati distanta de la centrul uneia din bazele cilindrului pana
la un punct al circumferintei altei baze.

19.10.° Diagonala desfiaguratei suprafetei laterale a cilindrului este egala
cu d si creeazd cu una din laturile desfaguratei unghiul a. Aflati aria
suprafetei laterale a cilindrului.

19.11.° Patratul, diagonala caruia este egald cu 4 cm, este desfasurata
suprafetei laterale a cilindrului. Aflati aria bazei acestui cilindru.

19.12.° Cum se va schimba — se va mari sau micsora — si de cate ori aria

suprafetei laterale a cilindrului, daca:

1) raza bazei lui se va mari de % ori;

2) inaltimea cilindrului se va micgora de k ori;

3) inaltimea cilindrului se va mari de & ori, iar raza bazei se va mic-
sora de & ori?

Ce functie este dependenta ariei suprafetei laterale a cilindrului de:

1) raza bazei lui; 2) inaltimea cilindrului?

19.13." In baza de jos a cilindrului este dusa o coarda, care este vazuta
din centrul acestei baze sub unghiul de 120°, iar din centrul bazei de
sus — sub unghiul de 60°. Aflati aria suprafetei laterale a cilindrului,
daca lungimea coardei date este egala cu 6 cm.

19.14." In baza de jos a cilindrului este dusa o coarda, care este vazuta
din centrul acestei baze sub unghiul de 90°, iar din centrul bazei de
sus — sub unghiul de 60°. Aflati aria suprafetei laterale a cilindrului,
daca raza bazei lui este egala cu 8 cm.

19.15.” In baza de jos a cilindrului este dusa o coarda, care este vazuta
din centrul acestei baze sub unghiul a. Segmentul, care uneste centrul
bazei de sus cu unul din capetele coardei duse, creeaza cu planul bazei
unghiul B. Aflati aria suprafetei laterale a cilindrului, daca distanta
de la centrul bazei de jos pana la coarda dusa este egala cu a.

19.16.” In baza de jos a cilindrului este dusa o coarda, care este vazuta
din centrul acestei baze sub unghiul B. Segmentul, care uneste cen-
trul bazei de sus cu mijlocul coardei date, este egal cu m si creeaza cu
planul bazei unghiul o. Aflati aria suprafetei laterale a cilindrului.

19.17.” Paralel cu axa cilindrului, raza bazei caruia este egala cu 10 cm,
iar indltimea — 12 cm, este dusa o sectiune, ce este patrat. Aflati dis-
tanta de la axa cilindrului pana la planul sectiunii.

19.18.” Paralel cu axa cilindrului este dusa o sectiune, ce reteaza de la
circumferinta bazei un arc, masura in grade a caruia este egala cu
a (0° <o < 180°). Segmentul care uneste centrul bazei de sus a cilin-
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drului, cu punctul circumferintei bazei de jos, creeaza cu planul bazei
unghiul B, iar raza bazei este egala cu R. Aflati aria acestei sectiuni.

19.19.” Paralel cu axa cilindrului este dusa o sectiune, ce este departa-
t3 de ea cu /3 cm, si reteaza de la circumferinta bazei arcul, masu-
ra in grade a caruia este egala cu 120°. Aflati aria
acestei sectiuni, daci diagonala ei este egala cu 10 cm. /x

19.20." Punctele O si O, sunt corespunzitor centrele \:_/
bazelor de jos si de sus ale cilindrului, 1ar punctul
A apartine bazei de jos a cilindrului (fig. 19.9). Pe
segmentul OO, este notat punctul B astfel, ca dreap- !
ta AB intersecteaza suprafata laterala a cilindrului. B
Construiti punctul de intersectie al dreptei AB cu [ A 1 “y

o)
suprafata laterala a cilindrului. U

19.21.* Raza bazei cilindrului este egala cu 9 cm, Din Fig. 19.9
mijlocul segmentului OO,, unde punctele O si O, sunt
corespunzator centrele bazelor de jos si de sus ale
cilindrului, este dusa o semidreapta, care intersecteaza planul bazei
de jos in punctul, departat de centrul acestei baze cu 12 cm. Aceas-
ta semidreapta intersecteaza generatoarea cilindrului in punctul,
departat de planul bazei de jos cu 2 cm. Aflati inaltimea cilindrului.

19.22.% inéltimea cilindrului este egala cu 20 cm. Prun mijlocul gene-
ratoarei este dusa dreapta, care intersecteaza segmentul, ce unesgte
centrele bazelor, in punctul, deparat cu 6 cm de la planul bazei de
jos, iar insesi acest plan — in punctul, departat cu 15 cm de la centrul
bazei de jos. Aflati raza bazei cilindrului.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE N

19.23. inéltimea triunghiului isoscel, dusa la baza lui, este egala cu h,
iar unghiul dintre laturile lui egale este egal cu a.. Aflati raza circum-
ferintei inscrise in triunghiul dat.

19.24. Bazele unui trapez sunt egale cu 6 cm g1 27 cm, iar una din laturile
laterale — 13 cm. Aflati raza circumferintei, inscrise in trapezul dat.

19.25. Latura bazei unei prisme hexagonale regulate este egala cu 6 cm,
iar aria suprafetei laterale — 288 cm?. Aflati diagonala mare a prismei.
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128 § 5. Corpuri de rotatie

20. Conul

Sa ne imaginam, ca triunghiul dreptunghic AOB cu unghiul drept O
se roteste in jurul laturii AO (fig. 20.1). In timpul rotatiei se creeaza
figura, care este numita con. Cercul cu centrul O, care se creeaza in
rezultatul rotatiei laturii OB, este numit baza conului, iar figura, care
s-a creat in rezultatul rotatiei laturii AB, este numita suprafata late-
rala a conului. Segmentele, ce creeaza suprafata laterald a conului,
sunt numite generatoarele conului (fig. 20.2).

Toate generatoarele conului sunt egale si fac unghiuri egale cu planul
bazei.

Capatul comun al tuturor generatoarelor conului este numit varful
conului. in figura 20.1 punctul A este varful conului.

Dreapta, care trece prin varful conului si centrul bazei lui, se nu-
meste axa conului. In figura 20.1 dreapta AO este axa conului. Axa
conului este perpendiculara pe planul bazei lui.

inéltimea conului este numita perpendiculara, coborata din varful
conului pe planul bazei. Piciorul inaltimii conului este centrul bazei lui.
Inaltlmea conului apartine axei lui. in figura 20.1 segmentul AO este
inaltimea conului.

Conul ca si cilindrul, este corp de rotatie.

Daca conul este intersectat de un plan, ce trece prin axa lui, atunci
se creeaza In sectiune un triunghi isoscel, laturile laterale ale caruia
sunt generatoarele conului, baza lui este diametrul bazei conului
(fig. 20.3). Astfel de sectiune este numita sectiune axiala a conului.
Sa ne imaginam, ca suprafata conului este taiata dupa circumferinta
bazei s1 o generatoarea oarecare (fig. 20.4), apoi de-1 desfasurat pe un
plan. Figura obtinuta este numitd desfasurata conului pe plan, sau
pur si simplu desfasurata conului (fig. 20.5). Ea este alcatuita dintr-un

A
Baza
conului
B

Fig. 20.1 Fig. 20.2

Generatoarele
conului

Suprafata
laterala a
conului
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20. Conul 129

Fig. 20.3 Fig. 20.4 Fig. 20.5

cerc, ce este egal cu baza conului, s1 un sector de cerc, care este numit
desfagurata suprafetei laterale a conului.

Daca generatoarea conului este egala cu [, iar raza bazei conului —r,
atunci raza sectorului circular este egala cu [, iar lungimea arcului sec-
torului — 2rr. Fie masura in grade a unghiului AKB (fig. 20.5) este

o . . . o L
egald cu a. Atunci lungimea arcului AB este egala cu %. Avem:

1/ ..
2nr = ﬂ. De aici
180

e 36l0r. i

Ca arie S, a suprafetei laterale a conului este consideratd aria desfa-

2
suratei suprafetei laterale a lui. Avem: S, = il ¢ Tinand cont de egali-
360
2
tatea (1) obtinem: S, = ol 360r =nrl.
360 l
Deci, aria suprafetei laterale a conului se calculeaza dupa formula
S, =nrl,

ude r este raza bazei conului, /- lungimea generatoarei conului.
Aria totala a suprafetei conului este numita suma ariilor supra-
fetei laterale si a bazei conului. Avem:

S,=8,+8

baza’

Unde S, este aria suprafetei laterale a conului, S, . — aria bazei conului.
Aria bazei conului este egald cu nr* Atunci obtinem formula

St =nrl + nr’
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130 § 5. Corpuri de rotatie

‘v

. Care corp se numeste con?

. Descrieti, ce se numeste suprafata laterala a conului.

. Ce se numeste baza conului? axa conului? inaltimea conului?
Ce se numeste sectiune axiala a conului?

. Din ce figuri este alcatuita desfasurata conului?

. Ce este considerat ca arie a suprafetei laterale a conului?

. Dupa ce formula se calculeaza aria suprafetei laterale a conului?
. Dupa ce formula se calculeaza aria totala a suprafetei conului?

LA/EXERCI]’II [

20.1.° inéltimea conului este egald cu 4 cm, iar generatoarea lui—6 cm.
Aflati raza bazei conului.

20.2.° Raza bazei conului este egald cu 5 cm, iar generatoarea — 13 cm.
Aflati inaltimea conului.

20.3.° Aflati raza bazei si indltimea conului, daci generatoarea lui este
egala cu 18 cm, iar sectiunea axiala este un triunghi regulat.

20.4.° Raza bazei conului este egala cu 2 cm, sectiunea axiala a lui —
un triunghi isoscel dreptunghiular. Aflati indltimea si generatoarea
conului.

20.5.° Raza bazei conului este egald cu 9 cm, iar unghiul dintre genera-
toare si planul bazei este egal cu 30°. Aflati aria:
1) suprafetei laterale a conului;
2) sectiunii axiale a conului.

20.6.° Raza bazei conului este egald cu 6 c¢m, iar indltimea — 8 cm. Aflati
aria:
1) suprafetei laterale a conului;
2) suprafetei totale a conului.

20.7.° inéltimea conului este egala cu H, iar unghiul dintre generatoarea
conului si planul bazei este egal cu a. Aflati aria:
1) sectiunii axiale a conului;
2) suprafetei laterale a conului.

20.8.° Generatoarea conului este egald cu a, iar unghiul in sectiunea
axiala de la varful conului este egal cu a. Aflati aria:
1) sectiunii axiale a conului;
2) suprafetei laterale a conului.
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20.9.° Triunghiul dreptunghic, ipotenuza caruia este egald cu 8cm, iar
unul din unghiuri este egal cu 30°, se roteste in jurul catetei mai mari.
Aflati aria suprafetei laterale a conului obtinut.

20.10.° Aflati aria sectiuni axiale, care se creeaza in rezultatul rotatiei
triunghiului dreptunghic cu ipotenuza de 17cm si cateta 15 cm, in
jurul celeilalte catete.

20.11." Raza bazei conului este egala cu 15 cm, iar distanta de la centrul
bazei pana la generatoarea conului — 12 cm. Aflati lungimile genera-
toarei gi a inaltimii.

20.12." Inaltimea conului este egald cu 4v5 cm, iar distanta de la cen-

trul bazei pana la mijlocul generatoarei conului — 6 cm. Aflati aria
suprafetei totale a conului.

20.13." In baza conului s-a dus o coardi cu lungimea a, ce subintinde
un arc, masura in grade a cdruia este egalad cu a (0° <o < 180°). Un-
ghiul dintre generatoarea conului si planul bazei este egal cu . Aflati
indltimea conului.

20.14." in baza conului s-a dus o coarda, ce subintinde un arc, masura in
grade a ciruia este egald cu . (0° < o. < 180°). Unghiul dintre indltimea
conului gi generatoare este egal cu B, iar lungimea generatoarei este
egala cu m. Aflati lungimea coardei date.

20.15.° Triunghiul dreptunghic cu catetele 5 cm s1 12 cm se roteste in
jurul dreptei ce contine ipotenuza lui. Aflati aria suprafetei corpului
de rotatie.

20.16.” Planul, dus prin doua generatoare ale conului, intersecteaza
baza dupa o coarda, ce intinde un arc, masura in grade a caruia este
egala cu B (0° < < 180°). Aflati aria sectiunii create, daca inaltimea
conului este egala cu H, iar unghiul dintre planul sectiunii create si
planul bazei conului este egal cu a.

20.17.” Prin doua generatoare ale conului, unghiul dintre care este egal
cu 60°, s-a dus un plan. Acest plan intersecteaza baza conului dupa
o coarda cu lungimea de 8 cm, ce subintinde un arc, masura in grade
a caruia este egala cu 90°. Aflati aria suprafetei laterale a conului.

20.18.” Triunghiul isoscel ascutitunghic cu baza a si unghiul de la baza
o se roteste in jurul dreptei ce contine latura laterala a lui. Aflati aria
suprafetei corpului de rotatie.

20.19.” Triunghiul isoscel cu baza a si unghiul opus ei a se roteste in
jurul dreptei ce contine latura bazei lui. Aflati aria suprafetei cor-
pului de rotatie.
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132 § 5. Corpuri de rotatie

20.20.” Trapezul dreptunghic cu bazele 6 cm s1 9 cm si inaltimea 4 cm
se roteste in jurul dreptei ce contine baza mare a lui. Aflati aria su-
prafetei corpului de rotatie.

20.21.” Trapezul dreptunghic cu bazele 3 cm g1 4 ¢m si unghiul ascutit
45° ge roteste in jurul dreptei ce contine baza mica a lui. Aflati aria
suprafetei corpului de rotatie.

20.22.” Rombul cu latura 10 cm si unghiul 60° se roteste in jurul dreptei
ce contine una din laturile rombului. Aflati aria suprafetei corpului
de rotatie.

20.23." Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 10 cm s1 26 cm, iar latura
laterala este egala cu baza mica. Trapezul se roteste in jurul dreptei
ce contine baza mare a lui. Aflati aria suprafetei corpului de rotatie.

20.24.” Desfagurata suprafetei laterale a conului este sectorul, raza ca-
ruia este egald cu 12 cm, iar masura in grade a arcului — 240°. Aflati
raza bazei conului.

20.25.” Desfagurata suprafetei laterale a conului este sectorul, raza ca-
ruia este egald cu 5 cm. Aflati unghiul de la centru al acestui sector,
daca inaltimea conului este egala cu 4 cm.

20.26." Prin doua generatoare ale conului este dus un plan, care creeaza
cu planul bazei conului unghiul a. Distanta de la centrul bazei conului
pana la acest plan este egald cu a, iar unghiul dintre generatoarea
conului si planul bazei este egal cu . Aflati raza bazei conului.

20.27.” Segmentul MO este indltimea conului, segmentele MA si MB —
generatoarele lui, MO = 42 cm. Distanta de la punctul O pana la

dreapta AB este egala cu 2 cm. Aflati distanta de la punctul O pana
la planul AMB.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE I

20.28. Segmentele AD si CE sunt medianele triunghiului ABC. Aflati
latura AC, daca AB = 85 cm, BC = 65 cm, si AD L CE.

20.29. Aria trapezului isoscel este egala cu 323 cm?, iar unghiul ascu-
tit — 60°. Aflati latura laterala a trapezului, daca se stie, ca trapezul
se poate inscrie in circumferinta.

20.30. Baza unei piramide este un triunghi isoscel cu unghiul de la baza
egal cu 30° si latura laterala 12 cm. Fiecare muchie laterala a pira-
midei face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflati inaltimea piramidei.
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21. Bila si sfera 133

21. Bila si sfera

in punctele precedente ati facut cunostinta cu doua exemple de cor-
puri de rotatie — cilindrul si conul. Inci un exemplu de corp de rotatie
este bila sau corpul sferic.

In figura 21.1 este prezentata figura, obtinuta prin rotatia semicer-
cului in jurul dreptei, care contine diametrul AB. Astfel de figura se
numeste bila.

La rotatia semicircumferintei cu diametrul AB se creeaza suprafata,
care se numeste sfera (fig. 21.1). Sfera este suprafata bilei obtinute.

C

B

Fig. 21.1 Fig. 21.2

Mijlocul segmentului AB este numit centrul sferei. Orice segment,
care uneste un punct al sferei cu centrul ei, este numit raza sferei.
Lungimea acestui segment de asemenea este primit de-1 numit raza a
sferei. In figura 21.2 segmentul OX este raza sferei.

Se poate demonstra ca toate razele sferei sunt egale.

Cu alte cuvinte, toate punctele sferei sunt egal depdrate de la centrul
el.

Segmentul, care uneste doua puncte ale sferei si trece prin centrul
ei, este numit diametrul sferei. Daca raza sferei este egala cu r, atunci
diametrul este egal cu 2r.

Centrul, raza si diametrul bilei este numit centrul, raza si dia-
metrul sferei, care este suprafata acestei bile.

Se poate demonstra, ca distanta de la orice punct al bilei pana la
centrul ei nu este mai mare decdt raza ei.

In cursul de planimetrie ati facut cunostinta cu cazurile de ampla-
sare reciproca a circumferintei si dreptel. Sa cercetdm amplasarea reci-
proca a sferei g1 a planului.
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134 § 5. Corpuri de rotatie

Admitem, ca raza sferei date este egala cu r, iar distanta de la centrul
O al sferei pana la planul dat a este egala cu d.

Cazul I. Admitem, cd d > r. In acest caz sfera si planul nu au punc-
te comune (fig. 21.3).

Fig. 21.3 Fig. 21.4

Cazul II. Fied <r. In acest caz sectiunea sferei de catre plan este
o circumferintd (fig. 21.4).

Tinand cont de aceasta afirmatie, se poate
face astfel de concluzie: daca distanta de la
centrul bilei pana la plan este mai mica decat
raza bilei, atunci sectiunea bilei de catre plan
este un cerc.

Daca planul trece prin centrul bilei, atunci
cercul, obtinut in sectiune, se numeste cercul
mare al bilei.

Cazul III. Fied=r. In acest caz sfera s1

Fig. 21.5 planul au numai un punct comun (fig. 21.5).

Definitie. Planul, care are cu sfera numai un singur punct
comun, este numit plan tangent la sfera.

Acest punct comun este numit punct de tangenta. in figura 21.5
punctul A este punct de tangenta.
Are loc o astfel de teorema

Teorema 21.1. Planul tangent la sferad este perpendicular la
raza, dusd in punctul de tangentd.

P I

1. Ce se numeste sfera? bila?
2. Explicati, care punct se numeste centrul sferei?
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. Ce se numeste raza sferei? raza bilei?
. Ce se numeste diametrul sferei? diametrul bilei?
. Cu ce este egal diametrul sferei, daca raza ei este egala cu r?

o g AW

. Ce este sectiunea sferei de catre plan, daca distanta de la centrul sferei pana
la plan este mai mica decéat raza sferei?

~

. Ce este numit cercul mare al bilei?
8. Care plan este numit planul tangent la sfera?
9. Ce proprietate are raza, dusa in punctul de tangenta al planului si sferei?

ﬂ4/EXERCI]'II .

21.1.° Dati exemple de obiecte din lumea inconjuratoare, obiecte, folosite
in viata de toate zilele, care au forma de sfera (bila).

21.2.° Raza bilei este egala cu V5 cm. Apartine oare bilei punctul A,
daca el este departat de centrul bilei:
1) cu 2 cm; 2) cu 2,3 cm?

21.3.° Punctele C si D se afla pe sfera cu centrul O, diametrul céreia
este egal cu 8 cm. Aflati segmentul CD, daca triunghiul COD este
dreptunghic.

21.4.° Pe sfera cu centrul O, s-au notat punctele A si B astfel, ca
AB =18 cm. Aflati raza sferei, daca distanta de la punctul O pana la
dreapta AB este gald cu 12 cm.

21.5.° Sunt date sfera cu raza de 6 cm si planul a. Care trebuie sa fie
distanta de la centrul sferei pana la planul a, ca:
1) sfera si planul sa nu aiba puncte comune;
2) sfera si planul sa aibad numai un punct comun,;
3) sectiunea sferei cu planul secant sa fie circumferinta;
4) sectiunea sferei si a planului sa fie circumferinta cu cea mai mare
lungime posibila?

21.6.° Diametrul sferei este egal cu 20 cm, iar distanta de la centrul ei
pana la planul o este gala cu 12 cm. Au oare puncte comune sfera
data si planul a?

21.7.° Cate plane, ce sunt tangente la sferd, se pot duce prin punctul:
1) are apartine acestei sfere;
2) care este amplasat in afara sferei?
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21.8.° 1) Care paralela geografici este cea mai mare circumferintd a
globului PAmantesc?

2) Aflati lungimea cercului polar al PAmantului, acceptand raza
Pamantului egala cu 6400 km. Raspunsul rotunjiti-1 pana la mii
de kilometri.

3) Calculati calea, pe care o parcurge intr-o zi localitatea in care traiti
ca urmare a rotatiel Paméantului in jurul axei sale.

21.9.° Raza bilei este egala cu 5 cm. Aflati aria cercului mare a ei.

O=w 21.10.° Demonstrati, ci daci planul o intersecteaz sfera cu centul
O in circumferinta de sectiune cu centrul O,, atunci OO, 1 a.

21.11.° Sfera este sectionata cu un plan, distanta de la care pana la cen-
trul sferei este egald cu 6 cm. Lungimea liniei de intersectie a sferei
cu planul este egala cu 16 cm. Aflati raza sferei.

21.12.° Sectiunea bilei cu raza de 13 cm cu un plan este un cerc, aria
ciruia este egald cu 25m cm”. Aflati distanta de la centrul bilei pana
la planul sectiunii.

21.13." Prin capatul diametrului bilei cu raza R este dus un plan, care
face cu acest diametru unghiul a, o # 90°. Aflati aria sectiunii create
a bilei.

21.14.° Aflati lungimea liniei de intersectie a sferei cu planul, departat
de la centrul sferei cu 2 cm, daca raza sferei, dusi intru-n punct al
acestei linii, creeaza cu planul dat ughiul de 30°.

21.15.° Varfurile unui dreptunghi se afla pe sfera cu raza de 26 cm.
Aflati distanta de la centrul sferei pana la planul dreptunghiului,
daca laturile lui sunt egale cu 12 cm si 16 cm.

21.16.° Pe suprafata sferei sunt notate punctele A, Bsi C astfel, ca AB =
=BC=15 cm, ZABC = 120°. Aflati distanta de la centrul sferei pana
la planul ABC, daca raza sferei este egala cu 17 cm.

21.17.° Varfurile triunghiului cu laturile de 1 c¢m, V3 cm s12 cm se afla
pe sfera. Aflati raza sferei, daca distanta de la centrul ei pana la

planul acestui triunghi este egala cu 43 cm.

21.18." Douad bile razele carora sunt egale cu 7 cm s1 9 cm, au un centru
comun. Planul o este tangent la bila mica. Aflati aria sectiunii bilei
mari cu planul a.

21.19.” Raza sferei este egala cu 40 cm. Punctul A, care apartine planu-
lui, ce este tangent la aceasta sfera, este departat de punctul tangentei
cu 9 cm. Aflati distanta de la punctul A pana la cel mai apropiat de
el punct al sferei.
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21.20.” Prin punctul M al sferei cu raza de 112 c¢cm s-a dus un plan tan-
gent. Pe acest plan este notat punctul K, distanta de la care pana la
cel mai departat punct al sferei este egala cu 225 cm. Aflati distanta
dintre punctele M si K.

21.21.* Sectiunile bilei, planele carora sunt perpendiculare, au o coarda
comuna cu lungimea de 12 cm. Aflati razele bilelor, daca ariile secti-
unilor date sunt egale cu 641 cm” gi 1007w cm °.

21.22.* Sectiunile bilelor, planele carora sunt perpendiculare, au o coar-
da comuna. Distanta de la centrul bilei pana la planul uneia din
sectiuni este egald cu 4 cm, iar pana la planul alteia — 5 cm. Aflati
lungimea coardei comune a acestor sectiuni, daca raza bilelor este

egala cu 542 cm.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

21.23. Aflati lungimea circumferintei, circumscrise trapezului isoscel cu
bazele de 6 ¢cm si 8 cm gi inaltimea 7 cm.

21.24. Inaltimea triunghiului isoscel, dusa la baza lui, este egala cu
32 cm, iar raza circumferintei inscrise — 12 cm. Aflati raza circumfe-
rintei, circumscrise triunghiului.

21.25. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egali cu a, iar
ughiul dintre apotemele a doua fete megiese este egal cu 60°. Aflati
aria suprafetei laterale a piramidei.

INSARCINAREA NR. 5,,CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Calculati aria suprafetei laterale a cilindrului, sectiunea axiala a
caruia este un patrat cu latura de 8 cm.
A) 321 cm?; B) 641 cm?; C) 128t cm? D) 256w cm®.

2. Iniltimea unui cilindru este egald cu 8 cm, raza bazei — 5 cm. La
distanta de 4 cm de la axa cilindrului paralel cu ea este dus un plan.
Aflati aria sectiunii create.

A) 40 cm?; B) 24 cm?; C) 48 cm?; D) 64 cm®.

3. inél‘gimea cilindrului este egala cu 6 cm, iar aria suprafetei laterale
a lui — 247 cm? Cu ce este egald aria bazei cilindrului?
A) 41 cm?; B) 4 cm?; C) 3n cm?; D) 6m cm?.
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138 § 5. Corpuri de rotatie

4. O coarda a bazei de jos a cilindrului este vazuta din centrul acestei baze
sub unghiul a. Segmentul, care uneste centrul bazei de sus cu mijlo-
cul acestei coarde, este inclinat la planul bazei sub unghiul B. Aflati
aria suprafetei laterale a cilindrului, daca raza bazei este egala cu r.

A) 2nr® cos% tgB; C) 2nr? sin% tgB;
B) 2nr® cosatgP; D) 2nr’sinotgp.

5. Unghiul dintre generatoare si planul bazei conului este egal cu 60°,
1ar inaltimea conului este de 943 cm. Cu ce este egala generatoarea
conului?

93

2

6. Raza bazei conului este egala cu 12 cm, iar unghiul de la varful sec-
tiunii axiale — 120°. Aflati inaltimea conului.

A) 6~/3 cm; B) 83 cm; 0) 1243 cm; D) 4+/3 cm.

7. Calculati aria suprafetei laterale a conului, diametrul bazei careia
este egal cu 12 cm, 1ar generatoarea — 17 cm.

A)102n cm*  B)204n cm®  C) 34m cm®; D) 68n cm?.

A) cm;  B)18v3 cm; C) 13,5 cm; D) 18 cm.

8. Aria suprafetei laterale a conului este egald cu 2401 cm* Cu ce este
egala Iindltimea conului, daca raza bazei lui este egala cu 12 cm?
A) 12 cm; B) 16 cm; C) 20 cm; D) 2 cm.

9. Paralel cu axa cilindrului, raza bazei caruia este egala cu 8 cm, s-a
dus un plan, ce intersecteaza baza cilindrului dupa o coarda, care
intinde un arc, masura in grade a caruia este egala cu 120°. Aflati
aria sectiunii, daca diagonala ei este egala cu 16 cm.

A) 64 cm?; B) 643 cm? C) 16 cm? D) 16+/3 cm?
10. In baza conului s-a dus o coarda, care este vazuta din centrul bazei

sub unghiul a, iar din varful conului — sub unghiul p. Aflati aria su-
prafetei laterale a conului, daca raza bazei lui este egala cu r.

2 a
o B nr COSE
A) nr? cos—sin—; C) —=;
2 2 .
sin—
2 . O
o B r sin—
B) nr?sin—sin=; D)
2 2 . B
Sin—
2
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insarcinarea nr. 5 ,controleaza-te” in forma test 139

11. Cateta triunghiului dreptunghic este egala cu 6 cm, iar ughiul alatu-
rat el este egal cu 30°. Aflati aria suprafetei laterale a conului, creat
in rezultatul rotatiei acestui triunghi in jurul catetei date.

A) 24743 cm? B) 12743 cm? C) 2471 cm?; D) 121 cm”.

12. In bila cu centrul O, reprezentata in desen, s-a aplicat sectiunea cu
centrul O, la distanta de 12 cm de la centrul bilei. Aflati raza bilei,
daca raza sectiunii este egala cu 9 cm.

A) 10 cm; C) 15 cm;
B) 12 cm; D) 21 cm.

13. Prin capatul razei bilei s-a dus o sectiune,
care creeaza cu aceasta raza unghiul de 45°.
Aflati raza bilei, daca aria sectiunii bilei este
egala cu 36m cm”.

A)6v2 cm; C)12V2 cm;
B) 6 cm; D) 12 cm.

14. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egala cu e, iar unul din
unghiurile ascutite este egal cu a. Aflati aria suprafetei laterale a
conului, creat in rezultatul rotatiei acestui triunghi in jurul catetei,
opuse unghiului dat.

2

nc’ ne

A —/—; B) nc® sin o C)nc’cosa; D) .
sino coso.

15. Prin doua generatoare ale conului, unghiul dintre care este egal cu
45 ° s-a dus o sectiune. Aflati aria acestei sectiuni, daca inaltimea
conului este egala cu h si creeaza cu generatoarea lui un unghi de 30°.

n*\6 n*\2 2n*2 n*2

; B) ; 0 ; D) .

6 6 3 3

16. Planul a este tangent la bila cu centrul O in punctul A. Punctul B
apartine planului o si este departat de la centrul bileicu 10 cm. Aflati

segmentul AB, daca raza bilei este egala cu 6 cm.
A) 8 cm; B) 6 cm; C) 24/34 cm; D)2 cm.
17. Diagonala desfaguratei suprafetei laterale a cilindrului este egala

A)

cu 4n /5 cm, iar raza bazei cilindrului — 2 cm. Aflati inaltimea cilin-
drului.
A) 91 cm; B) 87 cm; C) 9 cm; D) 8 cm.

18. Aria suprafetei laterale a unui cilindru este egali cu 28 cm? Cu ce
este egala aria suprafetei laterale a altui cilindru, daca razele bazelor
ale acestor cilindre sunt egale, iar inaltimea celui de-al doilea cilindru
este de 3 ori mai mica decat inaltimea primului cilindru?

A)14 cm?% B)7cm? C)56 cm? D) Nu se poate stabili.
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Y

Aria suprafetei laterale a cilindrului

Ca arie S, a suprafetei laterale a cilindrului este considerata aria
desfaguratei suprafetei laterale a lui.

S,=2nrh, unde S, este aria suprafetei laterale a cilindrului, r — raza
bazei cilindrului, A — lungimea inaltimii cilindrului.

Aria suprafetei totale a cilindrului

S,=8,+2S,_,, unde S, — aria suprafetei totale a cilindrului, S, . —
aria bazei cilindrului.
S, =2nrh + 2nr’

Aria suprafetei laterale a conului

Ca arie S, a suprafetei laterale a conului este considerata aria des-
fasuratei suprafetei laterale a lui.

S, =nrl, unde r — este raza bazei, [/—lungimea generatoarei conului.

Aria suprafetei totale a conului

S, =8,+ 8, ., unde S, —aria suprafetei totale a conului, S, . —aria
bazei conului.
S, =nrl +nr?

Amplasarea reciproca a sferei si planului

Daca distanta de la centrul sferei pana la plan este mai mica decat
raza sferei, atunci sectiunea sferei cu planul secant este o circumfe-
rinta.

Planul, care are cu sfera un singur punct comun, se numeste plan
tangent la sferd. Acest punct comun se numeste punct de tangenta.
In acest caz distanta de la centrul sferei pana la acest plan este ega-
1a cu raza sferei.

Planul tangent la sfera este perpendicular pe raza, dusa in punctul
de tangenta.
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VOLUMELE

CORPURILOR.

ARIA SFEREI N
n acest capitol mai detailat o s& faceti cunostinta cu notiunea de volum deja

cunoscuta, o sa studiati formule noi pentru calcularea volumelor poliedrelor
si corpurilor de rotatie. O sa va invatati sa gasiti suprafata sferei.

22. Volumul corpului. Formulele pentru calculul
volumului prismei si a piramidei

Cu o astfel de marime, ca volumul, va ciocniti adesea in viata cotidi-
ana: volumul unui pachet de suc, volumul unui borcan de sticla, indicii
consumului a apei sau combustibilului pe contoare (fig. 22.1). Cu noti-
unea de volum ati facut cunostinta in cursul de matematica clasa a 5-a.
Totodata aceastd notiune de multe ori ati folosit-o, de exemplu, la lecti-
ile de fizica si chimie.

GaboosR)

o

1K

(3

_

{

Fig. 22.1

Studiind planimetria, voi frecvent v-ati intalnit cu o astfel de marime,
ca aria figurii. Volumul corpului in stereometrie este analogul ariei fi-
gurii in planimetrie. De observat aceasta analogie nu este complicat,
daca comparam definitia ariei poligonului, studiata de voi in clasa a 8-a,
cu o astfel de definitie.

Definitie. Volumul corpului se numeste marimea pozi-
tiva, care poseda astfel de proprietati:

1) corpurile egale au volume egale;

2) daca corpul e compus din cateva alte corpuri, atunci vo-
lumul lui este egal cu suma volumelor acestor corpuri;

3) ca unitate de masura a volumului corpului, se va alege
cubul unitate, adica cubul cu muchia, care este egala cu
unitatea de masura a lungimii.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



142 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

Studierea volumelor corpurilor o vom incepe de la poliedre.

De masurat volumul poliedrului aceasta inseamna de comparat vo-
lumul lui cu volumul cubului unitate. Ca rezultat vom obtine o valoare
numerica a volumului poliedrului dat. Acest numar indica, de cate ori
volumul poliedrului dat se deosebeste de volumul cubului unitate.

Vom arata, cum, bazandu-ne pe definitie, de aflat volumul, de exem-
plu, a paralelipipedului dreptunghiular cu muchiile 1 cm, 1 ¢cm s1 3 cm
(fig. 22.2).

Astfel de paralelipiped se poate imparti in trei cuburi cu muchia de
1 cm. Din proprietatea a 2-a a volumului reiese, ca volumul paralelipi-
pedului dat este egal cu trei volume ale cubului cu muchia de 1 cm
(prescurtat se scrie 3 cm®).

lecm 1cm 1cm

c=h

PUEE TR -—--

AR T

g T R .- reo=d--

N
A Y
\
N
A Y
\
N
Y
Ay
%
1 cm

A Y
\
\
0]
>

Fig. 22.2 Fig. 22.3

in timpul calcularii volumelor corpurilor este comod de aplicat for-
mulele care ofera posibilitatea aflarii volumului corpului conform unor
anumite elemente ale lui.

In particular, dacd mdsurdtorile paralelipipedului dreptunghiular
sunt egale cu a, b si ¢, atunci volumul lui V se poate calcula dupd for-
mula

V=abc

Atragem atentia, cd produsul ab este egal cu aria S a bazei parale-
lipipedului dreptunghiular, iar muchia ¢ este indltimea lui (fig. 22.3).
Atunci formula volumului paralelipipedului dreptunghiular se poate
scrie astfel:

V=Sh

Aceasta formula se foloseste si pentru calcularea volumului prismei.

Teorema 22.1. Volumul V al prismei cu indltimea, ce este
egalad cu h, si baza, aria cdreia este egalad cu S, se poate calcula
dupd formula

V=Sh
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22. Volumul corpului. Formulele pentru calculul volumului prismei si a piramidei143

Aflarea volumelor corpurilor este o problema complicata. Nu in zadar
formula calcularii volumului piramidei, gasita de savantii Greciei Anti-
ce, se considera una din cele mai mari realizari ale stiintei antice.

Teorema 22.2. Volumul V al piramidei, cu indltimea, ce este

egald cu h, si baza, aria careia este egald cu S, se poate calcul
dupa formula

v=3ysn
3

Problema. Baza piramidei patrulatere MABCD este dreptunghiul
ABCD. Fata laterala AMB este perpendiculara la planul bazei. Aflati
volumul piramidei, dacda AB=10 cm, BC=12 cm, MA=MB =13 cm.

Rezolvare: Ducem inaltimea MK a triunghiului AMB (fig. 22.4).
Deoarece AMB 1 ABC, atunci MK 1 ABC. Deci, segmentul MK — este
indltimea piramidei date.

Deoarece MA = MB, atunci segmentul MK este mediana triunghiu-
lui AMB. De aici AK=KB =5 cm.

Din triunghiul dreptunghic MKA obtinem:

MK =132 -5% =12 (cm).

Aria dreptunghiului ABCD este egali cu 120 cm®. Acum putem afla
volumul V al piramidei:

V- %SABCD MK = % 112012 = 480 (cm®).
Rdaspuns: 480 cm®. <

'I) T
¢ 1. Ce se numeste volumul corpului?

2. Ce inseamna a masura volumul poliedrului?

3. Dupa ce formule se calculeaza volumul paralelipipedului dreptunghiular?

4. Dupa ce formula se calculeaza volumul prismei?

5. Dupa ce formula se calculeaza volumul piramidei?

v

H4/EXERCI]’II [

22.1.° Cu ce este egal volumul prismei, aria bazei careia este egald cu
12 cm?, iar inaltimea — 5 cm?
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144 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

22.2.° Aflati volumul cubului, diagonala ciruia este egala cu 243 cm.

22.3.° Cum se va modifica volumul cubului, daca fiecare din muchiile
lui de le marit de 3-i ori?

22.4.° Aflati volumul prismei triunghiulare regulate, fiecare muchie a
carela este egala cu a.

22.5.° Aflati volumul prismei hexagonale regulate, fiecare muchie a
careia este egala cu a.

22.6.° Aflati volumul prismei patrulatere regulate, latura bazei cireia
este egala cu a, iar unghiul dintre diagonala prismei si planul bazei
este egal cu a.

22.7.° Inaltimea prismei triunghiulare regulate este egald cu A, iar
diagonala fetei laterale creeaza cu planul bazei unghiul a. Aflati
volumul prismei.

22.8.° Muchiile paralelipipedului dreptunghiular sunt proportionale
cu numerele 2, 3 g1 6, iar diagonala lui este egala cu 14 cm. Aflati
volumul paralelipipedului.

22.9.° Dimensiunile paralelipipedului dreptunghiular sunt egale cu
4 cm, 6 cm si 9 cm. Aflati muchia cubului, al carui volum este egal
cu volumul paralelipipedului dat.

22.10.° Sectiunea terasamentului caii ferate are forma unui trapez, baza
de jos a caruia este egald cu 15 m, baza de sus — 8 m, iar inaltimea —
3,2 m. Cati metri cubi de paméant vor fi necesari, pentru a construi 1
km, de terasament.

22.11.° Hala, in care vor lucra a lucratori, are forma unui paralelipiped
dreptunghiular. Pentru ca incaperea halei sa corespunda normelor
sanitare, pentru fiecare lucritor al halei trebuie si revind b m® de aer.
Care trebuie sa fie in acest caz inaltimea h a halei, daca aria podelii
ei alcatuieste S m*?
22.12.° Gasiti capacitatea unei magazii cu acoperisul in doud ape
(fig. 22.5), daca lungimea magaziei este egala cu 12 m, latimea — 8
m, indltimea peretilor — 3,5 m, iar inaltimea crestei acoperigului — 6
m (grosimea peretilor se neglijeaza).
22.13.° Aflati volumul piramidei:
1) baza careia este un patrat cu latura de 2 cm, iar inaltimea pira-
midei este egala cu 2 cm;
2) baza careia este un romb cu diagonalele 2 cm g1 3 cm, iar inaltimea
piramidei este egala cu 10 cm;
3) baza careia este un triunghi cu laturile de 6 cm s1 9 ¢cm si cu un-
ghiul dintre ele de 30°, iar inaltimea piramidei este egala cu 12 cm.
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22. Volumul corpului. Formulele pentru calculul volumului prismei si a piramidei145

Fig. 22.5 Fig. 22.6

22.14.° Aflati indltimea piramidei, volumul careia este egal cu 20 cm?,
iar aria bazei — 15 cm®.

22.15.° Baza piramidei este un dreptunghi, laturile ciruia se raporta ca
2 : 3, inaltimea piramidei este egala cu 5 cm, iar volumul — 90 cm®.
Aflati perimetrul bazei piramidei

22.16.° Cum se va modifica volumul piramidei, daci fiecare latura a
bazei ei se va mari de 3 ori, iar indltimea — de 4 ori?

22.17.° Latura bazei a unei piramide hexagonale regulate este egald cu
5 cm, iar muchia laterald — 13 cm. Aflati volumul piramidei

22.18.° Latura bazei a unei piramide patrulatere regulate este egala cu
4 cm, iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu
60°. Aflati volumul piramidei.

22.19.° Un cub de lemn, muchia ciruia este egala cu 12 cm, s-a taiat in
doua parti: o piramida triunghiulara si un heptaedru (fig. 22.6). Aflati
volumul heptaedrului, daca planul taieturii trece prin mijlocul a trei
muchii ale cubului, care au un varf comun.

22.20.° Latura bazei, unei piramide triunghiulare regulate este egala
cu 6 cm, iar muchia laterala creeaza cu planul bazei un unghi de 45°.
Aflati volumul piramidei.

22.21." Baza unei prisme drepte este un romb cu latura de 8 cm, si
unghiul de 60°. Diagonala mici a prismei este egala cu 17 cm. Aflati
volumul prismei.

22.22.° Diagonala unui paralelipiped dreptunghic este egala cu 12 cm
s1 creeaza cu planul bazei un unghi de 30°. Unghiul dintre diagonala
bazei si una din laturile ei este egal cu 60°. Aflati volumul paraleli-
pipedului.

22.23.° Baza unei prisme drepte este un trapez isoscel cu bazele 3 cm
s1 11 cm g1 diagonala 10 cm. Diagonala prismei este egala cu 26 cm.
Aflati volumul prismei.
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146 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

22.24." Baza unei prisme oblice este un paralelogram cu laturile de 3 cm
s1 8 ¢cm siunghiul de 30°. Muchia laterala a prismei este egala cu 12 cm
s1 creeaza cu planul bazei 45°. Aflati volumul prismei.

22.25." Baza unei prisme oblice este un triunghi cu laturile de 43 cm
s1 5 cm g1 unghiul dintre ele de 120°. Muchia laterala a prismei este
egala cu 20 cm i creeaza cu inaltimea prismei unghi de 60°. Aflati
volumul prismei. N B

22.26." Volumul unei prisme drepte ABCA B C,, ! V !
prezentata in figura 22.7, este egal cu V. Punc-
tul D este mijlocul muchiei AA . Aflati volumul
piramidei DABC.

22.27.° Aflati volumul piramidei patrulatere regu-
late, muchia careia este egala cu b g1 creeaza cu
inaltimea piramidei unghiul a.

22.28.° Aflati volumul tetraedrului regulat muchia Fig. 22.7
caruia este egala cu a.

C

22.29.° Aflati volumul piramidei triunghiulare regulate, muchia laterala
a careia este egala cu b si creeaza cu planul bazei unghiul a.

22.30.” Diagonala unei prisme patrulatere regulate este egala cu d si
creeaza cu planul bazei unghiul a. Aflati volumul prismei.

22.31.” Diagonala unui paralelipiped dreptunghic este egala cu d si cre-
eaza cu planul bazei unghiul a, iar cu planul fetei laterale — unghiul
B. Aflati volumul paralelipipedului.

22.32." Aflati volumul unei prisme hexagonale regulate ABCDEFA,
B,C DEF, daca diagonalele ei A D si A E sunt egale cu 13 cm si
12 ¢cm corespunzator.

22.33." Baza unei prisme drepte ABCDA,B,C D, este rombul ABCD. Se

cunoaste, ca Z/BAD = a, AC=d. Prin dreapta BD si punctul C, s-a dus
un plan, care creeaza cu planul bazei unghiul B. Aflati volumul prismei.

22.34.” Baza unei prisme drepte ABCA B, C| este triunghiul ABC. Se
cunoaste, cd ZACB =90°, ZABC =3, AB = c. Planul A BC creeaza cu
planul bazei unghiul a. Aflati volumul prismei.

22.35." Baza unei prisme oblice ABCA, B, C, este triunghiul echilateral
ABC cu latura a. Varful prismei A este egal departat de la varfurile
triunghiului ABC, iar unghiul dintre muchia AA, si planul bazei este
egal cu a. Aflati volumul prismei.
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22. Volumul corpului. Formulele pentru calculul volumului prismei si a piramidei147

22.36." Baza prismei oblice ABCDA B ,C D, este patratul ABCD cu

. . . . . 3 .
latura a, muchia laterala a prismei este egala cu aT. Varful A, al

prismei este egal departat de la laturile patratului ABCD. Aflati vo-
lumul prismei.

22.37." Baza unei piramide este triunghiul cu laturile 3410 cm,

3V10 cm si 6 cm. Fiecare muchie laterala a piramidei este egala cu
13 cm. Aflati volumul piramidei.

22.38.” Baza unei piramide este dreptunghiul cu laturile 24 cm si 18 cm,
iar fiecare muchie laterald a ei este egala cu 25 cm. Aflati volumul
piramidei.

22.39.” Baza unei piramide este triunghiul dreptunghic cu cateta a si
unghiul alaturat ei egal cu a. Fiecare muchie laterala a piramidei
este inclinata la planul bazei sub unghiul egal cu B. Aflati volumul
piramidei.

22.40.” Baza unei piramide este triunghiul isoscel, latura laterala a
caruia este egala cu b. Unghiul dintre laturile laterale ale bazei pi-
ramidei este egal cu . Fiecare muchie laterala a piramidei creeaza
cu planul bazei ei unghiul a. Aflati volumul piramidei.

22.41.” Baza unei piramide este rombul cu latura a si unghiul a. Un-
ghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazelor sunt egale cu B.
Aflati volumul piramidei.

22.42.” Baza unei piramide este trapezul, laturile paralele ale caruia
sunt egale cu 4 cm s1 10 cm. Unghiurile diedre ale piramidei de la
muchiile bazei sunt egale cu 45°, iar indltimea piramidei este egala
cu 245 cm. Aflati volumul piramidei.

22.43.” Baza unei piramide este triunghiul cu laturile 6 cm, 25 cm si
29 cm. Unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale
cu 60°. Aflati volumul piramidei.

22.44.” Baza unei piramide este un triunghi regulat cu latura a. Doua
fete laterale ale piramidei sunt perpendiculare pe baza, iar a treia este
inclinata la ea sub unghiul de 60°. Aflati volumul piramidei.

22.45.” Baza unei piramide este un triunghi regulat cu latura a. Una
din fetele laterale ale piramidei este perpendiculara pe baza, iar altele
doua sunt inclinate la ea sub unghiul de 45°. Aflati volumul piramidei.

22.46.” Baza piramidei MABCD este patratul ABCD. Muchia laterala
AMB este perpendiculara la planul bazei, MA = MB, distanta de la
punctul M pana la dreapta CD este egala cu 10 cm. Aflati volumul
piramidei, daca inaltimea ei este egala cu 8 cm.
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MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS
22.47. inél‘pimile paralelogramului sunt egale cu 8 cm s1 12 cm, iar
unghiul dintre ele — 60°. Aflati aria paralelogramului.

22.48. Diagonala mare a trapezului dreptunghic imparte indltimea,
dusa din varful unghiului obtuz, in segmentele cu lungimile de 9 cm
s115 cm, iar latura laterald mare a trapezului este egala cu baza mica
a lui. Aflati aria trapezului.

22.49. Sunt dati vectorii m(3;-2; p) si E(—Q; 6; -12).
1) Pentru care valoare a lui p vectorii m si n sunt coliniari?

2) Pentru care valoare a lui p vectorul m va fi perpendicular la
axa z?

23. Volumele corpurilor de rotatie. Aria sferei

In figura 23.1 sunt reprezentate prismele regulate cu 6, 12 si 24 fete,
aria bazei fiecareia din ele este egala cu S, iar inaltimea — h. Atunci
volumul fiecarei din aceste prisme este egal cu Sh.

r-----
]

]

)

]

S -

Fig. 23.1

Atragem atentia, cu cat este mai mare numarul de laturi al bazei
prismei, cu atat aceasta prismi este mai asemanatoare cu cilindrul.
Aceste rationamente ne insufla, ca are loc agsa o teorema.

Teorema 23.1. Volumul cilindrului V cu aria bazei S si indl-
timea h se poate calcula dupd formula

V=Sh
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23. Volumele corpurilor de rotatie. Aria sferei 149

Daca raza bazei cilindrului este egala cu r, atunci formula data se
poate scrie in aspectul

V=nr’h

Fig. 23.2

In figura 23.2 sunt prezentate piramidele regulate cu 6, 12 si 24 fete,
aria bazei fiecareia din ele fiind egala cu S, iar indltimea — h. Atunci

. . . . . 1
volumul fiecareia din aceste piramide este egal cu —Sh.

Atragem atentia, cu cat este mai mare numarul de laturi al bazei
piramidei, cu atat aceasta piramida este mai asemanatoare cu conul.
Aceste rationamente ne insufld, ca are loc asa o teorema.

v

Teorema 23.2. Volumul conului V cu aria bazei S si indlti-
mea h se poate calcula dupd formula

V=1Sh
3

Daca raza bazei conului este egala cu r, atunci formula data se poa-
te scrie in aspectul

1
V = —nr’h
3

Spre deosebire de cilindru si con, sfera nu se poate ,,aproxima” prin
poliedre regulate, de aceea volumul sferei se determina prin altd moda-
litate. Formulele pentru calculul volumului sferei si a ariei sferei pentru
prima data au fost obtinute de genialul matematician al Greciei Antice
Arhimede.

Teorema 23.3. Volumul V al bilei cu raza R se poate calcula
dupa formula

V= é71R3,
3

iar aria S a sferei cu raza R se poate calcula conform formulei

S = 4nR?
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Problema. Aflati volumul conului, generatoarea caruia este
egala cu [ si este inclinata la planul bazei sub unghiul ¢.

Rezolvare: In figura 23.3 este reprezentat conul,

K generatoarea caruia KL este egala cu [ si face cu planul
bazei unghiul ¢. Fie O, centrul bazei conului. Din tri-
unghiul dreptunghic KLO aflam raza bazei r si inalti-
mea h. Avem:

r=1cos @,
h=1sin @.
. 1 .
Folosind formula V = gﬂ:rzh, aflam volumul conu-
L
lui:
Fig. 23.3
1 3 2 .
V= gnl cos” @sing@.
9 1 3 2 .
Rdaspuns: gﬂ:l cos” @sin@. <
p -
o . y " .
1. Dupa care formule se calculeaza volumul cilindrului?
2. Dupa care formule se calculeaza volumul conului?
3. Dupa care formula se calculeaza volumul sferei?
4. Dupa care formula se calculeaza aria sferei?
A
L EXERCITII I

23.1.° Aflati volumul cilindrului, raza bazei caruia este egald cu 4 cm,
iar inaltimea — 5 cm.

23.2.° Aflati indltimea cilindrului, volumul ciruia este egal cu 987 cm?,
lar raza bazei — 7 cm.

23.3.° Aflati raza bazei cilindrului, volumul ciruia este egal cu 2521 cm?,
iar inaltimea — 7 cm.
23.4.° Aflati volumul corpului, obtinut in rezultatul rotirii dreptunghiu-

lui cu laturile a s1 b in jurul dreptei, care contine latura lui, ce este
egala cu b.

23.5.° inélt:imea cilindrului este egala cu H, iar sectiunea axiala a ci-
lindrului este un patrat. Aflati volumul cilindrului.

23.6.° Diagonala sectiunii axiale a cilindrului este egald cu 20 cm si
creeaza cu planul bazei un unghi de 30°. Aflati volumul cilindrului.
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23.7.° Intr-un vas cilindric, umplut cu apa, au scufundat o piesa metali-
ca. Totodata s-a dovedit, ca piesa este acoperita in intregime de apa.
Nivelul apei in vas s-a ridicat cu 14 cm, fara sa ajunga la marginea
de sus a vasului. Aflati volumul piesei, daca diametrul interior al
vasului este egal cu 20 cm.

23.8.° Aflati volumul conului, raza bazei ciruia este egald cu 6 cm, iar
inaltimea — 5 cm.

23.9.° Aflati indltimea conului, volumul ciruia este egal cu 247 cm?, iar
raza bazei — 3 cm.

23.10.° Volumul conului este egal cu 50 cm?®, iar inaltimea — 6 cm. Aflati
raza bazei conului.

23.11.° O movila de pietris are forma unui con, raza bazei ciruia este
2,1 m, iar generatoarea — 3,5 m. Cate tone alcatuieste masa pietrisu-
lui, adunatd in aceastd movila, dacd masa 1 m® de pietris este egala
cu 3 t? Rotunjiti raspunsul pana la unitati.

23.12.° Sectiunea axiald a conului este triunghi echilateral, iar raza
bazei conului este egala cu R. Aflati volumul conului.

23.13.° Aflati volumul conului, indltimea caruia este egala cu 4 cm, iar
unghiul dintre generatoare si planului bazei este egal cu 30°.

23.14.° Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egala cu 10 cm, unul
din unghiuri — 60°. Aflati volumul corpului, obtinut in rezultatul ro-
tirii triunghiului dat in jurul dreptei, care contine cateta, alaturata
unghiului dat.

23.15.° Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egalé cu 13 c¢m, iar una
din catete — 5 cm. Aflati volumul corpului, obtinut in rezultatul rotirii
triunghiului dat in jurul dreptei, care contine cateta data.

23.16.° Aflati volumul bilei, raza cireia este egald cu 3 cm.

O—w 23.17.° Demonstrati, ci volumele a doua bile se raporta ca cuburile
razelor lor.

23.18.° De cate ori este necesar de marit raza bilei, ca volumul el sa se
mareasca de 5 ori?

23.19.° Volumele a doua bile se raporta ca 8 : 25, Gasiti raportul razelor
lor.

23.20.° Raza sferei este egala cu 5 cm. Cu ce este egali aria ei?
23.21.° Aflati raza sferei, aria cireia este egald cu 256 cm®.

23.22.° Raza unei bile au marit-o de 7 ori. Cum s-a modificat aria su-
prafetei ei?
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152 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

23.23.° Cum trebuie de schimbat raza bilei, ca aria suprafetei ei sa se
micsoreze de 3 ori?

23.24.° Volumele a doua bile se raporta ca 27 : 125. Cum se raporta
ariile suprafetelor lor?

23.25.° Un fir de aluminiu cu diametrul de 10 mm are masa de 16,3 kg.
Greutatea specificd a aluminiului este egala cu 2600 kg/m®. Care este
lungimea firului? Raspunsul rotunjiti-1 pana la unitati.

23.26.° O teava de plumb, grosimea peretelui careia este egala cu 4 mm,
are diametrul interior 32 mm. Greutatea specifica a plumbului este
egala cu 11 400 kg/m®. Cate kilograme alcituieste masa tevii, daca
lungimea ei este egala cu 15 m? Raspunsul rotunjiti-1 pana la unitati.

28.27. In baza de jos a cilindrului este dusa o coard4, care subintinde
un arc, masura in grade a caruia este egala cu a, 0< a < 180°. Seg-
mentul, ce uneste centrul bazei de sus cu mijlocul acestei coarde, face
cu planul bazei unghiul B. Aflati volumul cilindrului, daca inaltimea
lui este egala cu m.

23.28.° In baza de jos a cilindrului este dusa o coarda, care se vede
din centrul acestei baze sub unghiul de 90°, iar din centrul bazei de
sus — sub unghiul de 60°. Aflati volumul cilindrului, daci raza bazei
lui este egala cu R.

23.29." Unghiul de la varf al sectiunii axiale a conului este egal cu o, 1ar
distanta de la centrul bazei conului pana la generatoare este egala cu
m. Aflati volumul conului.

23.30." In baza conului o coardi cu lungimea a subintinde un arc, ma-
sura in grade a caruia este egala cu a, 0 < o < 180°. Unghiul dintre
generatoarea conului si planul bazei lui este egal cu B. Aflati volumul
conului.

23.31.° Coarda bazei conului subintinde un arc, masura in grade a ca-
ruia este egala cu 60°. Segmentul, ce uneste varful conului cu mijlocul
coardei date, face cu planul bazei conului unghi de 60°. Inaltimea

conului este egala cu V3 em. Aflati volumul conului.

23.32.° Din vasul ce are forma unui con
cu inaltimea de 8 cm si diametrul bazei
12 cm, umplut cu apa pana la margini,
au turnat apa intr-un vas ce are forma
cilindrului (fig. 23.4). Diametrul bazei
cilindrului este egal cu 8 cm. Care tre-
buie sa fie cea mai mica inaltime a vasu- -1
lui cilindric, ca apa din el sa nu se verse? Fig. 23.4
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23. Volumele corpurilor de rotatie. Aria sferei 153

23.33." Stogul de fan are forma de cilindru cu varful conic. Raza bazei
lui este egala cu 2,5 m, inaltimea stogului intreg — 4 m, iar inaltimea
partii cilindrice a lui — 2,2 m. Densitatea fanului este egald cu 30 kg/m®.
Cate tone va alcatui masa stogului? Raspunsul rotunjiti-1 pana la
zecimi.

23.34.° Bila metalica, cu raza de 15 cm au topit-o si din metalul topit au
format cateva bile, razele carora sunt egale cu 3 cm. Cate astfel de
bile s-au turnat? Pierderile de metal in timpul topirii de le neglijat.

23.35." Trei bile de metal, razele carora sunt egalecu 3 cm, 4 cmsi5 cm,
le-au topit si din metalul obtinut au turnat o bila. Care va fi raza bilei
obtinute. Pierderile metalului in timpul retopirii se vor neglija.

23.36.° Aria cercului mare a bilei este egala cu S. Aflati aria suprafetei
bilei date.

23.37." Un plan, departat de la centrul sferei cu 7 cm, intersecteaza sfera
dupa o linie, lungimea careia este egala cu 6n cm. Aflati aria sferei.

23.38.° Aria sectiunii bilei cu planul, departat de la centrul ei cu 4 cm,
este egald cu 241 cm”. Aflati aria suprafetei sferei.

23.39.° Cati metri de panza cu latimea de 1 m vor trebui pentru confec-
tionarea unui montgolfier, raza ciruia, este egald cu 2 m, daca pentru
conexiunea detaliilor sferei si a ramasitelor se cheltuie 10% de panza?
Raspunsul rotunjiti-1 pana la zecimi.

23.40." In care caz se cheltuie mai multi materie prima: pentru niche-
larea unei bile cu diametrul de 6 cm sau pentru nichelarea a 8 bile
cu diametrul de 1 c¢m fiecare?

23.41.” Paralel cu axa cilindrului s-a dus o sectiune, distanta de la pla-
nul careia pana la axa cilindrului este egala cu 12 cm. Diagonala
sectiunii este egala cu 1045 cm, iar raza bazei cilindrului — 13 cm.
Aflati volumul cilindrului.

23.42.” Planul, paralel cu axa bazei cilindrului, reteaza de la circumferin-
ta bazei un arc, masura in grade a ciruia este egald cu a, 0° < o < 80°.
Diagonala sectiunii obtinute creeaza cu axa cilindrului unghiul B si
este departata de la ea la distanta d. Aflati volumul cilindrului.

23.43.” Aflati volumul corpului, obtinut in rezultatul rotirii triunghiului
cu laturile 10 ¢cm, 17 ¢cm g1 21 cm in jurul dreptei, care contine latura
mai mare a lui.

23.44." Trapezul isoscel cu bazele 1 cm s1 25 cm il rotesc in jurul drep-
tei, ce contine baza mai mare a lui. Aflati volumul corpului obtinut,
daca se cunoaste, ca in trapezul dat se poate inscrie o circumferinta.
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154 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

23.45." Aflati volumul corpului, obtinut in rezultatul rotirii triunghiului
dreptunghic in jurul dreptei ce contine ipotenuza acestui triunghi,
daca se gtie cateta lui a si unghiul B alaturat acestei catete.

23.46.” Ariile a doua sectiuni paralele ale sferei, amplasate de aceeasi
parte de centrul ei, sunt egale cu 400n cm? gi 497 cm* Aflati aria su-
prafetelor bilelor, daca distanta dintre planele sectiunilor este egala
cu 9 cm.

23.47.” Ariile a doua sectiuni paralele ale sferei, amplasate pe ambele
parti fata de centrul ei, sunt egale cu 9n cm® si 251 cm* Aflati aria
suprafetelor sferelor, daca distanta dintre planele sectiunilor este
egald cu 8 cm.

MXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

23.48. Intr-o circumferinta este inscris patrulaterul ABCD. Unghiul A
este de 3 ori mai mare decat unghiul C, iar unghiul B de 5 ori mai
mic decat unghiul A. Aflati unghiul D.

23.49. In triunghiul isoscel MKE (MK = KE) bisectoarea unghiului £
intersecteaza latura MK in punctul C. Aflati unghiurile triunghiului
MKE, daca Z/KCE = 126°.

23.50. Modulul vectorului a (2 m +1; m + 5) este egal cu 24/3. este oare

vectorul @ coliniar cu vectorul 5(—1; m+4;m+2)?
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INSARCINAREA NR. 6 ,CONTROLEAZA-TE” IN FORMA TEST

1. Muchia cubului au micgorat-o de 3 ori. De cate ori s-a micgorat vo-
lumul lui?
A) de 3 ori; B) de 6 ori; C) de 9 ori; D) de 27 ori.

2. Diagonala fetei cubului este egala cu a. Cu ce este egal volumul cu-
bului?

3 3 3 3

A) % B) \/5; C) & D) < \/5.

8 4 9 9

3. Calculati volumul prismei triunghiulare regulate, latura bazei careia
este egala cu 20 cm, iar indltimea — 9 cm.
A) 30043 cm® B)300cm®;  C)900cm® D) 900+/3 cm®.

4. Calculati volumul prismei, baza careia este un paralelogram cu latu-
rile 6 cm si 4 cm si unghiul 45°, iar indltimea prismei este egala cu
742 cm.

A) 168 cm?; B) 84 cm?; C) 56 cm®; D) 70 cm®.

5. Baza unei prisme drepte este un triunghi dreptunghic cu ipotenuza c
si unghiul de 30°. Diagonala fetei laterale care contine cateta, opusa
unghiului dat, este inclinata la planul bazei sub unghiul de 60°. Gasiti

volumul prismei.
8 3¢? \/g . 3¢? \/g

3c? 3¢
A)16’ B)s’ ) 16 D) 8

6. Calculati volumul piramidei, baza careia este un romb cu diagonalele
10 cm g1 18 cm, 1ar inaltimea piramidei constituie 20 cm.

A) 1800 cm®  B) 600 cm?; C) 1200 cm®;, D) 300 cm®.

7. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egala cu a, iar sec-
tiunea diagonald a ei este un triunghi echilateral. Gasiti volumul
piramidei.

3 3 3 3
N B) \/5; ) ¢ \/g; D) ~.
3 3 6 6

8. Baza piramidei este un dreptunghi cu laturile ce sunt egale cu 6 cm
s1 8 cm. Fiecare muchie laterala a piramidei creeaza cu planul bazei
ughiul de 60°. Gasiti volumul piramidei
A) 240+/3 cm® B) 160 cm®; C) 80 cm?; D) 80+/3 cm®.

9. Baza piramidei este triunghiul cu laturile 39 cm, 39 cm si 30 cm.
Unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale cu
45°. Gasiti volumul piramidei.

A) 900 cm?; B) 600 cm?; C) 1800 cm® D) 1200 cm?®.
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10. Calculati volumul cilindrului, sectiunea axila a caruia este patratul
cu latura de 8 cm.
A) 641 cm?; B) 967 cm?; C) 128t cm?® D) 512n cm®.

11. Cu ce este egala raza bazei cilindrului, volumul caruia alcatuieste
36m cm?, iar indltimea este egald cu 4 cm?

A) 9 cm; B) 3 cm; C) 6 cm; D) 23 cm.

12. inéltimea conului este egald cu 9 cm, iar volumul lui — 61 cm®. Cu
ce este egala aria bazei conului?

A) 2 cm?; B) 21 cm?; C) 3n cm?; D) 6 cm?.

13. Razele conului si a cilindrului sunt egale, indltimea cilindrului este
egala cu 8 cm, iar indltimea conului—6 cm. Aflati raportul volumului
cilindrului la volumul conului.

A)4:3; B)1:1; C)4:1; D)3:1.

14. Aria totala a suprafetei conului este egald cu 200n cm?, iar genera-
toarea lui — 17 cm. Aflati volumul conului.

A)960m cm®  B)320mcm®; C)480mcm® D) 120m cm®.

15. In baza conului este dusi o coardi cu lungimea de 12 cm, care se
vede din centrul bazei sub unghiul de 120°. Aflati volumul conului,
daca generatoarea lui este egala cu 8 cm.

647v/3 .

A) 6474/3 cm®,  B) m?; C)192ncm® D) 64mcm®.

3
16. Calculati volumul sferei cu raza de 3 cm.
A) 36m cm?; B) 91 cm?; C) 108t cm® D) 54m cm®.

17. Gasiti rapoartele ariilor a doua sfere, razele carora sunt egale cu
5 cm si 10 cm.

A)1:5; B)1:2; C)1:58; D)1:4.
18. Cu ce este egala raza sferei, aria cireia este de 100w cm??
A) 100 cm; B) 50 cm; C) 5 cm; D) 20 cm.
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Volumul corpului

Volumul corpului se numeste marimea pozitiva, care poseda astfel

de proprietati:

1) corpurile egale au volume egale;

2) daca corpul e compus din cateva alte corpuri, atunci volumul lui
este egal cu suma volumelor acestor corpuri;

3) ca unitate de masura a volumului corpului, se va alege cubul uni-
tate, adica cubul cu muchia, care este egala cu unitatea de masu-
ra a lungimii.

Volumul prismei

V= Sh, unde Veste volumul prismei, S — aria bazei prismei, h — lun-
gimea inaltimii prismei.

Volumul piramidei
V= gSh, unde V- volumul piramidei, S — aria bazei piramidei, A —
lungimea inaltimii piramidei.

Volumul cilindrului

V=nr’h, unde V este volumul cilindrului, » — raza bazei cilindrului,
h — lungimea inaltimii cilindrului.

Volumul conului
V= %Tcrzh, unde V este volumul conului, r — raza bazei conului, A —
lungimea inaltimii conului.

Volumul bilei

V= gnRS, unde V este volumul bilei, R — raza bilei.

Aria bilei
S = 4nR?, unde S este aria bilei, R — raza bilei.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



REPETAREA CURSULUI
DE MATEMETICA

24. Probleme pentru repetarea cursului de algebra

Devizibilitatea numerelor naturale. Criteriile de divizibilitate.

24.1. Care din numerele 24, 75, 83, 378, 573, 898 sunt devizibile fara
rest: 1) cu 2; 2) cu 37

24.2. Care din numerele 28, 85, 108, 135, 240, 396 sunt divizibile fara
rest: 1) cu 5; 2) cu 9?

24.3. Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor: 1) 24 si 42; 2) 18
s1 30; 3) 128 51 192; 4) 328 si 624.

24.4. Aflati cel mai mic multiplu comun al numerelor: 1) 16 si 32; 2) 9
s114; 3) 18 s112; 4) 16 s1 24.

24.5. inlocuit;i asteriscul in scrierea 400" cu asa o cifra, ca numarul ob-
tinut sa fie multiplu lui: 1) 2; 2) 5; 3) 9; 4) 3. Cercetati toate cazurile
posibile.

24.6. Catul incomplet, obtinut de la impartirea a doua numere cu doua
cifre este egal cu 9, iar restul — cu 8. Cu ce este egal deimpartitul?

24.7. Maria locuieste in apartamentul nr. 40 a unui bloc de locuinta cu
5 etage. In fiecare scar3, la fiecare etaj sunt repartizate cate 3 aparta-
mente in ordinea cresterii numerelor: prima — la stanga, a doua —la
mijloc, a treia — la dreapta.

1) Care este numarul scarii, in care traieste Maria?
2) La ce etaj locuieste fetita?
3) Unde se afla apartamentul ei: la stanga, la mijloc sau la dreapta?

24.8. Care numar este impartitorul a oricarui numar natural?

24.9. Care din numerele 4025, 7540, 2754, 6225 se imparte fara rest cu
3, dar nu se impart fara rest cu 2?

24.10. Cate numere de doua cifre, multiple cu numarul: 1) 5; 2) 9; 3) 7,
exista?

24.11. Cartile pot fi amplasate in mod egal pe 12 polite sau pe 8 polite.
Cate carti sunt, daca se stie, cd sunt mai multe de 100 de carti, dar
mai putine de 140?

24.12. Merele pot fi repartizate in mod egal in 12 pachete, sau, tot in
mod egal, in 16 pachete. Cate mere sunt, daca se stie, ca sunt mai
mult de 80 de mere, dar mai putin de 120?
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24.13. Care este cel mai mic numar care trebuie adunat cu numarul
826, pentru ca suma obtinuta sa se imparta fara rest in acelasi timp
cu 3 sicu 10?

24.14. Intr-o livada cresc meri sl visini, totodata meri sunt de 3 ori mai
multi decat vigini. Cu care din numerele aduse mai jos se poate egala
cantitatea totala de pomi din livad&?

1) 18; 2) 20; 3) 21; 4) 25.

24.15. Cu ce este egal restul ce se obtine la impartirea cu 7 a valorii

expresiel (5n + 8) — (5 — 2n), unde n — numar natural arbitrar?

24.16. In fiecare buchet trebuie si fie 4 trandafiri albi si 3 rosii. Care
este cea mai mare cantitate de astfel de buchete ce pot fi compuse din
36 de trandafiri rosii si 45 de trandafiri albi?

24.17. Care este una si aceeasi cifra, ce trebuie pusa in scrierea *#25%+
in locul fiecarui asterisc, ca numarul obtinut sa fie multiplu lui 6?

Numere rationale si operatii cu ele

24.18. Repartizati in ordine descrescatoare numerele:

2 1 13 5 7 b

>5§515 )ggam-

24.19. Aflati toate numerele naturale ¢, pentru care este adevarata
inecuatia'

2 5
) —<—<1; 2) —< L2
11 11 9 18 6
24.20. Aflati toate valorile naturale ale lui x, pentru care este adevara-
. . 22
ta inecuatia e
9 45
24.21. Cate fractii exista:
. . . 3 .. ., 2
1) cu numitorul 24, care sunt mai mari ca —, dar mai mici decat —;
8’ 3
. . . 7
2) cu numitorul 18, care sunt mai mari ca o’ dar mai mici decat 1;
. . . 3 .. ., 4
3) cu numitorul 28, care sunt mai mari ca - dar mai mici decat ??

24.22, O limuzina parcurge distanta dintre doua orase in 5 ore, iar un
camion —in 8 ore. Care dintre aceste automobile va parcurge o distanta
mai mare: limuzina in 3 ore sau camionul in 5 ore?

24.23. Cate fractii regulate cu numitorul 12 exista?

24.24, Cate fractii neregulate cu numaratorul 10 exista?
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160 § 7. Repetarea cursului de matemetica

24.25. Carui din intervalele date apartine numarul —

1) (0; 0,25); 2) (0,25;0,5);  3)(0,5;0,75);  4)(0,75; 1)?
24.26. Calcula‘gi valoarea expresiei:
3, 7 5,

2.2 2.2 4__1_
) 11 7 ) 16 24 8’ 7 30 20
9
)——— 5) 2—+6—; 8)——0,6;
16 32 4 10 7
14 2
3) ——3; 6) 5——2§; 9) 0,35+i.
15 10 9 7 15

D101 48,27, 4) (-5,16+5,02) - (2,5 - 4);
) 25 7 9 170 ) ( )-( )
1 1) 27
2) (9—2—-3—)—; 5y 2.5 gl 2,
7 9/ 35 32 12 4 11

R )
16 8/\6 14 9 24 36

24.28. Care din fractiile zecimale ordinare date nu pot fi transformate
in fractie zecimala ﬁnité'

11 5 18
1) —; = 3) —; —?
) 16 ) 600 ) 12 4 125

24.29. Un tractorist poate ara un camp in 12 ore, iar altul — in 8 ore.
Ce parte din camp pot ei ara, lucrand impreund, in decursul a 3 ore?

. . 4 ..
24.30. La un magazin au adus 540kg fructe, din ele 9 constituiau me-

rele, iar restul — perele. Cate kilograme de pere au adus la magazin?

24.31. In decursul a trei zile au introdus programe antivirus in 105
A . . . . 3
computatoare. In prima zi au introdus programe in ; computatoare,
R A A A,
iar in a doua zi —in n din restul computatoarelor. In cate computa-

toare au instalat programe antivirus in a treia zi?

24.32. Trebuie de ambalat 27% kg zahar in pachete a cate z kg in fie-

care. Cate pachete pline se vor obtinea?

24.33. Care este cea mai mici cantitate de borcane cu capacitatea de
0,3l necesara pentru ca in ea sa incapa 4l de miere?
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24. Probleme pentru repetarea cursului de algebra 161

24.34. Un zugrav poate repara cabinetul de matematica in 48 ore, iar
alt zugrav — in 96 ore. In cate ore, lucrand impreuna, ei pot repara
acest cabinet?

24.35. Dol muncitori lucrand impreuna, pot executa un lucru oarecare
in 6 ore. Unul din ei, lucrand de sine statator, poate indeplini acest
lucru in 10 ore. in cate ore, lucrand singur, poate al doilea muncitor
indeplini acest lucru?

Marimi proportionale. Calcule procentuale

24.36. O fetita are o oarecare suma de bani cu care dansa poate procura
18 caiete la fel. Cate caiete poate achizitiona fetita de aceasta suma
de bani, daca ele: 1) se vor iefteni de 2 ori; 2) se vor scumpi de 1,50r1?

24.37. Din 12m de peluza au cusut 8 bluze la fel. Cate astfel de bluze
pot fi confectionate din 18 m peluza?

24.38. Sase escavatoare identice, lucrand impreuna, au sapat groapa
fundatiei in 18 ore. In cate ore 4 astfel de escavatoare, lucrand im-
preuna, vor sapa doua astfel de gropi pentru fundatie?

24.39. Se stie ca din 50 kg de faina se obtin 70 kg paine. Cate kilograme
de paine vor obtine din 150 kg faina? Cate kilograme de faina trebuie
pentru a coace 14 kg de paine?

. vq, 1 . DRV ..
24.40. Cu castraveti au sadit 3 din grading, iar cu rosii — 30%. Cu care

plante, cu castraveti sau rogii, au sadit o parcela mai mare?

24.41. 20% din caietele cumparate erau in patratele, iar restul — in linii.
De cate ori mai mult au cumparat caiete in linii, decat in patratele?

24.42. Aliajul contine 9% zinc. Cate kilograme de zinc se contin in 270
kg de aliaj?

24.43. Pretul marfii la inceput I-au marit cu 50%, apoi l-au micgorat cu
50%. S-a marit sau s-a micsorat si cu cate procente, pretul initial al
marfii?

24.44. Pretul marfii la inceput l-au micsorat cu 20%, iar apoi l-au
marit cu 30%. Cum sgi cu cate procente s-a schimbat pretul initial in
urma acestor doua reconsiderari?

24.45. Un deponent a pus in banca 60 000 grn. pe doua conturi dife-
rite. Pentru primul din conturi banca plateste 5% dobanda anuala, iar
al doilea — 7% dobanda anuala. Peste un an deponentul a primit venitul,
pentru depozitul cu 5% dobanda, cu 1200 grn. mai mult, decat pentru
depozitul cu 7% dobanda. Céati bani a pus el pe fiecare cont?
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24.46. Au amestecat o solutie de 50% a acidului cu solutia de 20% a
aceluiagie acid g1 au obtinut 600 g solutie de 30% de acid. Cate grame
de fiecare solutie au amestecat?

24.47. Cate kilograme de aliaj, ce contine 30% cupru, si cate kilograme
de aliaj ce contine 40% cupru trebuie de luat, pentru a obtine 50kg
de aliaj ce contine 36% cupru?

24.48. In prima zi turistul a parcurs 16 km, ceea ce constituie 40% din
lungimea itinerarului turistic. Aflati lungimea acestui itinerar.

24.49. Minereul de fier contine 70% fier. Cat minereu trebuie de luat,
pentru a obtine 84 t de fier?

24.50. Intr-un cinematograf sunt 480 de locuri, din care in timpul rularii
filmului erau ocupate 408. Cate procente constituie locurile ocupate?

24.51. In solutia de sare de 10 procente cu masa 200 g au turnat 300
g apa. Care este continutul procentual al sarii in solutia obtinuta?

24.52. Pretul marfii a crescut de la 1600 grn. pana la 1640 grn. Cu cate
procente a crescut pretul marfii?

24.53. Pretul marfii a scazut de la 3200 grn. pana la 2560 grn. Cu cate
procente a scazut pretul?

24.54. Un depozitar a pus pe cont in banca 60 000 grn cu 10% dobanda
anuala. Cati bani vor fi pe contul lui peste 2 ani?

Expresii rationale

24.55. Pentru care valori x, si x, sunt satisfacute egalitatile x, —x, =7,
xx, = 4. Aflati anume pentru aceste valori ale lui x, si x, valoarea

expresiei:
1) x,x7 — xlxy; 2) x? +x5; 3) (x, +x,)%.
24.56. Simplificati fractia:
1 3a . 2 8xy . 3) 20m:; 4 3a2bc4; 36m2n:; 6 39qu:'
126 4xz 15m 21abc 24m°n 65pq
24.57. Simplificati fractia:
1 4a+12b; 2 6y2—3y; 7 7a2+37a+7;
4a 4 -8y 14a” -14
Tx—14y 5 4p® +28pq +49¢” 8) X’ -Tx
3x -6y 49¢% - 4p* x?-9x+14’
x®-25 a®-27 x’ - 64
2x +10° 9a - 27’ 32+4x x>
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24.58. Aduceti la o forma mai simpla expresia:

1) 2a+5b_2a—b; 3) 5x+6+3x+16;
ab ab 5-x x—-5
2 2
4x -4 -1 2x —
2)x+82x_ x 2, 1) 36 Ozx_ x x2.
4-x 4-x (x —6) (6 -x)
24.59. Simplificati expresia:
1) 4n+5m_6n2+5m2; 6) 8_3a+8c;
m mn c
2) a+2 3—a; 7 m+1_mz+1;
3a—-3 ba-5 m-1 m”-1
-5 x-1 b’ -b
3) T2 8 2
x+5 x-5 2ab+a” +b a+b
4b 3b 3 2
4) + ; 9 —2 . 2*=2
3b-24 16-2b 9a° -1 3a” +a
4 2
5 - ;
) m*-36 m®-6m
24.60. Efectuati inmultirea:
3 2 4 6
1
L 3) L . 7a; By LE Y
b" a 7b y 34x
2 6 4 9 2
g) dm_ Mk, 1) 202 . ¥_; 6 o Sm
k 16 5x 9mp 56k p
24.61. Aflati catul:
14 28 45 36 21m
R Rk 0) 3om ™= g
b’ b 6x” 16a°b® ( 12a2)
—— 4) ——:(36x"y%); 6 -—.
2) 6 48’ ) y® ( y) ) 33¢° 55¢°
24.62. Simplificati expresia:
4x +4 x° 3c+6 3c-1
1) 5 v. ; 4) —; : ;
x x+y 9¢" —6¢c+1 c+2
2
- -4a+4
2) 224b _b 4; 5) a a (a-2);
b"-16 3b a+2
8 +6k
3) ——— - (m—5n); 6) (p* - 36k%): L2
m” —25n
24.63. Simplificati expresia:
1)( m _1): 6m : 2)(2_2j:a+b;
m-2 mn—2n b a 2ab
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164 § 7. Repetarea cursului de matemetica

3) —— - :

x+2 3x+6.x2—6x’ m-1 m+1) 1-m?’

15a-25) a®>-5 2a-6 -4 Z_8
4)(a— - j:“ 2; 6)(2“ - )“3 :
a+b a+b a”"—4a+4 a”" —-2a) a° -4a

6x x-6 72 5)(m+1 m—l) 4m

Ecuatii algebrice. Sistem de ecuatii algebrice

24.64. Rezolvati ecuatiile:

x+2 x+2 x’—6x+9

1 =0; 3 1; 5 0;
) x® -4 ) x+2 ) 2 -9
2 ? - 10-4x 6x+8
2y X ~1_, 4 E 0 o g X, 0*8_,
x+2 x“°-6x+9 x+9 x+9
24.65. Rezolvati ecuatiile:
26-1 2x+1_ 4 3) x*-4  3x
2x+1 2x-1 1-4x° x+1  x+1’
2
2)x+8x= 20 : 1) x+1+ x o 28 ‘
x+10 x+10 x-2 x+2 x"-4
24.66. Rezolvati ecuatiile:
1) x*—10x* + 24 =0; 2) x*—3x*—70=0.
24.67. Pentru care valoare a lui b ecuatia are o radacina:
1) 24+ 8x—b=0; 2) 5x* — bx + 20 = 0?
24.68. Rezolvati sistemul de ecuatii:
2x+y =1, 3x -5y =6, 6x + 7y =38,
n | 2) Y 3) /
Tx -3y =23; 6x + 5y =-3; 3x—4y =4.

24.69. Dreapta y = kx + b trece prin punctele M(3; 3) si E(1; 7). Scrieti
ecuatia acestei drepte.
24.70. Rezolvati sistemul de ecuatii:
x+y=1, x+3y=1, 24 xy—-5y=-3,
Y o) |7V g) |* T
xy = -20; x“+2xy—-y°  =-1; 4x -y =3.
24.71. Rezolvati sistemul de ecuatii prin metoda grafica:
y—-x=0, x+y=-1, x2—-y=86, xy =8,
) 2) )R
2x+y=-6; 2x+2y =-3; x+y=6; x+y=-6.
24.72. Determinati cu ajutorul metodei grafice cantitatea de solutii a
sistemului de ecuatii:

24y =4, X —y=1,
) X"ty 2) Yy
y+x=3; x* +y=4x.
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Inegalitati numerice si proprietatile lor.
Inecuatii patratice si liniare si sistemele lor.
24.73. Se da: —4 < x < 2. Apreciati valoarea expresiei: 1) 3x— 1; 2) 8 — 5x.
24.74. Se da: 2<x <61 3<y<4. Estimati valoarea expresiei:
D x+y; 2)x-y; 3)xy; 4) f; 5) bx +2y; 6) 3x—4y.
Y
24.75. Evaluati lungimea liniei medii a trapezului cu bazele x cm si y cm,
daca 8<x<12,7<y<14.
24.76. Aflati multimea solutiilor a inecuatiei:

1) (x+2)2>0; 3) (x+2)% >0; 5) Ox < —5; 7) 0x < 5;

2) (x+2)*<0; 4) (x+2)* < 0; 6) 0x >-5; 8) 0x>5.
24.77. Rezolvati inecuatia:

1) 8x +4<30-5x; 3) 0,3(8-3y)<3,2-0,8(y-7);

2) 9— 4x < 6x — 25; 4)%4—’“;2@1.
24.78. Aflati cea mai mare solutie intreaga a inecuatiei:

1) 8x+9>5x—-T; 2) 14x% — (2x - 8)(Tx + 4)<14.
24.79. Aflati cea mai mica solutie intreaga a inecuatiei:

1) x-5<3x+8; 2) 18x* — (3x — 2)(6x + 5) < 20.

24.80. Pentru care valori ale lui a ecuatia:
1) x*+x—a =0 nu are solutii;
2) 2x* — 16x + 5a =0 are cel putin o solutie reala?
24.81. Rezolvati sistemul de inecuatii?
Tx-1>25x-3, 3x(x—-3)—-x(2+3x)<4,
3x+6>8x—-14; 6x° —(2x - 3)(3x +4) <17,
5x—-10 2x+1

2){0,6(x—6)<x+2, s~ 3

4
4x +7 > 2(x +6,5); ) 3x+1_4x>5_3x—2

24.82. Aflati solutiile intregi ale sistemului de inecuatii:
{6x—7<3x+17, 5 {6x+20>x+5, 3 {5x—1>2x+4,

8-2x>14-5x; 2x+2>24x -4, 6x-5<13-—x.
24.83. Rezolvati inecuatia:

1) x*—6x—T7<0; 6) 2x* —3x+ 1> 0;
2) x* +2x-48>0; 7) 4x* —16x<0;
3) x>+ 6x—5>0; 8) 4x* — 49> 0;

4) —x*—4x—-3<0; 9) 2x* —x+1>0;
5) 8x* —Tx+4<0; 10) 3x* —4x+2<0.
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24.84. Cate solutii intregi are inecuatia:

1) 20 + 8x —x* > 0;

Puteri si radacini

2) 4x> —17x+4<0?

24.85. Cu ce este egala valoarea expresiei:

1)52+57% 2)62-127

3) 0,08° +0,9"%

4) (4-2°-10")"?

24.86. Exprimati in forma de fractie expresia:

-3 —4
Da’+a
2) mn +m’n;

24.87. Aflati valoarea expresiei:

3) (a'-b")-(a-b)
4 eyt g

” ’ -3 a7
y 22 3) 100 : 1000 - 0,01%; 5) o) _O_,
? 2167 - (-6)
8 7
1 3 6—14
2 5—) (—); 4)(0,27°)%: 257 6 9%
) ( 3 16 )(0.27) ) TERTE

24.88. Aflati valoarea expresiei:

1) -340,16 +0,8;
2) (V18 [gm]

oo (6]

2
’

4) (3\/5)2 +(8\/§)2;
5) 0,23100 —2481;

6) U-128 +3(Y9) - 4%216.

24.89. Pentru care valori ale variabilel are sens expresia:

1) V3 -a;
2) Va?;

24.90. Rezolvati ecuatia:
1) x®=T1; 3)x'=9;
2) x* = -16; 4) x° = -2;
24.91. Aflati valoarea expresiei:

1) J/0,1-0,4;
J180

\/g ’
24.92. Simplificati expresia:

1) 4/9x%y", daca y>0;
2) {/0,64x°y*, dacd x<0, y=>0;

4) Yx+4;

2)

3) Ja' +1;

3) 4125 - 45;
4) 9'27 . 74 . 9’75 . 220;

5) Ya-8;
6) §-x*?

5) x*=16;

6) x°=5.
3

5 351,

3250
6) YViT -7 V1T +7.

3) U

4) 3/0,008p**n*.
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24.93. Simplificati expresia:
D Y(Va-5)'; 3) (vas -7) - |(vas -3’
2) (V5 -6)'; 2 §(5-442) +3/(5-442).

24.94. Scoateti factorul de sub semnul radacinii:

1) V18a%; 3) Y-m™; 5) Y-81a";
2) Yx°; 1) Yo", daci a<o0; 6) Y- p g™,
24.95. Simplificati expresia (variabilele primesc valori nenegative):
1) 4bib*; 2) Yele?; 3) §a*¥a’.
24.96. Simplificati expresia:
1) V45 - 125 + J405; 3) (5-T7)(3+2v7);
2) (V99 - V44 )V11; 4) (V14 - V11)(V14 +V11).

24.97. Simplificati fractia:

Jr+1 a-3va 7-7 Yr-4
1 ; 2 ; 3) ——; 4) —.
) x—-1 ) a-9 ) ﬁ ) \6/;—2

24.98. Comparati:

1) /39 si 2410; 3)4si ¥65; 5) i6 si ¥35;
2) 0,3,/3§ si V0, 4; 4)3¥3 si 2910;  6) YT si 43

24.99. Aflati valoarea expresiei:

et
1) 53,6 . 571,2 . 51,6; 3) (7_H)20 . 491’1;
2
2) (87%) :37%5; 4) 81°2%.9% . 273,
24.100. Simplificati fractia:
3
1y *- 8x7 3 a® +b° 5 4= 2a"°0"° +b_
1 o ’ a-b ab™® —a*% ’
27—
2
5y3 m"® —n"? . 8a+1
2) 2 9 m+m®n® +n’ ®) =
ye+y 4a® -1

Ecuatii irationale
24.101. Cate radacini are ecuatia:
DVr-2Jx+3 - Jx-3=0; 2)Jx—4 -Yx-1-6-x=0?
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24.102. Rezolvati ecuatiile:
1) V3x -3 =4x* —6x-1; 4) V12+x-2x2 =2—x;
2) Va? +x—4 =/-2x; 5) Vx+5-V8-x =1;
3) Vx+7 =x+5; 6) V3x -6 +Jx—4 =4.
24.103. Rezolvati ecuatia:

1) Jx-3¥Yx+2=0; 3) Y4—dx+x* -Y2-x-2=0;

2) 2¥x +5¥x-3=0; P an N
x-1 3x

Functii si proprietatile lor

24.104. Aflati domeniul de definitie al functiei:
1 — x+2
1) f(x)=ﬂ; 4:) f(x)= x_7+x—8;

2) F(6) = 5) F(x) = V% =5 + B —x;
X
3) f(x)=Yx+6+¥4-x; 6) f(x)=+vx®+4x-21- e
% —

24.105. in fig. 24.1 este reprezentat punctul, prin care trece graficul
functiei y = f(x). Dintre functiile date aratati aceasta functie.

) f)=x" 2) f(x)=§; 3) F(x)=VIT+x; 4) f(x )—’C+3

24.106. Construiti graficul functiei date, folosindu-va de el, indicati
intervalele de semn constant ale functiei, intervalele ei de crestere si
intervalele de descrestere ale ei.

Dy=2-2% 2)y=(x+4) 3)y=8-2x—x" 4)y=x"—2x+3.

24.107. Aflati domeniul de definitie g1 construiti gra-
ficul funcm;—zl: v

x° -8x+16 4x 16
1)f(x)=4—; 2)f(x )—

24.108. Se stie, ca f(—4) =—2. Aflati f (4), daca functia
f este: 1) para; 2) impara.

1+
24.109. Este para sau impara functia:
1) f(x)=6x" —Tx’; 4) f(x)=x>+x-3; 1 01 =x
x? +4 1 Fig. 24.1
2)f( )_ 5 5)f(x)= 3 ; g
-1 x” —2x

3) f(x)=\/6— % 6) f(x) = (x+5) (x — 1) — 4x?
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24.110. Reprezentati proportionalitatea directa cu o formula, daca se
stie ca graficul el trece prin punctul M(3; —7).

. . . . .. 1
24.111. Aflati valoarea lui b, daca se stie, ca graficul functiei y = —Ex +b

trece prin punctul M(12; 5).
24.112. Aflati valoarea lui &, daca se stie, ca graficul functiei y = kx — 10
trece prin punctul M(—4; 2).

7]

24.113. Toate punctele graficului al functiei
y = kx + b au aceeasi ordonata, care este egala
cu —5. Aflati valorile lui & si b.

[umy

24.114. Definiti printr-o formula functia liniara
al carei grafic este reprezentat in figura 24.2. of 1

]Y

24.115. Aflati valoarea lui k pentru care graficul

functiei y = — trece prin punctele:
x

1) A(-5; 8); 2) B(%; —6). Fig. 24.2

24.116. Pentru care valori ale lui p si q graficul functiei y = x* + px+¢
trece prin punctele A(-1; 4) si B(-2; 3)?

24.117. Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei y = x°
pentru x din intervalul: 1) [0; 2]; 2) [-2; —1]; 3) [-2; 2].

24.118. Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei y = x
pentru x din intervalul: 1) [%, 1}; 2) [-2; -1].

24.119. In figura 24.3 este reprezentat graficul functiei liniare
y =kx + b. Aratati afirmatia adevarata:
DE>0,6>0; 2)k>0,b<0; 3)k<0,b>0;, 4)k<0,b<0.

y y

—
A

Fig. 24.3
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Progresii

24.120. Aflati ratia progresiei aritmetice (x ), daca:

) x, =17, x,=-T, 2)x,=-3,x,,=42.
24.121. Aflati primul termen al progresiei aritmetice (y,), daca:
Dy,=-19,d=-2; 2)y, =13, Yie = 46.

24.122. Aflati numarul termenului al progresiei aritmetice (z,), care este
egal cu 3,2, daca z =9,2 si d=-0,6.

24.123. Este oare numarul 24 termen al progresiei aritmetice (b, ), daca
b=8 si d=3? In cazul raspunsului afirmativ indicati numarul
acestul termen.

24.124. Se da progresia aritmetica 4,9; 4,5; 4,1; ... . incepénd cu care
numar termenii ei vor fi negativi?

24.125. Pentru care valoare a lui m valorile expresiilor 3m — 1, m* + 1 si
m + 3 vor fi termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice? Aflati
termenii acestel progresii.

24.126. Progresia aritmetica (a,) este definita cu formula termenului n,
a =0,2n + 5. Aflati suma primilor douazeci si sase de termeni.

24.127. Aflati suma primilor zece termeni ai progresiei aritmetice (a ),
daca:

1) a, =6, a,, =45; 2) a; =34, a,, =-54.

24.128. Aflati suma a tuturor numerelor naturale, multiple lui 11, care
nu depasesc numarul 341.

24.129. Aflati suma a tuturor numerelor naturale, multiple lui 9, care
nu depasesc numarul 156.

24.130. Aflati suma tuturor numerelor cu doua cifre, care-s multiple
lui 8.

24.131. Aflati ratia progresiei geometrice (b ), daca:
1) b,=108, b, =32; 2)b,=6, b, =30.
24.132. Aflati primul termen al progresiei geometrice (c,), daca c, = 40,
=-320.

w

. .. 3 .
24.133. Numarul 192 este termenul progresiei Y 3, ... . Aflati nu-
marul acestui termen.

24.134. Care trei numere trebuie introduse intre numerele 48 s1 243, ca
ele impreuna cu numerele date, sa formeze o progresie geometrica?
24.135. Aflati suma primilor patru termeni ai progresiei geometrice
(b)), daca:
1) b, =280, ¢ =5; 2) b, =2, b, =442, ¢<0.
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Functii trigonometrice

24.136. Pentru care valori ale lui a este posibila egalitatea cos x = a — 2?

24.137. Aflati valorile cea mai mare si cea mai mica ale expresiei:
1) 1-4cosa; 2) 6 +sin®oL.

24.138. Comparati:

1) tg 140° si tg(-140°); 3) tg%E si cos%n;
2) cos 50° si sin 350°; 4) cos 5 si sin 4.
24.139. Oare este para sau impara functia data cu formula:
1) f(x) = 2x + sin x; 3)f(x) = tgx + x°;
tgx 2-x)cosx
2) f() == 1) f(x) = BTy

24.140. Calculati valorile functiilor trigonometrice cu argumentul o,
daca:

2 . . 3
1)cosoc=—? s1 g<0€<7‘t; 2)tgoc=—\/§ s1 ?n<oc<2n.

24.141. Simplificati expresia:
1) sin@ + 1-cosq

. 2) sin* o —sin® o + cos® a.
1+ cos@ sin@

24.142. Demonstrati identitatea:
sin(45° + o) — cos(45° + )
sin(45°+ o) + cos(45° + o)
sin(o —3) + 2sinficosa

(=) : B — =tg(a+p).
cos(or — ) — 2sinasinf

24.143. Simplificati expresia:
1) sin (oc + gj cos(m—a) + cos(oc + 3?“) sin(2n — a);

sin (180° — o) cos (180° + o) tg (180° — 1)
sin(270° — o) tg (180° + o) cos(90° + ar)

24.144. Aduceti la o forma mai simpla expresia:
sin6a + cos6o

o o o
1) sin—cos—cos—; 2) .
4 4 2 sin2a  cos2a
24.145. Demonstrati identitatea:
1-cosa +sina

1) tg20(1+ cos40a) —sinda=0; 2) —M = tgg.
1+ cosa + sina 2
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Ecuatii trigonometrice

24.146. Rezolvati ecuatia:

1) sinbx = —l; 4) COS(JH_E) = _ﬂ;
2 4 2
2) sin(Zx—E) =-1; 5) tg7x = _ﬁ;
3 3
X \/§ X T
3 —=—; 6) tg| = ——|=1.
) cos6 . ) g(4 8)

24.147. Aflati radacinile cea mai mare, cea mai mica ale ecuatiei
. ( n) V2
sin| x+—|=—.
4 2
24.148. Cate radacini ale ecuatiei tg3x = J3 apartine intervalului [0; mt]?
24.149. Rezolvati ecuatia:

1) 6cos® x + 5sinx -7 = 0; 4) cos 8x—5cos 4x—2=0;

2) sin®3x +3cos 3x = 3; 5) 32 +5tgx—-11=0;
COos X

3) cos 2x — 3 sin x = 2; 6) 3sinx—+/3cosx=0.

15. Functia exponentiala. Ecuatii si inecuatii exponentiale

24.150.Ino figura din 24.4, a—d este reprezentat graficul functiei y = 0,27".
Aratati aceasta figura.

T I 7% 7%
o|ltlx Thx
1 oL—
\
/ \ \ [
1 1 \ [
> > \
ol 1/x o1 [x \
a b c d

Fig. 24.4
24.151. Are este domeniul de valori al functiei f(x)=9" +2?
24.152. Se stieca 0,7" >0,7". Comparati numerele m si n.
24.153. Care din functiile date nu este crescatoare:

Dy=es  Yy=n3 3 y=(5) ;o4 y=@ ?
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24.154. Rezolvati ecuatia:

1 6) (25) 125
o[8] (2 -2
4 5 36 216

2) 0,75x+1 — %; 5) 2x .32x .5x — 903x—7;

3) V125° ' = 2527 6) 8. 72 * _7.8%* 0,
24.155. Aflati multimea solutiilor a inecuatiei:

2-x
1) (i) > 91, 3) 1,37 42 <1,69;
27

2) 1<10**' <100 000; 4) 0,4 ***2<0,16.

24.156. Rezolvati ecuatia:
1-x

1) 3-2.8°2%=1; 3) 7”—(%} = 6;

2) 25*1 4+ 2573 = §8; 4) 42 +2°75 — 2577 = 262,
24.157. Rezolvati inecuatia:

1) 4* -3-4"%2>183; 3) 0,5~ 0,5""*+0,5""'< 0,375;

2) 5°" 1+ 572 < 630; 4) 371 -2.3"1-4.3"2>17.
24.158. Rezolvati ecuatia:

1) 4°-14.2"-32=0; 4) 9-2° =27

2) 9 +3"-6=0; 5) (0,2)**"? -126-(0,2)* +5=0;

2
3) 40 +2.7° ~35=0; P —y
3 3" -1

24.159. Rezolvati inecuatia:

1) 25 —2.5* ~15>0; 3) 372 —28-3%% +3>0;

2) 41 -9.27 +2<0; 4) (%) —6-(%) -27<0.

Functia logaritmica. Ecuatii si inecuatii logaritmice
24.160. Calculati:

1) 21—10g27; 4) 10g4 10g14 196+10g5 \/5;
9) 5iloes2, 5) 1g 20 + 1g 50;

1

—log, 3+log, 7
3) 421 g, 3+log 5; 6) 10g37—10g3E.

24.161. Domeniul de definitie al careia din functiile date este multimea
numerelor reale:

Dy=lgx+1); 2) y=lg®-1); 3)y=lg(x®+1); 4) y=lgx*?
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24.162. Aflati domeniul de definitie al functiei:
Ny=1glgx; 2)y=log_,(x"+x+3).

24.163. In figura 24.5 este reprezentat graficul functiei descrescatoare
y = f(x), definitd pe multimea numerelor reale. Cate solutii are ecua-
tia f(x) =log, x?

24.164. Construiti graficul functiei:

1) y= 5log5(x-1); 3) y= eln(4—x2). y
2) y — lolg sinx;
24.165. Comparati numerele m si n, daca: y=F(x)
1) log, m <log, n; 2) log, . m <log, .n.
2 2 ’ ’ -
24.166. Comparati cu unitatea baza logaritmului, 0| \C
daca:
1) log, 7 <log,_6; 2) log 5> 0. Fig. 24.5
24.167. Comparati cu zero numaérul:
1) 1og2%; 2) log, 4; 3) log,0,6;  4) log, 10.
3 6
24.168. Rezolvati ecuatia:
1) log,, (" + 4x) = —1; 4) log,log, log,x = 0;
1
2) lg x = 3 — lg 20; 5) lg(5x +2) = 1g36 +1g2;
3) log,x + log,x + log, x = 5,5; 6) log, (4x — 6) = log, (2x — 4).

24.169. Rezolvati ecuatia:
Dig@x—1)+1g(x+5)=1g 13;
2) log,(2x —7) +log,(x — 1) = 2 + log, 2;
3) logo’5 (4—x)+ logo’5 (x—1)=-1;
4) log_(—x) + log (1 —x) = log, (x + 3).
24.170. Rezolvati ecuatia:
2 1

1) 3log?x+7log,x—6=0; 3 - =1;
) 8log; &s ) lgx+2 lgx-4
2) In’x-41lnx -21=0; 4) log,x +log 9=2,5.
24.171. Aflati multimea solutiilor a inecuatiei:
1) log, (2x— 1) <2; 5) log (x + 1) <log (2x + 5);
2) log, (2x-3)>1; 6) log, (2x — 3) > log, (3x — 5);
2
3) log4(x+1)<—%; N In (> -3)>1In(3x—7);
4) log,, (x* +4x)>-1; 8) log, . (3x— 1) <log, . (3 — x).
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24.172. Rezolvati inecuatia:
1) log, x +1og, (x +1)<1;

24.173. Rezolvati inecuatia:
1) 1g®x —1gx >0;
2) In®x +1nx <0;
Derivata si aplicarea ei
24.174. Aflati derivata functiei:
1) y=x°+2x* +12—1;
X
1 4
2 y=—=+—;
)Y 2% «x

) y=("+x+1)(x"—4x+ 1);

2) log, x +log, (x —1) >2log, (x + 3).

6 6 6

3) 3 logix +2log,x —5>0.

4) y = (3-2x)Vx;

5) y = 2" cos x;
3x-1

6) y= .
)y x®+1

24.175. Calculati valoarea derivatei a functiei date in punctul x:

3x2

1 x) = , x. =—1;

) 1= x,
1+sinx

2) f(x)=——, x,=0;
4 —sinx

T T
3) f(x)=cosx—-sin—, x, =—;
) f(x) 3 %0 =5

4) f(x)= IHTx, x,=1.

24.176. Punctul material se misca pe dreapta de coordonate dupa legi-
tatea s(t) = 3t —12t + 18 (timpul ¢ se masoara in secunde, deplasarea
s —1n metri). Peste cate secunde de la inceputul migcarii punctul se
va opri?

24.177. Alcatuiti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei date in
punctul cu abscisa x,;:

2
1) f(x) = = X, =—2;
24.178. La graficul functiei f(x) = 5 + 7x — 4x” este dusa tangenta, al cirei
coeficient unghiular este egal cu —9. Gasiti coordonatele punctului de
tangenta.
24.179. Aflati coordonatele punctului al parabolei y = x* — 3x + 2, in care
tangenta, dusa la parabola este paralela cu dreapta y =6 — x.

24.180. Alcatuiti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f(x) =
=x"— 44" + 5x, si care este paraleld cu dreapta y = 5x — 8.

2) f(x)=sinxcos x, x, = g
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24.181. Functia y = f(x) este definita in intervalul [-8; 3] si are derivata
in fiecare punct al domeniului de definitie. In figura 24.6 este repre-
zentat graficul derivatei ei y = f’(x). Aratati:

1) intervalele de crestere si descrestere ale functiei y = f(x);
2) punctele de minim si punctele de maxim ale functiei y = f(x).

vk
/
-8 -6 .
/ -3 0 213 [x
AN /
N 4
Fig. 24.6

24.182. Aflati intervalele de crestere si de descrestere si punctele de
extremum ale functiei:

1) f(x) = —82° — 2% + 2x; 4) f(x) = 222,
x° -4
2) f(x) = &° + 2x — 10; 5) f(x)=~—e;
e
3) flx) =2+ 6) f(x) =+’ — 81n x.
4 x

24.183. Aflati valorile cea mai mare i cea mai mica ale functiei:
1) f(x) = x* — 3x*> — 9x — 4 pe intervalul [-2; 0];

2) f(x)= x-t pe intervalul [0; 4];
x+1

3) f(x) = cos x — sin x pe intervalul [0; 27];

. 1
4) f(x)= 22x pe intervalul [—2; —}.
x“+1 2
24.184. Cercetati functia si construiti graficul ei:
1) f(x) = x° — 9x; 2) f(x) = 6x* — 2x°.

Integrala si aplicarea ei
24.185. Aflati forma generala a primitivelor ale functiei:

1) f(x)=x- 35 pe intervalul (—oo; 0);
x

2) f(x)= % + 1 pe intervalul (0; +o0).
X

2x
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24.186. Pentru functia f aflati pe intervalul aratat I primitiva F, al carei
grafic trece prin punctul dat M:
1) f(x) =2x+4, I = (=00 +00), M(2;1);
2) f(x) = 4x° — 2x + 3, I = (—o0; +00), M(1; 8).

24.187. Calculati integrala:

3
1) Jl.i—f, 3) j(% - x)dx;
2) j.(xz - 2x+4)dx; 4) .Tf(ﬁcosx—Ssinx)dx.
24.18;. Calculati aria figurii, mérginitg de liniile:
)y=2-x"y=0; Ny=—a"+4,x+y=4;
2)y:i,y=0,x:1,x:3; 4)y=x"—4x+5,y=5—x.

Elemente ale teoriei probabilitatilor si ale statisticii matema-
tice
24.189. In cantind sunt bucate de : felul intai — 3, felul 2 — 6 si felul
trei — 4. In cate moduri se poate compune din ele pranzul?

24.190. In cate moduri se pot repartiza pe o polita 8 carti diferite?

24.191. In cate feluri se pot alege din 32 de elevi trei delegati la confe-
rinta scolara?

24.192. Intr-o orchestrd sunt 16 violonisti si 12 altisti. In cAte moduri
se poate alcdtui un trio din doi violonisti si un altist?

24.193. Cate numere cu cinci cifre exista; care sunt scrise cu ajutorul
cifrelor 2, 3, 4, 5, 6 si ale caror toate cifre sunt diferite, si care se
impart fara rest la 5?7

24.194. Intr-o cutie sunt 12 bile verzi si 18 bile albastre. Care este pro-
babilitatea evenimentului, ca bila aleasé la intamplare va fi: 1) verde;
2) albastra; 3) rosie; 4) verde sau albastra?

24.195. Intr-o loterie sunt puse in joc 6 automobile, 18 motociclete si 42
de biciclete. De tot au fost emise 3000 bilete de loterie. Care este pro-
babilitatea ca cumparand un bilet: 1) se poate castiga o motocicleta;
2) se poate castiga un oarecare premiu; 3) poate sa nu se castige nici
un premiu?

24.196. Din numerele naturale de la 1 pana la 16 inclusiv un elev a
numit la intdmplare unul din ele. Care este probabilitatea a ceea, ca
acest numar va fi impartitorul al numarului 16?

24.197. Care este probabilitatea faptului cd numarul de doua cifre, luat
la intamplare, se imparte fara rest cu 12?
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24.198. Intr-o cutie sunt 3 albe s1 4 albastre bile. Care este cea mai mica
cantitate de bile, ce trebuie scoase la intamplare, pentru ca probabi-
litatea evenimentului, ca printre ele va fi macar o bila albastra, sa
fie egala cu 1?

24.199. Pentru fise numerotate cu numerele 1, 2, 3 si 4. Care este pro-
babilitatea evenimentului, ca produsul numerelor a doua fise, luate
la intamplare, va fi multiplu lui 3?

24.200. Intr-o cutie sunt bile rosii si galbene. Cate bile rosii sunt in
cutie, daca probabilitatea de a scoate din ea la intamplare o bila rogie

< 3 . . A .
este egala cu e iar bile galbene in cutie sunt 20?

24.201. Pe 30 fige sunt scrise numerele naturale de la 1 pana la 30. Care
este probabilitatea a aceea, cd numaérul, scris pe fisa, luata la intam-
plare, se imparte fara rest cu 3 si nu se imparte fara rest cu 2?

24.202. Din 28 piese de domino se 1a una
la intamplare si se calculeaza suma

balurilor de pe ea (in figura 24.7 este o 2 ® /
reprezentata piesa, suma balurilor pe - ® -

care este egala cu 7). Care este probabi- [ l

litatea alegerii a piesei, suma balurilor Fig. 24.7

de pe care este egala cu:
1)4; 2)7, 3)10; 4)12; 5)15?

24.203. In graficul reprezentat pe figura 24.8, este reprezentat volumul
vanzarii tocurilor intr-un magazin de papetarie in decursul a 6 luni.
Cate tocuri vindeau in mediu in decursul unei luni?

330 ]
300

270
240 /
210 //
180

150
120

1
buc

a

lun

no

dute

Cantitatea de tocur

-

van

Tulie August Septembrie Octombrie Noiembrie Decembrie

Fig. 24.8

24.204. Valoarea medie a probei 7, 10, y, 14 este egala cu 11. Cu ce este
egal y?

24.205. Aflati valoarea medie, moda, mediana si amplitudinea a setului
de date:
1)5,6,9,10, 11, 13, 14, 14, 15, 22;
2) 5,12, 12, 14, 14, 8, 12.
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24.206. Cu elevii si elevele clasei a 11-a a fost petrecut sondajul: cat
timp le trebuie zilnic pentru indeplinirea temelor de acasa. Rezul-
tatele sondajului au fost expuse in forma de diagrama in coloane,
ce este reprezentata, in figura 24.9. Aflati moda si valoarea medie a
selectiei date.

E g
® ° 7
[}
-
50
" w4
g 3
=] 2
Z 1 <| |
1 ora 1 ora 2 ore 2 ore 2 ore 3 ore
30 min 45 min 15 min 30 min 45 min 15 min
Timpul indeplinirii temelor de acasa
Fig. 24.9

24.207. Conform rezultatelor a dictérii la limba materni in clasa a 11-a
a fost alcatuita tabela, in care au reprezentat repartizarea cantitatii
de greseli, pe care le-a comis o persoana:

Numarul de greseli 0 1 2 3 4
Numarul de elevi si eleve 5 4 6 8 2

Aflati moda si valoarea medie a selectiei, construiti diagrama in co-
loane corespunzatoare.

25. Probleme pentru repetarea cursului de
geometrie

Triunghiuri

25.1. Aflati perimetrul triunghiului dreptunghic, ipotenuza caruia este cu
7 cm mai mare ca una din catete, iar a doua cateta este egala cu 21 cm.

25.2. Una din catetele triunghiului dreptunghic este egala cu 15 cm, iar
mediana, dusa la ipotenuza, — 8,5 cm. Calculati aria triunghiului dat.

25.3. inéltimea triunghiului isoscel imparte latura laterala a lui in
segmentele cu lungimea de 1 cm si 12 cm, considerand de la varful
unghiului de la baza. Aflati baza triunghiului dat.

25.4. Indltimea AD a triunghiului ABC imparte latura BC in segmentele
BD si CD astfel, ca BD = 15 cm, CD = 5 cm. Aflati latura AC, daca
/B =30°.
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25.5. Dintr-un punct la o dreapta sunt duse doua oblice, proiectiile ca-
rora pe dreapta sunt egale cu 5 cm si 9 cm. Aflati distanta de la
punctul dat pana la aceasta dreapta, daca una din oblice este cu 2 cm
mai mare decat alta.

25.6. Aflati aria triunghiului ABC, repre- B
zentat in figura 25.1. N

25.7. inéltsimea triunghiului isoscel obtuz- 135
unghic, dusi la baza lui, este egald cu 4 — C
8 cm, iar raza circumferintei circumscri-
se lui — 13 cm. Aflati latura laterala a Fig. 25.1
triunghiului.

25.8. inéltzimea triunghiului dreptunghic cu unghiul ascutit a, dusa la
ipotenuza, este egala cu h. Aflati ipotenuza acestui triunghi.

25.9. Punctul de tangenta al circumferintei, inscrise in triunghiul drept-
unghic, imparte ipotenuza lui in segmentele 8 cm i 12 cm. Aflati
perimetrul triunghiului.

25.10. Continuarea laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD
se intersecteaza in punctul O. Aflati latura AB, daca AO = 18 cm,
BC:AD=5:9.

25.11. Prelungirea laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se

intersecteaza in punctul F, AB: BF=3:7, AD este baza mare a trape-
zului. Diferenta bazelor trapezului este egala cu 6 cm. Aflati baza AD.

25.12. Unghiul de la varf al primului triunghi isoscel este egal cu un-
ghiul de la varf al celui de-al doilea triunghi isoscel. Baza siinaltimea
dusa la ea a primului triunghi sunt egale corespunzator cu 30 cm si
8 c¢m, iar latura laterala a celui de-al doilea triunghi — 51 cm. Cu ce
este egal perimetrul triunghiului al doilea?

25.13. Pe latura BC a triunghiului ABC s-a notat punctul K astfel, ca
ZCAK = ZABC, BK=12 cm, KC = 4 cm. Aflati latura AC.
25.14. Diagonalele trapezului ABCD (AD || BC) se intersecteaza in
punctul O, BO: OD=3:4, BC=18 cm. Aflati baza
AD a trapezului. B
25.15. Diagonalele trapezului ABCD (BC || AD) se
intersecteaza in punctul O, AO : OC = 7 : 3,
BD = 40 cm. Aflati segmentul OD. E F

25.16. In triunghiul ABC este inscris rombul CDEF
astfel, cum este indicat in figura 25.2. Aflati latura A D C
BC a triunghiului, daca AC = 15 cm, iar latura
rombului este egald cu 10 cm. Fig. 25.2
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25.17. Punctul M este mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, Punctul
K — mijlocul laturii AC. Aria triunghiului AMK este egala cu 12 cm®.
Cu ce este egala aria patrulaterului BMKC?

25.18. Punctul D este mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, punctul
E — mijlocul laturii BC. Aria patrulaterului ADEC este egald cu 27 cm?.
Cu ce este egald aria triunghiului ABC?

25.19. Segmentul CM este mediana triunghiului B
ABC, reprezentat in figura 25.3, segmentul DE
linia medie a triunghiului MBC. Cu ce este egala
aria patrulaterului MDEC, daca aria triunghiului
ABC este egala cu 48 cm®?

25.20. Dreapta, paraleld laturii AC a triunghiului A C
ABC, intersecteaza latura AB in punctul M, iar .
latura BC —in punctul K. Aflati aria triunghiului Fig. 25.3
ABC, daca BM =3 ¢cm, AM = 4 cm, iar aria patrulaterului AMKC este
egald cu 80 cm?.

25.21. Mijlocul laturii laterale a triunghiului isoscel este departata de
la baza lui cu 9 cm. Aflati distanta de la punctul de intersectie al
medianelor triunghiului pana la baza lui.

25.22. In triunghiul isoscel ABC cu baza AC punctul de intersectia al
medianelor este departat de la varful B cu 6 cm. Aflati distanta de la
mijlocul laturii laterale a triunghiului pana la baza lui.

25.23. Raza circumferintei, inscrise in triunghiul isoscel ABC (AB = B(),
este egala cu 12 cm, iar distanta de la centrul acestei circumferinte
pana la varful B — 20 cm. Aflati perimetrul triunghiului dat.

25.24. Latura laterala a triunghiului isoscel se imparte de punctul de
tangenta al circumferintei inscrise in raportul 8 : 9, socotind de la
varful unghiului de la baza triunghiului. Aflati aria triunghiului, daca
raza circumferintei inscrise este egala cu 16 cm.

25.25. Doua laturi ale triunghiului, unghiul dintre care este egal cu 60°,
seraportd ca 5: 8, iar a treia latura este egald cu 21 em. Aflati laturile
necunoscute ale triunghiului.

25.26. Suma a doua laturi ale triunghiului este egala cu 16 cm, iar un-
ghiul dintre ele — 120°. Aflati cea mai mica dintre laturi, daca latura
a treia a triunghiului este egala cu 14 cm.

25.27. Aflati unghiul A al triunghiului ABC, daca BC=7 cm, AC=3 cm,
AB =28 cm.

25.28. Aflati aria cercului, circumscris triunghiului cu laturile de 7 cm,
8cmsi 9 cm.
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25.29. Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 25 cm s1 29 cm. Aflati
raza circumferintei inscrise in triunghiul dat.

YorupurkyrHuku. IlpasuibHi MHOTOKYTHUKU

25.30. inél‘gimea paralelogramului, dusa din varful unghiului obtuz,
este egala cu 6 cm si imparte latura paralelogramului in jumatate.
Aflati diagonala mai mica a paralelogramului, dacd unghiul ascutit
al lui este egal cu 30°.

25.31. Bisectoarea unghiului obtuz a paralelogramului imparte latura
lui in raportul 3 : 7, socotind de la varful unghiului ascutit, care este
egal cu 45°. Calculati aria paralelogramului, daca perimetrul lui este
egal cu 52 cm.

25.32. Bisectoarea unghiului D a dreptunghiului ABCD intersecteaza
latura AB in punctul M, BM = 5 cm, AD = 3 cm. Aflati perimetrul
dreptunghiului.

25.33. Calculati aria rombului, una din diagonalele caruia este egala cu
16 cm, 1ar latura — 10 cm.

25.34. Diagonala mare a rombului este egala cu ¢, iar 18 cm
unghiul obtuz — a Aflati perimetrul rombului.

25.35. Aflati inaltimea trapezului isoscel, bazele caruia 98 33
sunt egale cu 23 cm, g1 17 cm, iar diagonala cu 25 cm.
Fig. 25.4

25.36. Aflati aria trapezului, reprezentat in figura 25.4.

25.37. Latura laterala a trapezului isoscel, circumscris
circumferintei, este egala cu a, iar unul din unghiuri — 60°. Aflati
aria trapezului.

25.38. Latura laterala a trapezului dreptunghic este egala cu 16 cm, iar
unghiul ascutit — 30°. Aflati aria acestui trapez, daca in el se poate
nscrie o circumferinta.

25.39. Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 1 cm g1 17 ¢cm, iar diago-
nala imparte unghiul obtuz al lui in jumatate. Aflati aria trapezului.

25.40. Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 15 cm s1 33 cm, iar diago-
nala imparte unghiul ascutit al lui in jumatate. Aflati aria trapezului.

25.41. Circumferinta, inscrisa in trapezul isoscel, imparte cu punctul
de tangenta latura laterala in doua segmente cu lungimile de 8 cm si
18 cm. Aflati aria trapezului.

25.42. Circumferinta, inscrisa in trapezul dreptunghic, imparte cu
punctul de tangenta latura laterala mai mare in doua segmente cu
lungimile de 8 cm g1 50 cm. Aflati perimetrul trapezului.
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25.43. Cu ce este egal unghiul BAD al patrulaterului ABCD, inscris in
circumferinta, daca ZACD =37°, ZADB =43°?

25.44. Diagonala BD, a patrulaterului ABCD este diametrul circumfe-
rintei circumscrise lui, M este punctul de intersectie al diagonalelor
lui, ZABD =32°, ZCBD =64°. Aflati unghiul BMC.

25.45. Cum se raporta latura triunghiului regulat, inscris in circumfe-
rintd, la latura triunghiului regulat circumscris acestei circumferinte?

25.46. Cum se raporta latura hexagonului regulat, inscris in circumferin-
ta, la latura hexagonului regulat, circumscris acestei circumferinte?

25.47. Coarda comuna a doua circumferinte, ce se intersecteaza, este
latura unui triunghi regulat, inscris intr-o circumferinta, si latura a
unui patrat inscris in alta circumferinta. Lungimea acestei coarde
este egald cu a. Aflati distanta dintre centrele circumferintelor, daca
ele se afla de parti diferite ale coardei.

Circumferinta si cercul

25.48. Aflati masura in grade a arcului de circumferinta, lungimea ca-
ruia este egald cu n cm, daca raza circumferintei este egalad cu 12 cm.

25.49. Lungimea arcului de circumferinta este egala cu 2r cm, iar masura
in grade a lui — 60°. Aflati raza circumferintei.

25.50. Segmentul AB este diametrul circumferintei, AB =24 cm. Punctul
A este departat de la tangenta, la aceasta circumferinta cu 4 cm. Aflati
distanta de la punctul B pana la aceasta tangenta.

25.51. Perpendiculara, coborata dintr-un punct al circumferintei pe
diametrul ei, imparte diametrul in doua segmente, diferenta cirora
este egala cu 21 cm. Aflati lungimea circumferintei, daca lungimea
perpendicularei este egala cu 10 cm.

25.52. Doua circumferinte cu centrele O, si O, au punctul de tangenta
exterior C. Dreapta, care trece prin punctul C, intersecteaza circ-
umferinta cu centrul O, in punctul A, iar a doua circumferinta — in
punctul B. Coarda AC este egala cu 12 cm, iar coarda BC — 18 cm.
Aflati razele circumferintelor, daca O,0, = 20 cm.

25.53. In unghiul, marimea caruia este egala cu 60°, sunt inscrise doua
circumferinte, care sunt tangente exterior. Aflati raza circumferintei
mai mari, daca raza celel mici este egald cu 6 cm.
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Coordonatele carteziene

25.54. Punctul C este mijlocul segmentului AB, A(—4; 3), C(2; 1). Aflati
coordonata punctului B.

25.55. Varfurile triunghiului sunt punctele A(-3; 1), B(2; -2) si C(—4; 6).
Aflati mediana AM a triunghiului ABC.

25.56. Patrulaterul ABCD este paralelogram, B(4; 1), C(-1; 1), D(-2; -2).
Aflati coordonatele varfului A.

25.57. Aflati coordonatele punctului, care apartine axei ordonatelor si
este egal departata de punctele C(3; 2) si D(1;-6).

25.58. Circumferinta este datd cu ecuatia (x+4)® +(y-1)* =12. Cum
este situat punctul A (-2; 3) fata de aceasta circumferinta?

25.59. Alcatuiti ecuatia circumferintei, diametrul careia este segmentul
MK, daca M(-3; 4), K(5; 10).

25.60. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctele A(-1; 4) si
B(-3;-2).

25.61. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A(«/g ; 5) siface
cu directia pozitiva a axei absciselor unghiul de 60°.

25.62. Alcatuiti ecuatia dreptei, care trece prin punctul P(2; —5) si este
paralela cu dreapta y =—0,5x + 9.

25.63. Demonstrati cd patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele
A(-1; 5), B(4; 6), C(3; 1) si D(-2; 0) este romb.

25.64. Demonstrati ca patrulaterul ABCD cu varfurile in punctele
A(2;-2), B(1; 2), C(=3; 1) si D(-2;-3) este dreptunghi.

25.65. Aflati distanta de la punctul M (4; —5; 6) pana la planul xz.

25.66. Aflati distanta de la punctul A(3; —2; 1) pana la originea de co-
ordonate.

25.67. Aflati distanta dintre punctele A(2; —3; —4) si B(-6; —3; 2).

25.68. Punctele A(—4; 2; —6) si B(-14; —10; 2) sunt simetrice in raport
cu punctul C. Aflati coordonatele punctului C.

25.69. Aflati coordonatele punctului, care este simetric cu punctul
M(-1; 2; 3) in raport cu planul xy.

Vectori
25.70. Se dau vectorii 5(3; -1) s1 I;(l; —2). Aflati coordonatele vectoru-

lui m, daci m =3a —2b.
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25.71. Se cunoaste, ci ¢ = 2a —3b. Aflati |c |, dacd a(-1;1), b(-2;3).

25.72. Calculati produsul scalar (@ —2b)(a +b), dacd |a |=+2, |5 |=1,
Z(a,b)=135°.
25.73. Se dau punctele M(4; —2), N(1; 1) si P(3; 3). B C
Aflati produsul scalar al vectorilor MN si MP. Z
D

25.74.In figura 25.5 este prezentat rombul ABCD, in
care AB = 2 cm, ZABC =120°. Aflati produsul Fig. 25.5

scalar al vectorilor AB si AC.

25.75. Latura hexagonului regulat ABCDEF este egala cu 1. Calculati
produsul scalar:

1) BA-CD; 2) AD-CD.

25.76. Aflati unghiul dintre vectorii E(—l; -1) s1 5(2; 0).

25.77. Pe latura CD a paralelogramului ABCD s-a notat punctul M
astfel, ca CM : MD = 2 : 3. Exprimati vectorul AM prin vectorii a
si I;, unde E:E, b = AD.

25.78. Pe laturile BC si CD ale paralelogramului ABCD s-au notat co-
respunzator punctele K si F astfel,ca BE: EC=3:4,CF:FD=1:3.

Exprimati vectorul EF prin vectorii AB=a si AD=b.
25.79. Aflati modulul vectorului AB, daci A(-2; 8; 7), B(-6; 5; 6).

25.80. Pentru care valoare a lui m vectorii 5(5; m+1;-3) si 5(—10; 4; 6)
vor fi coliniari?

25.81. Pentru care valoare a lui n vectorii 5(3; 2;6) si 5(—8; 3; n) vor
fi perpendiculari?

25.82. Aflati unghiul dintre vectorii E(—l; 1;0) si b(1;0; -1).

Transformari geometrice

25.83. Cate translatii paralele exista, pentru care imaginea dreptei este:
1) insasi aceasta dreaptd; 2) dreapta paralela ei?

25.84. Scrieti ecuatia circumferintei, care este imaginea circumferintei
x? +y? = 4 la translatia paralela cu vectorul a(2;-3).
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25.85. Aratati deplasarea, pentru care imaginea patrulaterului ABCD,
reprezentat in figura 25.6 este patrulaterul MNKP.

B c
B | clP M K N
/ N\ i >
A D K N il P
Fig. 25.6 Fig. 25.7

25.86. Indicati migcarea la care imagine a patrulaterului ABCD, repre-
zentat in figura 25.7, este patrulaterul MKNP.

25.87. La translatia paralela cu vectorul a imaginea punctului A (=3; 7)
este punctul B(2; 3). Ce coordonate are punctul C(1;-5) la translarea
paraleld cu vectorul a ?

25.88. La translatia paralela cu vectorul a imaginea punctului A (-5; 6)
este punctul B(2; —1). Ce coordonate are preimaginea punctului
D(10; -3) la translarea paralela cu vectorul a ?

25.89. Ce coordonate are imaginea punctului A(—4; 6) la simetria in
raport cu originea de coordonate?

25.90. Ce coordonate are punctul, simetric cu punctul A(2; —4) in raport
cu punctul M(3; -1)?

25.91. Ce coordonate are imaginea punctului A(-2; 5) la simetria in
raport cu: 1) axa absciselor; 2) axa ordonatelor?

25.92. Cate axe de simetrie are dreptunghiul, care nu este patrat?

25.93. Punctul O este centrul hexagonului regulat ABCDEF, reprezentat
in figura 25.8. Indicati imaginea laturii CD la rotatia in jurul punc-
tului O dupa acele ceasornicului cu un unghi de 120°.

L, Ny
NS

Fig. 25.8 Fig. 25.9
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25.94. Punctul O este centrul octogonului regulat, reprezentat in figura
25.9. Indicati imaginea laturii A, A, la rotatia in jurul punctului O

impotriva acelor de ceasornic cu unghiul de 135°.
25.95. Patratul CDEF, reprezentat in figura 25.10, este imaginea pa-

tratului ABCD la rotatia dupa acele ceasornicului cu unghiul de 90°.
Care punct este centrul de rotatie?

B
c K P
B F B
C C, Ay
A E
D M " D A B, C
Fig. 25.10 Fig. 25.11 Fig. 25.12

25.96. Dreptunghiul AMKP, reprezentat in figura 25.11, este imaginea
dreptunghiului ABCD la rotatia contra acelor de ceasornic cu unghiul
de 90°. Care punct este centrul de rotatie?

25.97. Medianele triunghiului ABC, reprezentat in figura 25.12, se in-
tersecteaza in punctul M. Aflati coeficientul: 1) de omotetie cu centrul
M, la care punctul C, este imaginea punctului C; 2) al omotetiei cu
centrul B, la care punctul M este imaginea punctului B,.

25.98. Punctul A, (-1;4) este imaginea punctului A(2; —8) la omotetia

cu centrul in originea de coordonate. Cu ce este egal coeficientul de
omotetie?

Poliedre

25.99. Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 6 cm
si 8 cm, iar diagonala lui este inclinata la planul bazei sub unghiul
de 60°. Aflati muchia laterala a paralelipipedului.

25.100. Baza prismei drepte este triunghiul dreptunghic cu catetele
5 cm g1 12 cm. Aflati aria suprafetei laterale a prismei, daca muchia
laterala a ei este egala cu 10 cm.

25.101. Latura bazei prismei triunghiulare regulate este egala cu 8 cm,
1ar diagonala fetei laterale — 17 cm. Aflati aria suprafetei laterale a
prismei.

25.102. Diagonala prismei patrulatere regulate este egala cu 25 cm, iar
diagonala fetei laterale — 20 cm. Aflati inaltimea prismei.
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25.103. Laturile bazei prismei triunghiulare drepte se raporta ca
15:10: 9. Aflati laturile bazei, daca aria suprafetei laterale a prismei
este egala cu 816 cm?, iar muchia laterald — 12 cm.

25.104. inéltimea prismei drepte ABCA B C, este egala cu 12 cm,
AC = BC, AB = 8 cm, diagonala fetei BB,C,C este egala cu 13 cm.
Aflati arai sectiunii prismei, care trece prin dreapta AB si punctul C..

25.105. Latura bazei prismei hexagonale regulate este egala cu a, cea mai
mare diagonala a prismei este inclinata la planul bazei sub unghiul
o.. Aflati aria suprafetei laterale a prismei.

25.106. Este data prisma dreaptda ABCA B, C,. Unghiul dintre planele
ABC si A BC este egal cu B. Aflati inaltimea prismei, daca BC = q,
ZACB =90°, ZBAC = .

25.107. Baza paralelipipedului drept este rombul cu latura a si unghiul
ascutit a. Diagonala mica a paralelipipedului face cu planul bazei
unghiul B. Aflati aria suprafetei totale a paralelipipedului.

25.108. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egala cu
V3 cm, iar inaltimea piramidei — 242 cm. Aflati muchia laterala a
piramidei.

25.109. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egala cu 6 cm,
iar muchia laterala a piramidei— 5 cm. Aflati aria suprafetei laterale
a piramidei.

25.110. Baza piramidei este dreptunghiul, o latura a caruia este egala
cu a. Unghiul dintre aceasta latura si diagonala dreptunghiului este
egala cu a. Fiecare muchie laterald a piramidei face cu planul bazei
unghiul B. Aflati indltimea piramidei.

25.111. Baza piramidei este rombul, diagonalele caruia sunt egale cu
40 cm s1 30 cm, iar inaltimea piramidei este egald cu 5 cm. Aflati aria
suprafetei totale a piramidei, dacd unghiurile diedre de la muchiile
bazei el sunt egale.

25.112. Baza piramidei DABC este triunghiul dreptunghic ABC
(LACB =90°). Planele ABD si ACD sunt perpendiculare pe planul

bazei. Aflati aria suprafetei laterale a piramidei, daca AB = 26 cm,
BC=10 cm, AD =18 cm.

Corpuri de rotatie

25.113. Aflati aria suprafetei totale a cilindrului, inaltimea caruia este
egala cu 12 cm, 1ar raza bazei — 5 cm.
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25.114. Sectiunea axiala a cilindrului este patratul cu latura de 8 cm.
Aflati aria suprafetei laterale a cilindrului.

25.115. Cum se va modifica — se va mari sau micgora — si de cate ori aria

suprafetei laterale a cilindrului, daca:

1) raza bazei lui de o marit de 3 ori, iar inaltimea — de 4 ori;

2) raza bazei lui de o micgorat de 2 ori, iar inaltimea de o marit de
6 ori?

25.116. In cilindru s-a dus sectiunea, care este paralela axei lui si este
departata de la ea cu 3 cm. Diagonala sectiunii este egala cu 16 cm
si face cu planul bazei cilindrului unghiul de 60°. Aflati raza bazei
cilindrului.

25.117. In cilindru s-a dus sectiunea, care este paralela axeilui i taie de
la circumferinta bazei arcul, masura in grade a caruia este egala cu a
(0° < a0 < 180°). Diagonala sectiunii creeaza cu planul bazei unghiul
B. Aflati aria sectiunii, daca raza bazei cilindrului este egala cu R.

25.118. Prin generatoarea cilindrului s-au dus doud sectiuni, fiecare
fiind paraleld cu axa cilindrului. Planele acestor sectiuni sunt per-
pendiculare. Aflati aria sectiunii axiale a cilindrului, daci aria uneia
din sectiunile date este egali cu 30 cm?, iar a celei de a doua —40 cm”.

25.119. Diametrul bazei conului este egal cu 6 cm, iar inaltimea lui —
4 cm. Aflati generatoarea conului.

25.120. Generatoarea conului este egala cu m, iar unghiul dintre genera-
toare si indltime este egal cu a. Aflati aria suprafetei laterale a conului.

25.121. Generatoarea conului este egala cu 25 cm, iar inaltimea — 24 cm.
Aflati aria suprafetei totale a conului.

25.122. Raza bazei si inalfimea conului au fost marite de 2 ori. De cate
ori se va mari aria suprafetei laterale a conului?

25.123. Raza bazei conului s-a marit de 6 ori, iar generatoarea lui a
fost micgorata de 3 ori. Cum s-a modificat aria suprafetei laterale a
conului — s-a marit sau s-a micgorat — i de cate ori?

25.124. Prin varful conului si coarda bazei, ce subintinde arcul de 60°,
s-a dus planul, care face cu planul bazei unghiul de 30°. Aflati aria
sectiunii create, daca raza bazei conului este egala cu 4 cm.

25.125. Sectiunea axiala a conului este triunghi dreptunghic. Raza bazei
conului este egala cu R. Aflati aria sectiunii axiale a conului.
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25.126. Coarda bazei conului, lungimea careia este egala cu a, se vede
din centrul bazei sub unghiul a. Unghiul dintre generatoarea conului
si planul bazei este egal cu B. Aflati indltimea conului.

25.127. Sfera este intersectata de planul, care este departat de la centrul
el cu 24 cm. Aflati raza sferei, daca lungimea sectiunii obtinute alca-

tuleste 5 din lungimea sectiunii cu planul, ce trece prin centrul ei.

25.128. Varfurile triunghiului dreptunghic se afla pe sfera, raza careia
este egald cu 3+/5 cm. Aflati distanta de la centrul sferei pana la

planul triunghiului, daca catetele triunghiului sunt egale cu 8 cm si
15 cm.

Volumele corpurilor. Aria sferei

25.129. Baza paralelipipedului dreptunghic este patrat. Diagonala para-
lelipipedului este egala cu 8 cm si face cu planul fetei laterale unghiul
de 30°. Aflati volumul paralelipipedului dreptunghic.

25.130. Fetele laterale ale prismei hexagonale regulate sunt patrate, iar
diagonala mare a ei este egala cu d. Aflati volumul prismei.

25.131. Baza prismei drepte este trapez isoscel cu bazele de 4 cm si
10 cm, s1 latura laterala 5 cm. Muchia laterala a prismei este egala
cu 10 cm. Aflati volumul prismei.

25.132. Diagonala prismei patrulatere regulate este egala cu 13 cm, iar
diagonala muchiei laterale — 12 cm. Aflati volumul prismei.

25.133. Baza prismei drepte este triunghiul isoscel cu unghiul de 30° la
baza. Diagonala fetei laterale a prismeli, care contine latura laterala a
bazei, este egala cu 8 cm gi este inclinata la planul bazei sub unghiul
de 60°. Aflati volumul prismei.

25.134. Baza prismei drepte este rombul cu diagonalele 5 cm gi 12 cm.
Diagonala mica a prismei este egala cu 13 cm. Calculati volumul
prismei.

25.135. Aflati volumul piramidei patrulatere regulate, latura bazei careia
este egala cu 6 cm, iar sectiunea diagonala este triunghi echilateral.

25.136. inéltimea piramidei patrulatere regulate este egala cu 12 cm,
iar apotema — 15 cm. Calculati volumul piramidei.

25.137. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egala cu
16+/3 cm, iar apotema — 17 cm. Calculati volumul piramidei.
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25.138. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egald cu
6 cm, iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei — 30°. Aflati
volumul piramidei

25.139. Paralel cu axa cilindrului este dusa sectiunea, care este patra-
tul cu latura de 4 cm si sectioneaza de la circumferinta bazei arcul,
masura in grade a careia este egala cu 90°. Aflati volumul cilindrului.

25.140. Coarda bazei de jos a cilindrului este vazuta din centrul acestei
baze sub unghiul a. Segmentul, care uneste centrul bazei de sus cu
mijlocul acestei coarde este inclinat la planul bazei sub unghiul .
Aflati volumul cilindrului, daca generatoarea lui este egala cu m.

25.141. Volumul conului este egal cu 96n cm?, iar raza bazei este egala
cu 6 cm. Aflati aria suprafetei laterale a conului.

25.142. In baza conului s-a dus coarda cu lungimea de 242 cm la dis-

tanta de 1 cm de la centrul bazei. Aflati volumul conului, daca gene-
ratoarea lui este inclinata la planul bazei sub unghiul de 60°.

25.143. inéltimea conului este egala cu 12 c¢m, iar unghiul de la varful
sectiunii axiale — 120°. Aflati volumul conului.

25.144. La distanta de 12 cm de la centrul bilei s-a dus un plan. Aria
sectiunii create este egala cu 641 cm?® Aflati aria suprafetei bilei.

25.145. Lungimea liniei de intersectie a bilei cu planul, care este depar-
tat de la centrul ei cu +/5 cm, este egali cu 4n cm. Aflati volumul bilei.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



192

PRIETENIM CU CALCULATORUL

In acest an de invatdmant voi sistematizati si perfectionati cunos-
tintele voastre, care o sa va permita sa folositi calculatorul in timpul
studierii cursului de matematica. Determinati de sine statator, ce lucru
tehnic voi puteti executa cu ajutorul calculatorului; in ce mod sa prezen-
tati materialele, ce se studiaza intr-un aspect mai intuitiv. Va recoman-
dam de asemenea sa alcatuiti algoritmi pentru rezolvarea exercitiilor si
programe pentru realizarea lor in limbajul de programare, pe care il
studiati. Mai jos sunt prezentate insarcinari, care corespund temelor,
ce se studiaza; insa cu aceste insarcinari deloc nu se limiteaza posibili-
tatile aplicarii calculatorului in cursul scolar de matematica.

Insarcinarile cursului de matematica clasa a 11-a pentru
executare cu ajutorul calculatorului

Pentru punctul 1 ,,Functia exponentiala si proprietatile ei”

Dati exemple din cursurile de fizica, bilogie, chimie si alte discipline
scolare, in care un proces oarecare poate fi descris cu functia exponen-
tiala. Modelati aceste procese cu ajutorul procesorului tabelar; constru-
it1 grafice.

Este oare in microcalculator, in programul standard ,,Calculator” din
calculator, in limbajul de programare, pe care-1 studiati, posibilitatea
calcularii a*?

Pentru punctul 2 ,,Ecuatii exponentiale”

Folosindu-va de notiunea puterii cu exponent real, scrieti algoritmul
rezolvarii ecuatiei a” = b pentru a >0 si b > 0 date. Considerati, ca re-
zultatul cautat este gasit, daca «* difera de b mai putin decat cu 0,01.
Pentru punctul 3 ,Inecuatii exponentiale”

Folosindu-va de notiunea puterii cu exponent real, scrieti algoritmul
pentru rezolvarea aproximativa a inecuatiei a* > b pentru a >0 g1 b date.
Cercetati de asemenea inecuatiile a* > b, a* < b, a* < b.

Pentru punctul 4 ,Logaritmul si proprietatile lui”

Gasiti in microcalculator, in programul standard ,,Calculator” din
calculator, in limbajul de programare, pe care-1 studiati, mijloace pentru
calcularea logaritmilor. In care baza se calculeaza logaritmul? Cum de
folosit aceste mijloace pentru calcularea logaritmului in oricare baza
necesara?

Pentru punctul 5 ,,Functia logaritmica si proprietatile ei”

Alcatuiti in procesorul tabelar tabelul valorilor functiilor exponen-
tiale si logaritmice cu una si aceeasi baza, mai mare decat 1; mai mica
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decat 1. Construiti graficele acestor functii pe un ecran. Care proprietati
ale acestor functii ilustreaza graficele obtinute?

Pentru punctul 8 ,Derivatele functiilor exponentiala si logarit-
mica”

In ce mod in microcalculator, in programul standard ,,Calculator” din
calculator, in limbajul de programare pe care-l studiati, se dd numarul
e? Sunt oare mijloace pentru calcularea logaritmului natural?

Pentru punctul 9 ,,Primitiva”

Folosind mijloacele construirii graficelor functiilor, alcatuiti algorit-

mul construirii graficului primitivei functiei liniare.

Pentru Punctul 11 ,,Aria trapezului curbiliniu. Integrala deter-
minata”

Admitem ca voi dispuneti de subprogramul, care calculeaza valoarea
unei oarecare functii in oricare punct. Cum de calculat integrala deter-
minata a acestei functii in intervalul dat?

Calculati in acest mod cateva integrale din exercitiile pentru acest
paragraf si comparati rezultatele cu rezultatele, pe care le-ati obtinut
in timpul executari exercitiilor.

Pentru punctul 12 ,,Regulile combinatoricii pentru suma si pro-
dus”

Cu ce mijloace in microcalculator, in programul standard ,,Calcula-
tor” din calculator, in limbajul de programare pe care-1 studiati, se
poate calcula factorialul unui numar? Alcatuiti in procesorul tabelar
tabelul valorilor a catorva factoriale a primelor numere naturale.

Pentru punctul 13 ,,Permutari. Aranjamente. Combinatii”
Admitem, ca voi dispuneti de programul, care calculeaza factorialul
numarului. Folosind acest subprogram, alcatuiti algoritmul pentru
calcularea numarului de permutari, aranjamente gi combinatii.
Pentru punctul 14 ,,Determinarea clasica a probabilitatii eveni-
mentului aleatoriu”
Faceti cunostinta cu notiunea ,,Generator de numere aleatorii”. Gasiti
in limbajul de programare, pe care il studiati, mijloacele de obtinere a
numerelor aleatorii.
Pentru punctul 15 ,,Elemente de statistica matematica”
Formati un set de valori cu folosirea generatorului de numere alea-
torii. Completati cu aceste valori un tabel. Aflati amplitudinea, valoarea
medie, moda si mediana setului de numere obtinute.
Pentru punctul 16 ,,Prisma”
Construiti in redactorul grafic imaginea prismei drepte, prismei
oblice, imaginea inaltimii prismei, sectiunii diagonale a prismei. Con-
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struiti proiectiile prismei pe planul, paralel bazei prismei, si pe planul,
paralel inaltimii prismei.
Pentru punctul 17 ,,Paralelipipedul”

Construiti in redactorul grafic imaginea paralelipipedului; parale-
lipipedului dreptunghic. Ce proprietati ale acestui corp si ce proprietati
ale proiectarii paralele trebuie de luat in considerare pentru a obtine o
imagine adecvata?

Pentru punctul 18 ,,Piramida”

Construiti in redactorul grafic imaginile diferitor piramide. Constru-
itl imaginea inaltimii piramidei, unghiului diedru al piramidei de la
muchia bazei.

Pentru punctul 19 ,,Cilindrul”

Alcatuiti un program, care dupa raza bazei si inaltimea date ale ci-
lindrului va calcula aria suprafetei laterale si aria suprafetei totale a
lui.

Pentru punctul 20 ,,Conul”

Alcatuiti un program, care dupa raza bazei si inaltimea date ale
conului va calcula aria suprafetei laterale si aria suprafetei totale a lui.
Pentru punctul 21 ,,Bila si sfera”

Alcatuiti un program, care dupa raza data a bilei gi distanta data de
la centrul bilei pana la un plan determina:

e amplasarea reciproca a bilei i a planului;

e aria sectiunii bilei cu acest plan;

¢ lungimea liniei de intersectie a suprafetei bilei cu acest plan.
Pentru punctul 22 ,,Volumul corpului. Formulele pentru calculul
volumului prismei si piramidei ”

Alcatuiti un program pentru calcularea volumului:
1) prismei regulate cu n laturi, cu latura bazei a si inaltimea h;
2) piramidei regulate cu n laturi, cu latura bazei a si inaltimea h;

Pentru punctul 23 ,,Volumele corpurilor de rotatie. Aria sferei”

Alcatuiti un program pentru calcularea:

1) volumelor corpurilor de rotatie (conului, cilindrului, bilei);

2) ariei suprafetei sferei.

Construiti cu ajutorul redactorului de diagrame in Word sau Excel o
diagrama cu coloane. Alegeti tipul diagramei ,,spatiald” si reprezentarea
a unui sir de date in aspect de diferite corpuri geometrice (prisme, conuri
etc.). Folosind cunostintele obtinute despre volumele corpurilor, deter-
minati care din aceste figuri oferd o inchipuire mai adecvata despre
corespunderea marimilor reprezentate pe diagrama cu realitatea.
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Raspunsuri si indicatii la exercitii

2a" 1 1

W. 1.13. 1) 4 ab; 2) W. 1.14. 1) Da, 2) da,
3)nu; 4)nu. 1.15. 36. 1.16. [-2;4]. 1.18. 3) (-4;+); 4) [1; +o0).
1.19. 1) (—o0; +0); 2) [0; +0). 1.20. (—o0; 0)U(0; +o0). 1.22. 1) Nu are radaci-
na; 2) o multime de radacini; 3) 2 radacini. 1.23. 1) 1 radacina; 2) o multime de
radacini; 3) 2 radacini. 1.24. Indicatie. Gasiti domeniul de definitie al functiei

date. 1.25. 1)4; i; 2)1; -1. 1.26. 1) 6; %; 2) 6; 5%. 1.29. 2) 33.2*"%;

1.12. 1) -6a" -13; 2)

3)13-3%7Y; 4) 5.2*"%; 5) —29.6"'; 6) 12.9%. 1.30. 1) (—o0; —2)U(=2; 4)U
U(4; +0); 2) [0; 16]. 1.31. 1) (—o0; 16]; 2) [3; +0); 3) (—1; 1).
2.3.1)1;2)3;3)3;4)1;5)3;6)2. 2.4. 1) 2; 2)4; 3) 1; 4) 3. 2.5. 1) 1; 2; 2) 2;

3)1;4)2.2.6.1) 1;2)-1;2.2.7. 3) —%; 4) i%+2nk, keZ. 2.8.3) (-1)** -g+nk,
keZ; 4)6,5.2.9.1)5;2)2;3)1; 4)3. 2.10. 1) 1; 2) 2; 3) 2; 4) z 2.11. 1)-1; 1;

2)2; 3)1; 4) 1. 2.12. 1)-1; 1; 2)-1; 3) 0; 4) 2. 2.13. 1) %; 2)3; 3)0; é; 4) 2.

2.14. 1) 4; 2)0: %; 3)2. 2.15. 1) —%; %; 9)1. 2.16. —1; 2. 2.17. 2. 2.18. 0.

2.19.1) 0; 1;2) 0;—1; 3) —1; 4) 0. 2.20. 1) 0; 1; 2) 0; 2. 2.21. [-3; 2) U(2; 7]. 2.22. %

3.4. 5) (=005 1)U (5; +0); 6) [—3; ﬂ 7) (=o0; 0); 8) [-1; 2]. 3.5. 3) (o0 —1)U
U(2; +00); 4) (—00;—2]U{%;+00); 5) (-1;+0). 3.6. 1)5; 2)3; 3)4. 3.7. 1) -5;

2)7. 3.9. 1) (-0 —2]; 2) (=o0;4]. 3.10. 1) (—=1; +00); 2) (=005 2); 3) (5; +0);
4) (=o0; —1]; 5) (=00; 0]; 6) (—o0;1). 8.11. 1) (—o0; 2); 2) [0; +0); 3) (3; +0);
4) (I, +0). 3.12. 1) (Z+); 2) (-o051); 3)[0; 1]; 4) (-0 =3]U[-2; +0);
5) (=o051]; 6) [1;+00). 3.13. 1) (-o5;0]; 2) [6;+20); 3) (—o0; —=1)U(0; +0);

4)[0; 2]. 3.14. 1) (-0 2)U(2;3]; 2) (-w;-g)u(-g;z}. 3.15. 1) (2 +co);
2) (=3; 1); 3) (=o0; —2]U[0; +00); 4) {0}. 8.16. 1) (1; +0); 2) —oo;% . 8.17.[0; 1].

3.18. [0; 4]. 3.19. 1)(0; 1); 2) (—o0;—-1]U(0;+0). 3.20. 1) (0; 3,
2) (—o0; 0)U(0;1]. 3.21.1,5. 3.22. 1.
4.17.1)-3;2)-1; 3) %; 4) % 4.18.1) 1;2)-1; 3) 1. 4.19. 2) 4; 3) 60; 4) 180.

4.20. 1) 72; 2) 10. 4.21. 1) %; 2)-3; 3)2; 4)4. 4.22. 1)-5; 2)-2; 3)6; 4)9.

4.23. 2) 144; 3) 64; 4) 1; 5) 0; 6) 48. 4.24. 1) 9; 2) 10; 4) 2. 4.25. 0. 4.26. 1g 2.

Indicatie. in fiecare din logaritmi treceti la baza 10. 4.27. g 4.30. a+3bb.
a—
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196 Raspunsuri si indicatii la exercitii

431.1)x  =-2,x

max

=2;2)x =1, x_. =——.

min max min 9

5.17. 2) nk<x<g+nk,keZ; 3) (0; 1)U (1; +o0); 4) (o0 9)U(9; 10).
5.18. 2) (-3; -2)U(=2; +0); 3)2mk<x<m + 2nk, keZ. 5.19. 1) 2; 2) 1; 3) %

5.20. 1) %; 2) 3. 5.21. 1) 1 radacina; 2) 1 radacing; 3) 1 radacina. 5.22. 1) 1 ra-
dacind; 2) 1 radacina. 5.23. 1) 2 <log,10 < 3;2) 2 <log,5 < 3; 3) -2<log, 7<-1;

3

4)-1<log,,2<0.5.24.1) 4 <log,29 <5;2) -4 <log, 9<-3. 5.25.1) log,5>1og_4;
2

2) 1081,5 1,3< logl’3 1,5; 3) 10g0v70,8 < 10g0’80,7. 5.27. 1) toate numerele reale, cu ex-
ceptia numerelor de tipul §+ 2nk, k€ Z; 2)toate numerele de tipul 2nk, ke Z;
3) (-2 -v3)u(-v3;v3)u(v3:2); 4 BHU@6];  5) (-2 -DU(-L3);

6) (5 DUGOUET; 1 (GDUE3) 8 (-3 -2V -DU(0; +o).
5.28. 1) (—o0; 0)U(0; +0); 2) toate numerele reale, cu exceptia numerelor de

tipul —g+ 2nk, kEZ; 3) toate numerele de tipul g+ 2nk, keZ;

4) (-8;-2)U(-2;-1); 5) (0;7)U(7;8); 6) (-1;1)U(1;2). 5.29. 1) Vezi desenul;
2)vezi desenul. 5.30. 1)7; 2)nu are radacini; 3)1; 4)15;

1 2
5) (-1)* arcsing+ nk, ke Z; 6) ign +2nk, ke Z.

Yy Yy
1 1 |- - O—
i1 _ i1 o
o | x 0] | x
—] |- O— -1
Pentru sarcina 5.29 (1) Pentru sarcina 5.29 (2)

6.5. 1) 16; 2) 64; 3) 27; 4) 6; 5) 6; 6) 512. 6.6. 1) %; 2) 5; 3)10". 6.7. 1) —2; 6; 2) 5;

3) nu are radacini; 4) —2. 6.8. 1) —2; 2) nu are radacini. 6.9. 1) 4; 2) 2; 3; 3) 5; 4) 4.

6.10. 1) 1; 2)2; 3) g; 4)-1. 6.11. 1) 2; %; 2)9; %; 3) 25; \/5; 4)8; 10"-2.

6.12. 1)-8; -%; 2) 343; i; 3)27; ¥3; 4) %. 6.13. 1)1; 2)—1; 3)0; 4)6.
6.14. 1) 0; 13; 2) —2. 6.15. 1) 4; 2) 7. 6.16. 1) 3; 2) 8. 6.17. 1) 3; 4; 2) 1; 3) 4; 4) 3.
6.18.1) 4; 2) 3. 6.20. 1) Creste pe intervalul [-2; 1], x__ =1,x . =-2;2) creste pe

intervalele (—o0; —3) si(-3; 0], x___ = 0; 3) creste pe intervalul [-1; 5], %, =-1,
x . =5.6.21. y=-8x+18.

mi

7.5. 1)21; 2)26. 7.6. 1)0; 2)0; 1; 2; 3; 4; 5. 7.7. 1) (I; +0); 2) (0; 1);

max
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11

3) (3;+); 4) (=3; -2)U(3; +0); 5) (-5 =3]U[4;9); 6) (_E

5 4}U[5; +00),

7.8.1) (g 4]; 2) (? g) 3) [5; +00); 4) (03 —4]U[3; 5). 7.9. 1) [-L; 1) U(3; 5];

2) (-2-DU(0;1); 3) (-6;-5)U(-5;—-4); 4) [-1;0)U(3;4]; 5)(3; 6]; 6)(1; 3].
7.10. 1) (2; 3); 2) [1,2)U(4;5]; 3) [-4,-3)U(0;1]; 4) [0;1)U(L;2]; 5) (=3; —1);

6)(4;5]. 7.11. 1) (5+); 2) (L +); 3)(0;4); 4) (57 5) (—1; —g;
6) (—00; —g} 7.12. 1) [-1; 0); 2) (1; 2]; 3) [11; +o0); 4) [%, +00). 7.13.1) {%, 5};

2) (o;ﬂuw;wo); 3)(0,0001; 10);  4) [%;256}; 5) (03 4]U[8; +00);

1 1 1
6) (0, E}U{g, +00). 7.14. 1) (O, g}U[& +00); 2) (0; 0,11U[1000; +0);

3) (0,5; 4); 4) [0,04; 5]. 7.15. 1;—20. 7.16. (1; -2) si (—é; %} 717 y=—x+2.

89. Ny=x+1;, 2)y=2x+1; 3)y=2+2In2)x—21In2; 4)y=4x-1.
810. 1)y=x-1; 2)y=2x+1. 811. 1)y=2; 2)y=-1. 8.12. y=-1600.
8.13. 1)y=ex; 2) y=x+1+1n 5. 8.14. 1) Creste pe intervalul [0; +0), descres-

te pe intervalul (—oc; 0], x

mi

. 2
. =0; 2) creste pe intervalul {0; 12}, descreste pe
n

. . 2 2 .
intervalul (—oo; 0] si Lz;+00j, x . =0, x =—2; 3) creste pe intervalul
n n

= 3; 4) creste pe interva-
.= 1; 5)creste pe intervalul

[3; +0), descreste pe intervalele (—oo; 2) si (2; 3], x .

min

Iul (—o0;1], descreste pe intervalul [1;+0), x

ma:

1 1 1
[e L) +00), descreste pe intervalul (0; e 31 X, =€ %; 6)creste pe intervalul

(0; 1], descreste pe intervalul [1; +o0), x_ =1; 7) creste pe intervalul (0; +c0);

ma:

8) creste pe intervalul [e; +c0), descreste pe intervalele (0; 1) si (1; ], x , =e.

in

8.15. 1) Creste pe intervalul (—00; 3}, descreste pe intervalul {3; +00j,

In3 In3
3 . .
X, =§; 2) creste pe intervalul (—oo; —2], descreste pe intervalul [-2; +0),
n
x_..=—2; 3) creste pe intervalul [1; +0), descreste pe intervalul (0; 1], x_, =1;

4) creste pe intervalul (0; e], descreste pe intervalul [e; +0), x = e; 5) creste
pe intervalul [1;+o0), descreste pe intervalul (0; 1], x . =1; 6)creste pe

. . 1
intervalul (0; €?], descreste pe intervalul [e?; +o0), X, = e’ 8.16. e+ 1; —-1.
e

8.17. 1, 0.

2
e
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198 Raspunsuri si indicatii la exercitii

11N 0 1 x

ol 1 X
Pentru insarcinarea Pentru insarcinarea Pentru insarcinarea
8.18 (1) 8.18 (2) 8.19

8.18. 1) Priveste desenul; 2)priveste desenul. 8.19. Priveste desenul.
8.20. 1) g+nk, ig+2nk,keZ; 2) —g+2nk, (-1 %Mtk,keZ. 8.21. 1) (4; 4);
2) (4; —-4).
x* 10 . x!
9.6. 1) y=?+§; 2)y=——cosx—2; Jy=e"-7. 9.7. 1) y=7+1; Dy=

x

=sinx+2; 3) y= 9.8. 1) y=—l—6; 2) y=tgx+2\/§; 3)y=In(—x)+4;
x

In

4)y=—3i3+%. 9.9. 1) y=2Jx +2; y=lnx—1; 3)y=x"—24.
X
9.13. 1) (2; 2, 12]; 2) [0,68; 0,7). 9.14. 1) tg 20;; 2) 2.
10.3. )F(x)=x—2"+8; 2)F(x)=+"—24*+5; 3) F(x):4x+1—4; 4) f(x) =
X

3
=%—1. 104, 1)F(x)=3x—3+6; 2)F(x)=x'—2+x+5: 3) F(x)=

=x>-2Jx -2 4) F(x) =-2 cos x. 10.5. F(x) = x* + 2x* — 3, primitiva mai are inci
3
un zerou, care este egal cu 1. 10.6. F(x) =%—12x+27. 10.7. F,. 10.8. F,.
3
10.9. s(t)= %+ t*—3¢. 10.10. s(t)=2t"+t—47 sau s(t)=2t*+¢t—67. 10.11. F(x)=
2

=—x2+5x—ﬂ. 10.12. F(x):x—+x—3,5. 10.13. 1) nn, E+211:n,neZ; 2) i5—n+
4 2 2 12
+mnn, neZ; 3) nn, i%+2nn, neZ. 10.14. 1) (-o0; -2,5)U(0; 2,5]; 2) [-2; 1).
11.5. 1)42; 22, 3)4: 4715 5) Ling; 6) 11, 11.6. 1) 125 2) 71 3)8In 2.
3 2 3 2 3 3 3
11.8. 4) 70; 5) 39; 6) 1,5—0,5¢%. 11.9. 2)—45; 3) é; 4) 1% 11.10. 1) 102; 2) é;
3)e’—1;4)4In4—3;5) 12 —41n 4; 6) 102; 7 1%; 8) 4,5;9) 4,5; 10) %; 11) é; 12) 1;

13)24 - 7In 7: 14) V2 -1. 11.11.1) 4%; 2) 2; 3) 1%; 4) 4,5, 5) zg; 6)6—31In 3;

7)1; 8)12-5In5. 11.12. 1) (0;1)U(8; +o0); 2) (log,,6; +o0). 11.13. (1; +0).
11.14. 3; -3. 11.15. 2; -2. 11.16. 1) -1,5; 2) 1; 3) 1. 11.17. 6. )

12.1. 4.3. 12.2. 5.5, 5.4. 12.3. 3.6-5. 12.4. 5!. 12.5. 6*. 12.6. 5°.
12.7. 1) 3-2; 2) 3-3. 12.8. Cand Anton a luat un mar. 12.9. 3.2+4-3.
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Raspunsuri si indicatii la exercitii 199

12.10. 3.-6+3-5+6-5. 12.11. 1) 4!; 2) 3!. 12.12. 5.6° 12.13. 4. 5% 12.14. 9.10°,
12.15. 2. 12.16. 6°. 12.17. 6-7-4. 12.18. 6-7-3. 12.19. I mod. 4 -4!; modul

IT. 5!-4l. 12.20. 4!.2. 1221. 9.10°-2. 12.22. 9.10*-4. 12.23. 4.3 -2+
+5-2+6-4. 12.24. 57 +4.5% 12.25. 1)4,1; 2) 1; 3) 2; 4) 83; 5) 1; 6) 4. 12.26. 3.

13.1. 7. 13.2. 20!. 13.3. 5!. 13.4. A’. 13.5. A. 13.6. A°. 13.7. A}.
13.8. AZ. 13.9. C;. 13.10. C.. 13.11. C;. 13.12. AZ.A!. 13.13. CZ.C}.
13.14. C},-Cg. 13.15. 7-C;,+12-CZ. 13.16. I mod. C;+15-C;+9-C;;
modul II. C}, -CJ. 18.17. 40 %.

14.1. Nu. 14.2. Da. 14.3. 1)0: 2) 1. 14.4. 1)0: 2) 1. 14.6. 3) g; 5) g
14.9.5) 2 6) L. 14.11. 1) — 25 3) 2" 1412, 9) ™ 1413 2
17 17 a+b+c a+b+c n+m+k 33
5 3
14.14. = 14.15. 92 1416, 95 14.17. 1) 18, 2) 3. 14.18. 2) 8. 14.19. 2 ore.
494 C27 1000

15.3. Moda. 15.4. Mediana si moda. 15.11. 2,21875 ~ 2,2 mingi in timpul
unui joc. 15.12. 3,8. 15.17. 1) 6; 2) 3. 15.18. 1) —é; 2) i; 3) 1;4) 1. 15.19.-0,96.
16.13. 18 cm® 16.14. 32+/2 cm® 16.15. 1) a+/2; 2) 45°. 16.16. 2a, a/5.
16.17. 2acosgtg6. 16.18. 9 cm. 16.19. 7 cm. 16.20. 6 cm. 16.21. 726 cm?

a*\7

4

16.22. 1247 cm?® 16.23. 48 cm®. 16.24. 1250 cm”. 16.25. 1) 2V7; 2) arcsin¥.

a’ 1 @ tgg
16.26. ————— 16.27. 1) ~dtgf; 2) 2 16.28. 522 cm®. 16.29. 6 cm,
2cosPtg” B tg o 2 4cospP

8cm sau 8cm, 6 cm. 16.30. %h2 tgo. 16.31.

2 .
h”sina

2(1—4sin25)
2

17.5. 7cem. 17.6. 2cm, 4cm, 4em. 17.7. a+/3. 17.8. 3642 cm?

16.32. 3V10 cm.

17.9. 1) arctgi; 2) arctgi. 17.10. 1) arcth; 2) arctgﬂ. 17.11. 18 cm?
12 13 5 37
2d°t
sau 16em’. 17.12. 22 8P 1713 14473 em? 17.14. 12(v2+2) cm?.
singtgg
2

17.15. 4(5+/3 +4) cm® 17.17. 2 cm. 17.18. 64 cm®. 17.19. 2,/S? + S2. 17.20. /%.

17.21. 300 cm? 17.22. 50(v2 +1) cm?®.
18.12. 100(v3+1) cm®. 18.13. 163 cm’ 18.14. 6cm. 18.15. 20cm,

2
V281 cm, 20 cm, /281 cm. 18.16. %b2sin2[3. 18.17. %aztgoc. 18.19. : \/g.
cosoL
2

18.20.

. 18.21. 72 cm®. 18.22. 756 cm®. 18.23. 3) 24 cm? 18.24. 20 cm.

2cosa
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200 Raspunsuri si indicatii la exercitii

18.25. 20 cm. 18.26. 5v3 cm. 18.27. 1) 32+/2 cm? 2) 2 cm. 18.28. 1) 20+/3 cm;

o

2)—cm 18.29. 1)160 cm? 2)4+/3 cm. 18.30. 1) 4 cm; 2)(32+8Jﬁ+

+24\/_) cm?. 18.31. 360 cm?. 18.32. 16 cm. 18.33.1: 9.
19.8.1874/3 cm® 19.9. 13 cm. 19.10. L 42 gin 2., 19.11. 2mem?®. 19.13. 24742 em?.
2

2 2 2 . 2
2na 18P 1916, ™M 520 1917 8cm. 19.18.2R° sin%tg B.

2
cos” — cos—
2 2

19.14. 128n cm? 19.15.

19.19. 48 cm®. 19.20. Indicatie. Construiti sectiunea axiali a cilindrului, care
trece prin punctul A. 19.21. 16 cm. 19.22. 10 cm. 19.23. htg%tg(45°—g).
4

19.24. 6 cm. 19.25. 413 cm.

H? H*
5 2) ™ 20.8. 1) a sinoy 2) ma® sinZ. 20.11. 25 cm,
go sinatgo 2

20.7. 1) -

t 1020n
a gB T cm?.

20 cm. 20.12. 160n cm®. 20.13. . 20.14. 2msin 2s1n[3 20.15.

2sin—
H? 1;gB

20.16.—2.20.17. 327+/2 cm? 20.18. na 2tgo(2coso+1). 20.19.
sinatga

a2
.‘ZSln(thg

2 2
20.20. 847 cm?® 20.21. 1(9++2) cm® 20.22. 200743 cm® 20.23. 24071 cm®.

20.24. Scm. 20.25. 216°. 20.26. — . 20.27. i cm. 20.28. 10 cm.

cosotg
20.29. 8 cm. 20.30. 12+/3 cm.

21.138. nR%os%x. 21.14. 473 cm. 21.15. 24 cm. 21.16. 8cm. 21.17. 7 cm.
21.18. 32rcm® 21.19. lcm. 21.20. 15cm. 21.21. 842 cm. 21.22. 6cm.
21.23. 10 cm. 21.24. 25 cm. 21.25. a®/2.

3 K3
3a \/g 22.7. f . 22.8. 288cm®. 22.9. 6cm.
4tg”a
3243

22.10. 36 800 m®. 22.11. h—g 22.12. 456 m®. 2218 3 cm®. 22.19. 1692 cm®.

22.2. 8cm® 22.5.

22.20. 18 cm®. 22.21. 480+/3 cm®. 22.22. 162+/3 cm®. 22.23. 1152 cm®. 22.26. %
a2 J3
12

22.29. Tb3 sinacos®ol.

2
22.27. gb?’ sin®o.cosa. 22.28,

2252
22.30. d®sin®oi,/cos20. 22.31. d®sinosinP+/cos®o—sin®p. 22.32. 5;/—3 cm®.

3
a

22.33. dstg tgB. 22.34. ic sin2Bsinftgo. 22.35. ia tgo. 22.36. 5

22.37. 108cm. 92.38. 2880 cm’. 22.39. © P 5o 4o %b s1ngtgoc.

12cosa.
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Raspunsuri si indicatii la exercitii 201

a3\/§ 3
8

22.41. %as sin®atgp. 22.42. ? cm’. 22.43. 404/3 cm’. 22.44. . 22.45. ;‘—6

22.46. 96 cm®. 22.47. 643 cm® 22.48. 936cm® 22.49. 1)p=4; 2)p=0.

3 3
23.4. ma’h. 23.5. ’“Z . 23.6. 750mem®. 23.11. 39 t. 23.12. “R3‘/§.
23.13. 647 cm®. 23.14. 1257 cm®. 23.15. 2401 cm®. 23.24. 9 : 25. 23.25. 80 m.
' " 2330, " tEB

m
o o o o

cos? ftgz B 3sin—cos® = 24sin® =
2 2 2

23.26. 77 kg. 23.27. — " 23.28. nR®. 23.29. — "
23.31. 4"9& cm®. 23.32. 6cm. 23.33. 1,6 t. 23.34. 125 bile. 23.35. 6 cm.
23.37. 232ncm® 23.38. 160m cm?® 23.39. 55,3 m. 23.41. 3380mcm®. 23.42.
2nd’® tg &

23.43. 448mcm®.  23.44. 225mcm’.  23.45. éna3 sinPtgp.
cos’ % tg B
23.46. 25001 cm?. 23.47. 136m cm®. 23.48. 153°. 23.49. 36°, 36°, 108°. 23.50. Da.
24.13. 14. 24.14. 20. 24.15. 3. 24.16. 11 buchete. 24.17. 4. 24.21. 1) 6; 2) 3;
3) 3. 24.32. 36 pachete. 24.33. 14 borcane. 24.34. 32 de ore. 24.35. 15 ore.
24.36. 1) 36 caiete; 2) 12 caiete. 24.38. 54 ore. 24.43. S-a micsorat cu 25%.

24.45. 45000 grn, 15 000 grn. 24.46. 200 g, 400 g. 24.47. 20 kg, 30 kg. 24.51. 4%.
24.54. 72 600 grn. 24.65. 1) Nu are radacini; 2) 2; 3) 4; 4) 1,5. 24.68. 1) (2; -3);

2) (%;—1]; 3) (4 2); 4)(8; —9). 24.70. 2)(<2; 1) 3)(1; 1), (3,6;11,4).
24.77. 4)(-o0;18]. 24.80. 1)a<—i; 2)a<6,4. 24.81. 3)(—%;5); 4 Q.
24.84. 1)11; 2) 4. 24.87. 5)—3%; 6)%. 24.101. 1)1 radcini; 2) 2 radicini.

24.102. 2)—4; 4)—1; 5)4; 6)5. 24.103. 1) 1; 16; 2)&; 4) 4. 24.104. 3) [-6; 4];

4) [7; 8)U(8; +2); B5){5}; 6) (—oo; —T)U[3; T)U(T; +0). 24.116. p=4, g=1.
24.119. a)k > 0, b<0; 6) k<0, b > 0. 24.125. Pentru m = 0 avem: —1, 1, 3;
pentru m=2 avem: 5, 5, 5. 24.129. 1377. 24.130. 616. 24.136. 1<a<3.

24.137. 1) 5;—3; 2) T 6. 24.144. 1) isinoc; 9) 4cosdo. 24.147. —3?“. 24.148. 3

radicini.  24.149.  4) ig+%k,keZ; 5) §+nk, —arctg§+nk,keZ.
24.155. 2) (—1; 4]; 3) [0; 4]; 4) (=003 —2]U[0; +0). 24.156. 1)2; 2) 5; 3) 1; 4) 8.
24.157. 1) (2;+0); 2) (-o0;3); 3) (0;+20); 4) (2; +0). 24.158. 1) 4; 2)log,2;

3)log. 5; 4)0; 3; 5)-1; 2; 6)1; log3g. 24.159. 1) (1;+); 2)[-2; 1];

3) (—o0; —2]U[L; +00); 4) [-2;+0). 24.162. 1) (1;+0); 2) (2; 3)U(3; +0).
24.168. 2) 50; 3) 27; 6) nu are radacini. 24.169. 1) 1,5; 2) 5,5; 3) 2; 3; 4)—1.

24.170. 1) ;; ¥9; 2) e”; 3) 10; 100; 4) 81; 3. 24.171. 4) [-5;-4)U(0; 1];

73;
e
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202 Raspunsuri si indicatii la exercitii

7 (f +ooj, 8) (1; 3). 24.172. 1) (0; 1]; 2) (1; 3]. 24.173. 1) (0; 1JU[10; +0);

1 1 1 n 3
2) |=;1]; 3)|0;— |U[8;+0). 24.177. 1) y=——x-2; 2)y=—x——+—.
)[e jl )( 32:|[ ) )y 2 )y2 12 4
24.178. (2; 3). 24.179. (1; 0). 24.180. y = 5x si y = bx — 27. 24.182. 1) Creste pe

. 11 . 1 .1 1
intervalul [—5;2}, descreste pe intervalul (—m;—g} s1 {Z;+00), X ==

max ’
4

1 . .
x, . =—§; 2) sapocrae Ha R; 3)creste pe intervalul (—oo;—4] si [4; +0),

min

descreste pe intervalul [-4; 0) s1 (0; 4], x  =—4,x . =4; 4) creste pe intervalul

max

(—o0; —2), (=2; 1] si [4;+0), descreste pe 1ntervanlu1 [1; 2)s1 (2; 4], x =1,

max

x . =4; 5)creste pe intervalul (—oo; —1], cmamae ma mpomisk- Ky [—1;+0),

x::; =—1; 6) creste pe intervalul [2; +o0), descreste pe intervalul (0; 2], x_. = 2.

24.183. 1) 1; -6; 2) g; -1; 3) \/5; —\/5; 4) %; —1. 24.184. 1) Priveste desenul;

2) priveste desenul.

YA
8 L
0] 2183 x
Pentru sarcina 24.184 (1) Pentru sarcina 24.184 (2)
24.185. 2) \/;—%+C. 24.186. 1) F(x)=x"+ 4x—11; 2) F(x)=x"—x* + 3x + 5.
X

82

24.187. 1) 2; 2)18; 3) 4ln 3—4; 4) 6. 24.188. 1) =9 In 3; 3) %; 4) 4,5.
24.189. 72. 24.190. 8!. 24.191. C2,. 24.192. 12C2%. 24.193. 4!. 24.204. 13.
24.206. 2 ore 15 min, 2 ore 24 min.

25.1. 84cm. 25.2. 60cm’ 25.3. V26 cm. 25.4. 10cm. 25.5. 12cm.
25.6. (vV2+1) cm®. 25.7. 4V13 cm. 25.8. ———. 25.9. 48cm. 25.10. 8cm.

sin 20

25.11. 20cm. 25.12. 192cm. 25.13. 8cm. 25.14. 24 cm. 25.15. 28 cm.
25.16. 30 cm. 25.17. 36 cm? 25.18. 36cm? 25.19. 18 cm® 25.20. 98 cm?.
25.21. 6cm. 25.22. 4,5cm. 25.23. 128 cm. 25.24. % em’. 25.25. 15 cm,

441n
C

24 cm. 25.26. 6 cm. 25.27. 60°. 25.28.

m? 25.29. 2 cm. 25.30. 12 cm.
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Raspunsuri la insarcinarile ,Controleaza-te” in forma test 203

25.31. 60+/2 cm? 25.32. 22 cm. 25.33. 96 cm?. 25.34. 2 95.35. 15cm.
sing
a*\3
25.36. 230 cm?®. 25.37. 5 25.38. 96 cm?® 25.39. 135 cm®. 25.40. 288 cm?.

25.41. 624 cm®. 25.42, 196 cm. 25.43. 100°. 25.44. 58°. 25.45. 1 : 2. 25.46./3:2.

25.47. M. 25.48. 15°. 25.49. 6 cm. 25.50. 20 cm. 25.51. 291 cm. 25.52. 8 cm,

12 cm. 25.53. 18 cm. 25.55. /5. 25.56. A (3; —2). 25.57. (0; —1,5). 25.59. (x— 1)*+
+(—-T)1=25. 25.60. y=3x+7. 25.61l. y=xv3+2. 25.62. y=-05x—4.

25.67. 10. 25.70. m(7;1). 25.71. /65. 25.72. 1. 25.73. 18. 25.74. 6.

25.75. 1) %; 9)1. 25.76. 135°. 25.77. A—M=§a—+b“. 25.78. ﬁ:%b——ia—.

25.82. 120°. 25.87. (6; —9). 25.88. (3; 4). 25.99. 10+/3 cm. 25.100. 300 cm>.
25.101. 360 cm? 25.102. 5+/7 cm. 25.103. 30 cm, 20 cm, 18 cm. 25.104.12+/17 cm?.

95.105. 12a’tga. 25.106. 2P 95107, 2a2(4sin§tgﬁ+sinoc).
tga

25.108. 3 cm. 25.110. M. 25.111. 1250 cm®. 25.112. 600 cm?®. 25.116. 5 cm.

2cosol

25.117. 4R2sin2§tgﬁ. 25.118. 50 cm® 25.121. 350mcm® 25.124. 8cm®

25.125. R~ 25.126. 2P 95127, 30 cm. 25.128. 6. cm. 25.129. 642 cm’.

e
2sin—

3d® 15

50
25.138. 343 cm® 25.139. 32mcm’. 25.140.

25.130. . 25.132. 254119 cm®. 25.133. 48 cm®. 25.135. 366 cm®’.

3
mm

25.141. 607 cm>
tg? ﬁcoszg

25.142. 3n cm®. 25.144. 8321 cm?.

Raspunsuri la insarcinarile ,,Controleaza-te” in forma test

Numarul Numarul problemei

11213 |4|5|6|7[8|9|10(11|12|13|14|15|16|17|18
1 DIB|B|D/B|A|C|B|D|B|C|C|A|C|C|A|C|B
2 B|D/B|D/ D BI/A|B|B|A|A|C|B|B|D|C|C|A
3 bDfCc|lA|{B|C|C|D|/D/B|D|D|B|B|B|B|D|C|A
4 AfC|B|C|B|D|C|D/A|D|A|B|A|C|A|B|A|B
5 B|C|A|A|D|/D/A|B|B|D|C|C|A|C|D|A|B|A
6 DIB|D|A|A|B|C|D|C|C|B|B|[C|B|D|A|D|C
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98
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conului
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129

— — — cilindrului (umaiagpa) 123
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— conului (k6uyca) 128
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imoBipHOCTI) 78
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MHOTOTpAHHUEKA) 99
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106
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Fetele megiese ale poliedrului (I'pasni
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105
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MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Indice de materie

205

Identitatea logaritmica fundamenta-
1& (OcHoBHA soTapudMmivaa
TOTOKHICTD) 21

Indice de materie (ITpenméruumit
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128
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105
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COpUATINBUiL) 89

Rezultate egal posibile (Pesyipratn
piBHOMO:JINB1) 78

Sectiunea axiala a conului (OcboBrit
mepépi3 kéuyca) 128

— — cilindrului (rmaiagpa) 123

Sectiunea diagonala a piramidei
(HiaroHApHMI Tepépia mipamim)
110

— — prismei (mmpuammu) 100

— cilindrului (mrisgpa) 122

Selectie (Bubipka) 83

— reprezentativa
(perrpeseHTaTiBHA) 83

Sensul geometric al integralei
determinate

(TeomeTrprunmit 3MicT BH3HAYEHOTO
irTerpasa) 60

Sfera (Cdpépa) 133

Statistica (CraTicrura) 82

Suprafata laterala a conului (Biuna
moBépxHA KOHyca) 128.

— cilindrului (mrisgpa) 122

Tetraedru regulat (Terpaeap
npasuiabHmit) 111

Totalitatea generald (I'emepanbua
CYKYIIHICTE) 86
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Tpanéria) 57
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Iui (KyT MHOrOrpAHHUEA
IBOTPAHHUH ITpu pedpi) 99

— — plan de la varf (ma6ckuii mpu
BepIiHi) 98

Valoarea medie (Cepénue suadueHHs)
86
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128

Volumul corpului (O6’em Tima) 141
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"Dragostea mea este Ucraina si matematica’. Aceste cuvinte
ale lui Mihail Pilipovici Kravciuk (1892-1942) sunt incrustate
pe postamentul monumentului de granit al savantului.

Noi speram cad aceastd, tezd patriotica a eminentulul
matematician ucrainean va deveni $i pentru voi un indicator
sigur pe drumul spre profesionalism.
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Graficul functiei exponentiale

yﬂ
y=a%
O0<a<l1
1
a--_l
x o] 1 x

Proprietatile logaritmilor
alogab =b,

log,1=0, log,a=1,
log, xy = log, x +log, v,

log, L log, x —log, y,
y

log, P Blog, x, logaB x = % log, x,

1
log, b= IOg—Cb, log, b=
log. a log, a

Graficul functiei logaritmice

7 yp 0<a<l1
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y =log x
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Tabelul derivatelor unor functii

. Primitiva . Primitiva
Functia f . . Functia f . .
2 functiei f J functiei f
k (cramna) kx sinx —CoS X
xn +1 .
x",n=-1 cosx sinx
n+1

e R IR A
K
S

Regulile de integrare
[(Fx) + g@))dx = [ f(x)dx + [ 2 (x) da,
[(7(x) - g(x))dax = [ (x)dx - [ g (x)dx,
[Rf (x)dx = k[ f(x)dx
Formula lui Newton-Leibniz

b
[f(x)dx = F(b) - F(a)

Aria trapezului curbiliniu

YA
f(x)
b
5 S=|[f(x)dx
0| a b x
Permutari Aranjamente Combinari
k n! k n!

= ' = = —
= " (n—h)! " (n—k) k!
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Formulele pentru calculul ariilor suprafetelor
si volumelor corpurilor geometrice

Aria suprafetei laterale a cilindrului
S,=2nrh, unde S, — aria suprafetei laterale a cilindrului,
r — raza bazei cilindrului, 2 — lungimea inaltimii cilindrului

Aria suprafetei totale a cilindrului
S,=8,+2S, ., unde S, — aria suprafetei totale a cilindrului,
S, _— aria suprafetei laterale a cilindruluipa

2

baza
S, =2nrh + 2nr®

Aria suprafetei laterale a conului
S,=nrl, unde r — raza bazei conului, / — lungimea indltimii conului

Aria suprafetei totale a conului
S,=8,+ 8, ., unde S, — aria suprafetei totale a conului,
S, ., — aria suprafetei laterale a conului
S, =nrl + nr’

Volumul prismei
V= Sh, unde V— volumul prismei, S — aria bazei prismei,
h — lungimea inaltimii piramidei

Volumul piramidei
V=§Sh, unde V — volumul piramidei, S — aria bazei piramidei,
h — lungimea inaltimii piramidei

Volumul cilindrului
V =nr?h, unde V— volumul cilindrului, » — aria bazei cilindrului,
h — lungimea inaltimii cilindrului

Volumul conului
1 . . . .
V ==nr’h, unde V— volumul conului, » — aria bazei conului,
3
h — lungimea inaltimii conului
Volumul bilei

V= gnRs, unde V — volumul bilei, R — raza bilei

Aria sferei
S = 4nR? unde S — aria sferei, R — raza sferei

MpaBo Ans 6esonnaTtHOro po3milleHHs MigpyYHMKa B Mepexi [HTepHeT mae
MinicTepcTBo ocBIiTY i Haykn Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MofepHi3aLii 3amicTy ocsiTu https://imzo.gov.ua





